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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης
Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται
ϱητώς.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας

Υπολογισµός Ορίζουσας και ΄Ιχνους Μητρώου

Ιδιότητες Οριζουσών

Μεταθέσεις και Αλγεβρικά Συµπληρώµατα

Κανόνας Cramer, Αντίστροφοι και ΄Ογκοι
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση

2 Ορίζουσες (Κεφ. 5)
Εισαγωγή
΄Ιχνος
Ορίζουσα
Τύποι υπολογισµού ορίζουσας
Ορίζουσες µητρώων µε ειδική δοµή
Κανόνας Cramer
Από τις ορίζουσες στις permanents

4 / 33



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Συστάσεις - Υπενθύµιση

1 Θεώρηµα προβολής

2 Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων. Γεωµετρική ϑεώρηση και
αλγεβρική επίλυση. Κανονικές εξισώσεις.

3 Εφαρµογές

4 Προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων σε χώρους συναρτήσεων.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

1 Παραδείγµατα προσεγγίσεων ελαχίστων τετραγώνων.

2 Ελάχιστα τετράγωνα µέσω διαφορικού λογισµού.

3 Ελάχιστα τετράγωνα σε διανυσµατικούς χώρους συναρτήσεων.

Σήµερα ϑα συζητήσουµε :

1 Ορισµένες ενδιαφέρουσες ϐαθµωτές συναρτήσεις µητρώων,

2 όπως το ίχνος

3 µε έµφαση στην ορίζουσα,

4 αξιωµατικό ορισµό της,

5 τρόπους υπολογισµούς της,

6 ιδιότητες,

7 εεπίλυση συστήµατος και αντιστροφή µητρώου µέσω οριζουσών.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπό συζήτηση ενότητες
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Εισαγωγή

Ειδικές τιµές µητρώων

Παρόλο που ένα µητρώο A ∈ Rm×n περιέχει m× n αριθµούς, σε αυτό
αντιστοιχούν επίσης ορισµένες ειδικές τιµές συνδεδεµένες µε αυτό.
Αυτές είναι ϐαθµωτές συναρτήσεις µητρώου (f : Rn×nR), και
αποκαλύπτουν σηµαντικές πληροφορίες για το µητρώο.

είδος συµβολισµός παρατηρήσεις

διαστάσεις m, n αριθµ. γραµµών και αριθµ. στηλών
αραιότητα nnz(A) πλήθος µη µηδενικών
τάξη rank(A) µέγιστος αριθµ. γ.α. γραµµών (ή στηλών)

νόρµα ‖A‖ µετρική «ϐάρους» , π.χ. supx 6=0
‖Ax‖
‖x‖

ίχνος trace(A) (m = n) ???
ορίζουσα det(A) (m = n) ???
ιδιοτιµές ??? (m = n) ???
ιδιάζουσες τιµές ??? ???
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

΄Ιχνος

΄Ιχνος
τετραγωνικού µητρώου

Χαρακτηριστική τιµή για κάθε τετραγωνικό µητρώο ίση µε το
άθροισµα των διαγώνιων στοιχείων του.

Βαθµωτή συνάρτηση

trace : Rn×n −→ R

τέτοια ώστε

trace(A) := α1,1 + α2,2 + · · ·+ αn,n

Ιδιότητες

1 trace(γA + δB) = γtrace(A) + δtrace(B)
2 trace(AB) = trace(BA)

Σηµαντικό επακόλουθο : trace(Q−1
AQ) = trace(A)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Ορίζουσα

Ορίζουσα
τετραγωνικού µητρώου

Μοναδικό χαρακτηριστικό µέγεθος (ϐαθµωτός) που υπάρχει για
κάθε τετραγωνικό µητρώο.

det : Rn×n −→ R

«Συµπυκνώνει» πληροφορίες σχετικά µε το µητρώο.

Η πιο γνωστή: ΄Ενα µητρώο A είναι αντιστρέψιµο αν και µόνον αν
det(A) 6= 0.

Υπολογιστικά ϑέµατα : Ο πιο πρακτικός τρόπος υπολογισµού του για
µέτριο ή µεγάλο n είναι ως παραπροϊόν της παραγοντοποίησης LU
µε το αντίστοιχο κόστος.

΄Εχει χρήσιµη γεωµετρική ερµηνεία ως «όγκος» στο n-διάστατο
χώρο.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Ορίζουσα

Ιστορικά

Η µελέτη των οριζουσών προηγήθηκε της Γραµµικής ΄Αλγεβρας :
Ο Gauss (1801) χρησιµοποίησε τον όρο εννοώντας την
διακρίνουσα πολυωνύµων 4ου ϐαθµού. Ο όρος µε τη σηµερινή
έννοια εισήχθη από τον Cauchy (1812).

Ο Sylvester «ϐάπτισε» τις ¨µήτρες¨ για να αναδείξει ότι «γεννούν»
ορίζουσες.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Ορίζουσα

Τύπος ορίζουσας όταν n = 2

n = 2

A =

(
α11 α12

α21 α22

)
⇒ det(A) =

∣∣∣∣ α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣ := α11α22 − α21α12.

Στη συνέχεια ϑα χρησιµοποιήσουµε έναν αξιωµατικό ορισµό της
ορίζουσας από τον οποίο ϑα προκύψει αυτός και άλλο τύποι
υπολογισµού.
Παρατήρηση : Να επαληθεύσετε την παρακάτω παραγοντοποίηση.(

α11 α12

α21 α22

)
=

(
1 0
α21α

−1
11 1

)(
α11 α12

0 α22 − α21α
−1
11 α12

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Ορίζουσα

Βοηθητικοί ορισµοί
΄Εστω δ.χ. U1, ..., Un και W επί του ιδίου σώµατος F και έστω η απεικόνιση

f : U1 × U2 × · · · × Un → W

ότε η απεικόνιση ονοµάζεται πλειογραµµική (ή n-γραµµική) αν είναι
γραµµική ως πρός κάθε όρισµα αν τα υπόλοιπα ορίσµατα µείνουν
αµετάβλητα, π.χ. αν για i = 1, ..., n, και uj ∈ Uj , η απεικόνιση

x → f(u1, . . . , ui−1, x, ui+1, . . . , un)

είναι γραµµική.
΄Εστω µια µετάθεση π = (π1, ..., πn) των αριθµών
1 ως n. Ονοµάζουµε ϕυσική διάταξη την n-άδα (1, 2, ..., n). Τότε
πρόσηµο της µετάθεσης ονοµάζεται ο αριθµός

σ(π) =


+1 αν η π επανέρχεται στη ϕυσική διάταξη

µε άρτιο πλήθος εναλλαγών
−1 αν η π επανέρχεται στη ϕυσική διάταξη

µε περιττό πλήθος εναλλαγών.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Ορίζουσα

Ορίζοντας την ορίζουσα (αξιωµατικά)

Η ορίζουσα det(A) ενός τετραγωνικού µητρώου A ∈ Rn×n είναι µία
συνάρτηση

det : Rn×n −→ R

που έχει τις εξής 3 ιδιότητες για ένα µητρώο1
A = [a1, · · · , an] ∈ Rn×n:

1 Αν ai = aj για i 6= j τότε det([a1, . . . , an]) = 0 (εκφυλισµός).

2 det([e1, . . . , en]) = 1 (κανονικότητα).
3 Η συνάρτηση είναι γραµµική ως προς τις n στήλες :

det([a1, . . . , aj−1, γa + δb, aj+1, . . . , an]) = γdet([a1, . . . , aj−1, a, aj+1, . . . , an])

+ δdet([a1, . . . , aj−1, b, aj+1, . . . , an])

Συναρτήσεις µε αυτή την ιδιότητα λέγονται πλειογραµµικές.

1
Αναφερόµαστε στις στήλες, αντίστοιχες διατυπώσεις υπάρχουν και ως προς τις γραµµές). 14 / 33



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Ορίζουσα

Σηµαντικά επακόλουθα
΄Εστω το µητρώο (σε µορφή στηλών) A = [a1, · · · , an] ∈ Rn×n.

Αν εναλλάξουµε 2 στήλες ενός µητρώου, η ορίζουσα του νέου µητρώου
έχει ίδιο µέτρο αλλά αντίθετο πρόσηµο. Γι΄ αυτό η ορίζουσα
χαρακτηρίζεται ως εναλλασσόµενη απεικόνιση (alternating map).

δείγµα απόδειξης

0 = det([a1 + a2, a1 + a2]) = det([a1, a1]) + det([a1, a2]) + det([a2, a1]) + det([a2, a2])

0 = det([a1, a2]) + det([a2, a1])

Αν οι στήλες µητρώου είναι γραµµικά εξαρτηµένες, η ορίζουσα είναι 0.
δείγµα απόδειξης

det([a1, a2, γa1 + δa2]) = γdet([a1, a2, a1]) + δdet([a1, a2, a2]) = 0

Αν προσθέσουµε δύο στήλες η ορίζουσα παραµένει αµετάβλητη.
δείγµα απόδειξης

det([a1, a1 + a2]) = det([a1, a1]) + det([a1, a2]) = det([a1, a2])
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Ορίζουσα

Ορίζουσα µητρώου 2× 2
(Ποιά είναι επιτέλους ;;;)

Μπορούµε να την υπολογίσουµε ϐάσει των παραπάνω ιδιοτήτων :

det([a1, a2]) = det([α11e1 + α21e2, α12e1 + α22e2])

= α11det([e1, α12e1 + α22e2]) + α21det([e2, α12e1 + α22e2])

= α11α12det([e1, e1]) + α11α22det([e1, e2]) + α21α12det([e2, e1]) + α21α22det([e2, e2])

det([a1, a2]) = α11α22 + α21α12det([e2, e1]) = α11α22 − α21α12

Προσοχή: πολλοί όροι µηδενίζονται (λόγω «εκφυλισµού»).

΄Οταν n = 2, αντί για 4 = 22 όρους, έχουµε µόνον 2.

µε n = 3, αντί για 27 = 33 όρους έχουµε 6 ...

... γενικά, αντί για για n
n όρους, έχουµε n!.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Τύποι υπολογισµού ορίζουσας

Υπολογισµός ορίζουσας από αλγεβρικά συµπληρώµατα
Ανάπτυγµα Laplace

det(A) = α11det(A11) + (−1)1+2α12det(A12) + · · ·+ (−1)1+nα1ndet(A1n)

Προσωρινός συµβολισµός Με Aij ∈ R(n−1)×(n−1) συµβολίζεται το
µητρώο που προκύπτει αν διαγράψουµε από το A τη γραµµή i και τη
στήλη j. Αποκαλείται ελάσσον (minor) του στοιχείου αij .
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Σύσταση : Στην εφαρµογή του τύπου, αξίζει να επιλέγουµε τη γραµµή ή στήλη
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Τύποι υπολογισµού ορίζουσας

Τύπος για n = 3

∣∣∣∣∣ α11 α12 α13
α21 α22 α23
α31 α32 α33

∣∣∣∣∣ := α11

∣∣∣∣ α22 α23
α32 α33

∣∣∣∣− α12

∣∣∣∣ α21 α23
α31 α33

∣∣∣∣+ α13

∣∣∣∣ α21 α22
α31 α32

∣∣∣∣
΄Αρα

det(A) = α11α22α33 − α11α23α32 − α12α21α33 + α12α23α31 + α13α21α32 − α13α22α31

Προσέξτε :

det(A) = α11α22α33 − α11α23α32 − α12α21α33 + α12α23α31 + α13α21α32 − α13α22α31
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Τύποι υπολογισµού ορίζουσας

Μεγάλος τύπος ορίζουσας
... και πρόσηµο µετάθεσης

Προσοχή: Για µία µετάθεση π των στοιχείων (1, ..., n), δηλ. (π(1), . . . , π(n)), ορίζουµε ως
πρόσηµο της µετάθεσης, σ(π), µία τιµή ±1. Η τιµή ϑα είναι +1 αν η µετάθεση π προέρχεται από
άρτιο αριθµό εναλλαγών ή −1 αν προέρχεται από περιττό αριθµό εναλλαγών. Το αντίστοιχο

µητρώο µετάθεσης Pπ ϑα είναι εκείνο για το οποίο Pπ


1
2
...
n

 =

π(1)π(2)
· · ·
π(n)

. Παρατηρήστε ότι το

Pπ είναι µετάθεση του ταυτοτικού, εποµένως det(Pπ) = ±1. Η τιµή του συµπίπτει µε το πρόσηµο
της µετάθεσης.

Μεγάλος τύπος (γιατί έχει n! όρους)

det(A) =
∑

π∈S σ(π)α1π(1) · · ·αnπ(n) όπου S είναι το σύνολο των n!
µεταθέσεων των στοιχείων (1, ..., n) και σ(π) είναι το πρόσηµο της
µετάθεσης π.

19 / 33



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Ορίζουσες µητρώων µε ειδική δοµή

Ορίζουσες µητρώων µε ειδική δοµή
Τριγωνικά : Η ορίζουσα κάθε τριγωνικού µητρώου είναι ίση µε το
γινόµενο όλων των στοιχείων της διαγωνίου του.
Κατά πλοκάδες τριγωνικά Αν A,D τετραγωνικά µητρώα, τότε

det
(

A B

0 D

)
= det(A)det(D)

Ειδική περίπτωση αν Â ∈ R(n−1)×(n−1),

det
(

1 ? · · · ?

0n−1,1 Â

)
= det(Â)

Προσοχή: Γενικά

det
(

A B

C D

)
6= det(A)det(D) καθώς επίσης

6= det(A)det(D)− det(B)det(C)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Ορίζουσες µητρώων µε ειδική δοµή

΄Αλλες χρήσιµες ιδιότητες

Το A είναι αντιστρέψιµο αν και µόνον αν det(A) 6= 0.

det(A−1) = 1/det(A>) αν det(A) 6= 0.

det(A) = det(A>)
det(AB) = det(A)det(B)

ΠΡΟΣΟΧΗ Η τελευταία ιδιότητα αποκαλύπτει έναν τρόπο υπολογισµού
του det(A) που έχει περίπου όσες πράξεις χρειάζεται η
παραγοντοποίηση LU.
Πώς ; Αν A = PLU τότε

det(A) = det(P)det(L)︸ ︷︷ ︸
=1

det(U)

= (−1)κdet(U) = (−1)κυ11υ22 · · · υnn.

όπου κ είναι ο αριθµός των εναλλαγών που µετατρέπουν το I σε P. Το
(−1)κ ϑα είναι το πρόσηµο της αντίστοιχης µετάθεσης.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Ορίζουσες µητρώων µε ειδική δοµή

Κριτική
Γιατί δεν λύνουµε µε Cramer;

Ο υπολογισµός της ορίζουσας µε τους παραπάνω τύπους είναι
ακριβός

... εκτός αν την υπολογίσουµε µέσω LU

... οπότε δεν υπάρχει λόγος να χρησιµοποιήσουµε τον κανόνα

... γιατί από την LU ϐρίσκουµε τη λύση µε µπρος και πίσω
αντικατάσταση, πιο ϕθηνά !

Εκτός αν επικρατούν ειδικές συνθήκες ! (π.χ. κάτω τριγωνικό
µητρώο)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Ορίζουσες µητρώων µε ειδική δοµή

Ορίζουσες και τάξη µητρώου

Ενδιαφέρον : ΄Ενα µητρώο A ∈ Rm×n έχει τάξη ακριβώς r ανν και µόνον
αν το µεγαλύτερο τετραγωνικό (υπο)µητρώο µε µη µηδενική ορίζουσα
είναι r × r .
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Κανόνας Cramer

Κανόνας Cramer
και επίλυση γραµµικών συστηµάτων

Αν Ax = b τότε κάθε στοιχείο του x µπορεί να υπολογιστεί µε τον
κανόνα Cramer που εκφράζεται ως εξής :

΄Εστω οι στήλες a1, ..., an τ.ώ. det([a1, ..., an]) 6= 0. ΄Εστω επίσης
ϐαθµωτοί ξ1, ..., ξn τ.ώ.

b = ξ1e1 + · · ·+ ξnen.

Τότε για κάθε j = 1, ..., n ισχύει ότι

ξj =
det([a1, ..., aj−1, b, aj+1, ..., an])

det([a1, ..., an])
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Κανόνας Cramer

Τύπος αντιστρόφου

Θεώρηµα

Αν το A είναι αντιστρέψιµο, τότε

(A−1)i,j = (−1)i+j
det(Aj,i)

det(A)

=
ψj,i

det(A)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Κανόνας Cramer

Παραδείγµατα οριζουσών
εµφανίζονται συχνά στις εφαρµογές

Μητρώο τάξης 1 ΄Εστω ότι από τα διανύσµατα (στήλες) u, v
κατασκευάζουµε το µητρώο A = uv

> ∈ Rn×n. Ποιά ϑα είναι η
ορίζουσα ;

Απάντηση : 0 (γιατί;)
Μητρώο προβολής σε (γνήσιο) υπόχωρο ;
Απάντηση : 0 (γιατί;)
Ορθογώνιο µητρώο ;
Απάντηση : det(A) = ±1 (γιατί;)

Ταυτοτικό συν µητρώο ‘τάξης-1’ A = I + uv
>. Ποιά ϑα είναι η

ορίζουσα ; Απάντηση : det(A) = 1 + v
>

u. (γιατί;)

B =

(
1 −v

>

u I

)
=

(
1 0
u I

)(
1 −v

>

0 I + uv
>

)
, και C =

(
I u

−v
> 1

)
=

(
I 0
−v

> 1

)(
I u

0 1 + v
>

u

)

και αν P =

(
01,n 1
In 0n,1

)
τότε det(P) = (−1)n+2 και P

>
BP = C άρα det(P>

BP) = det(B) = det(C).

Από τις παραγοντοποιήσεις, det(I + uv
>) = 1 + v

>
u.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Κανόνας Cramer

Γενίκευση και παράδειγµα

Ταυτότητα Sylvester Γενικότερα ισχύει ότι αν C ∈ Rm×n,D ∈ Rn×m

det(Im + CD) = det(In + DC)

Συνιστάται να την αποδείξετε !

Παράδειγµα : Να υπολογίσετε την ορίζουσα του

A =


4 2 2 2
2 4 2 2
2 2 4 2
2 2 2 4


Επίλυση : Παρατηρούµε ότι το µητρώο µπορεί να γραφτεί ως

A = 2I + 2ee
> όπου e = (1, 1, 1, 1)>. Εποµένως

det(A) = det(2(I + ee
>)) = 24det(I + ee

>) = 24(1 + e
>

e) = 16 · 5 = 80.

, Θα ήταν αρκετά πιο χρονοβόρο αν δουλεύατε απευθείας µε το A.
27 / 33



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορίζουσες (Κεφ. 5)

Κανόνας Cramer

Οι ορίζουσες στη σύγχρονη έρευνα
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Από τις ορίζουσες στις permanents
Για ϕανατικούς !

perm(A) :=
∑
π∈S

α1π(1) · · ·αnπ(n)

όπου S είναι το σύνολο των n! µεταθέσεων των στοιχείων (1, ..., n).

Ενώ η ορίζουσα µπορεί να υπολογιστεί µε O(n3) πράξεις, µέσω της
παραγοντοποίησης LU, ο υπολογισµός της perm(A) απαιτεί πολύ
µεγάλο πλήθος πράξεων (µεγαλύτερο από πολυωνυµικό)! Ο πιο
γνωστός αλγόριθµος (Ryser) για τον ακριβή υπολογισµό απαιτεί O(n2n)
πράξεις !!!
Ερευνητικό πρόβληµα : Επινόηση γρήγορων αλγορίθµου για την
αποτελεσµατική προσέγγιση της permanent σε πολυωνυµικό χρόνο.
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Βιβλιογραφία I

G. Strang.

Εισαγωγή στη Γραµµική ΄Αλγεβρα.

Εκδόσεις Πανεπιστηµιου Πατρών, 2006.
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Χρήση ΄Εργου Τρίτων I

1 The Collected Mathematical Papers of James Joseph Sylvester (ϐλ. σελ 11)

2 How to find a good submatrix (ϐλ. σελ 28)
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Σηµείωµα Αναφοράς

Copyright Πανεπιστήµιο Πατρών - Ευστράτιος Γαλλόπουλος 2015

‘‘Γραµµική ΄Αλγεβρα’’, ΄Εκδοση : 1.0, Πάτρα 2014-2015.
∆ιαθέσιµο από τη δικτυακή διεύθυνση :

https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1097/
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Τέλος Ενότητας
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