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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης
Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται
ϱητώς.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας

Ορθογωνιότητα των 4ων υποχώρων

Προβολές

Ορθογώνιες ϐάσεις και µέθοδος Gram-Schmidt

Προβλήµατα γραµµικών ελαχίστων τετραγώνων
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

Στην προηγούµενη διάλεξη µιλήσαµε για ορισµένες χρήσεις µητρώων
και διανυσµάτων.

Γενική ϑεώρηση προβληµάτων ελαχιστοποίησης

Προβλήµατα και προσεγγίσεις ελαχίστων τετραγώνων

Σήµερα ϑα συζητήσουµε :

1 Παραδείγµατα προσεγγίσεων ελαχίστων τετραγώνων.

2 Ελάχιστα τετράγωνα µέσω διαφορικού λογισµού.

3 Ελάχιστα τετράγωνα σε διανυσµατικούς χώρους συναρτήσεων.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Επιχειρηµατικό Κίνητρο : Βραβείο Netflix $1,000,000 I

With Netflix you can rent as many DVDs as you want and watch

movies instantly on your PC for one low price (...) no late fees (...) no

due dates, and DVD shipping free both ways. Plans start from only

$4.99 (...) With our most popular plan, you can rent as many DVDs

as you want (3 at-a-time) (...) all for just $17.99 a month +tax. ...
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Επιχειρηµατικό Κίνητρο : Βραβείο Netflix $1,000,000 II
Περιγραφή (Wikipedia)

The Netflix Prize was an open competition for the best
collaborative filtering algorithm to predict user ratings for films,
based on previous ratings without any other information about the
users or films, i.e. without the users or the films being identified ...
Netflix provided a training data set of 100,480,507 ratings that
480,189 users gave to 17,770 movies. Each training rating is a
quadruplet of the form <user, movie, date of grade, grade>. The
user and movie fields are integer IDs, while grades are from 1 to 5
(stars).
Prizes were based on improvement over Netflix’s own algorithm,
called Cinematch, or the previous year’s score if a team has
made improvement beyond a certain threshold. A trivial algorithm
that predicts for each movie in the quiz set its average grade from
the training data produces an RMSE of 1.0540. Cinematch uses
"straightforward statistical linear models with a lot of data
conditioning".
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Επιχειρηµατικό Κίνητρο : Βραβείο Netflix $1,000,000 III
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Συµµετρικά ϑετικά (ηµι)ορισµένα µητρώα
Ενδιαφέρον χαρακτηριστικό π.χ. στο µητρώο των κανονικών εξισώσεων

(A>A)x = A
>

b.

Το B = A
>

A:
είναι συµµετρικό
ισχύει πάντα ότι

x
>

A
>

Ax ≥ 0

όταν οι στήλες του A είναι γραµµικά ανεξάρτητες, x
>

A
>

Ax > 0, είναι
αυστηρά ϑετικό.

Ορισµός

Κάθε A ∈ Rn×n για το οποίο ισχύει ότι A
> = A και f(x) := x

>
Ax ≥ 0 για κάθε

x ∈ Rn και f(x) = 0 ανν x = 0 αποκαλείται συµµετρικό θετικά ορισµένο
µητρώο (ΣΘΟ). Αν υπάρχει x 6= 0 ώστε f(x) = 0 τότε αποκαλείται συµµετρικό
θετικά ηµιορισµένο µητρώο. Αν λαµβάνει και αρνητικές τιµές, αποκαλείται
αόριστο.

Εποµένως, το A
>

A είναι ΣΘΟ ανν το A έχει γραµµικά ανεξάρτητες στήλες,
διαφορετικά είναι ϑετικά ηµιορισµένο. ∆εν µπορεί όµως να είναι αόριστο.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Παραδείγµατα προσέγγισης ελαχίστων τετραγώνων
Χρησιµοποιούµε τον παρακάτω κώδικα MATLAB για διάφορες επιλογές
x, y

1 % kataskeu’h twn mhtr’wwn
2 A1 = [ ones ( n , 1 ) , x ] ; % grammik’o mont’elo
3 A2 = [ A1 , x . ^ 2 ] ; % tetragwnik’o mont’elo
4 A3 = [ A2 , x . ^ 3 ] ; % 3b’ajmio mont’elo
5 A4 = [ A3 , x . ^ 4 ] ; % 4b’ajmio mont’elo
6 % ep’i lu sh kanonik’wn exis’wsewn
7 z1 = (A1 '∗A1) \(A1 '∗ y ) ; z2 = (A2 '∗A2) \(A2 '∗ y ) ;
8 z3 = (A3 '∗A3) \(A3 '∗ y ) ; z4 = (A4 '∗A4) \(A4 '∗ y ) ;
9 % opt ikopo’ihsh

10 p l o t ( x , y , 'o ' , x , A1∗z1 , x , A2∗z2 , ' r ' , x , A3∗z3 , 'm' , x , A4∗z4 , 'g ' )
11 % sf’almata
12 n e r r ( 1 ) = norm ( y−A1∗ z1 ) ; n e r r ( 2 ) = norm ( y−A2∗ z2 ) ;
13 n e r r ( 3 ) = norm ( y − A3∗ z3 ) ; n e r r ( 4 ) = norm ( y − A4∗ z4 ) ;
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n=100; x=linspace(-2,2,n)'; y = exp(-x).*sin(pi*x)

Σφάλµατα : nerr(1:4)= 14.4664 12.3761 11.7957 11.0530



n=20; x = linspace(-2,2,n)';

y = randn(n,1).*sin(x)+3*exp(x)

Σφάλµατα : nerr(1:4)= 12.7322 4.5668 2.7300 2.4798



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Βέλτιστη προσέγγιση συναρτήσεων : Εισαγωγή I

Γνωρίζουµε ότι πολλές κατηγορίες συναρτήσεων αποτελούν δ.χ.

Παραδείγµατα : α) Pn : τα πολυώνυµα ϐαθµού ≤ n. (ο δ.χ. έχει
διάσταση n + 1). ϐ) C[−1, 1]: χώρος συνεχών συναρτήσεων στο κλειστό
διάστηµα [−1, 1]. γ) Τα πολυώνυµα οποιουδήποτε ϐαθµού (οι δ.χ. είναι
απειροδιάστατοι).

Για ολοκληρώσιµες συναρτήσεις f , g στο διάστηµα [a, b] και ϑετική
συνάρτηση w , το ορισµένο ολοκλήρωµα

〈f , g〉 :=
∫

b

a

f(t)g(t)w(t)dt

ορίζει εσωτερικό γινόµενο.

Εποµένως µπορούµε να ορίσουµε και καθετότητα συναρτήσεων. Για
παράδειγµα, αν w(x) = 1, οι συναρτήσεις {1, x, 1

2 (3x
2 − 1)} είναι

κάθετες µεταξύ τους. Επίσης είναι γραµµικά ανεξάρτητες και αποτελούν
ϐάση για τον P2[−1, 1] που είναι υπόχωρος του C[−1, 1].
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Βέλτιστη προσέγγιση συναρτήσεων : Εισαγωγή II

Μπορούµε να εφαρµόσουµε τη διαδικασία Gram-Schmidt σε
πολυώνυµα και να κατασκευάσουµε Ορθογώνια Πολυώνυµα (σε κάποιο
διάστηµα και ως προς δεδοµένη συνάρτηση w .)

Ερώτηµα ∆ίνεται συνάρτηση f από κάποιο χώρο συναρτήσεων και ϑέλουµε να
ϐρούµε ϐέλτιστη προσέγγισή της από κάποιον επιλεγµένο γραµµικό υπόχωρο,
π.χ. τα πολυώνυµα, µε ϐάση το παραπάνω εσωτερικό γινόµενο.

Επίλυση όπως πριν, ϑα αξιοποιήσουµε το ότι η διαφορά της υπό προσέγγιση

συνάρτησης από τη ϐέλτιστη προσέγγιση ϑα είναι κάθετη σε όλες τις

συναρτήσεις του υποχώρου απ΄ όπου «χτίζουµε» την προσέγγιση.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδέα

Από το ϑεώρηµα προβολής, αν αφαιρέσουµε από τη συνάρτηση το
γραµµικό συνδυασµό που παράγει τη συνάρτηση ϐέλτιστης
προσέγγισης, το κατάλοιπο ϑα είναι κάθετο σε όλες τις συναρτήσεις φj ,
εποµένως 〈f −

∑
n

j=1 γjφj , φi〉 = 0 για i = 1, ..., n. Εποµένως 〈f , φ1〉
...

〈f , φn〉

 =

 〈φ1, φ1〉 · · · 〈φ1, φn〉
...

...
〈φn, φ1〉 · · · 〈φn, φn〉


︸ ︷︷ ︸

Μητρώο Gram

 γ1
...
γn

.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Παράδειγµα

Να υπολογιστεί η ϐέλτιστη προσέγγιση της συνάρτησης x
2 από τον

υπόχωρο span〈1, x〉 µε εσωτερικό γινόµενο 〈f , g〉 :=
∫ 1
−1 f(x)g(x)dx .

΄Εστω φ(x) = γ1 + γ2x η Ϲητούµενη προσέγγιση, τότε αν
r(x) = x

2 − φ(x) ϑα πρέπει από το ϑεώρηµα ορθογωνιότητας
〈r, 1〉 = 〈r, x〉 = 0. Εποµένως

〈x2, 1〉 =

∫ 1

−1
x

2
dx =

2

3

〈x2, x〉 =

∫ 1

−1
x

3
dx = 0

〈1, 1〉 = 2, 〈1, x〉 = 0

〈x, 1〉 = 0, 〈x, x〉 = 2

3
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

(
2
3
0

)
=

(
2 0
0 2

3

)(
γ1

γ2

)
.⇒ γ1 =

1

3
, γ2 = 0.

΄Αρα η ϐέλτιστη προσέγγιση είναι φ(x) = 1
3 .

Προσέξτε επίσης ότι 〈1, x〉 = 0 δηλ, οι συναρτήσες φ1(x) = 1 και
φ2(x) = x είναι κάθετες ως προς το παραπάνω εσωτερικό γινόµενο.
Προσοχή: Με τον ίδιο τρόπο αλλά λύνοντας το σύστηµα 0

2
5
0

 =

 2 0 2
3

0 2
3 0

2
3 0 2

5

 γ1

γ2

γ3

.⇒ γ1 = 0, γ1 =
3

5
, γ3 = 0.

προκύπτει ότι η ϐέλτιστη προσέγγιση του x
3 από το χώρο πολυωνύµων

〈1, x, x2〉 ως προς παραπάνω εσωτερικό γινόµενο είναι φ(x) = 3
5 x .
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Οπτικοποίηση των ϐέλτιστων προσεγγίσεων
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ορθογώνια πολυώνυµα Legendre

Παράγονται µε διαδικασία Gram-Schmidt επί των {1, x, x2, ...} µε
το εσωτερικό γινόµενο

∫ 1
−1 f(x)g(x)dx

Ισχύει ότι
∫ 1
−1 Pn(x)Pm(x)dx = 2

2n+1δnm (δέλτα Kronecker)

Υπάρχουν πολλές οικογένειες ορθογωνίων πολυωνύµων (π.χ.
Chebyshev polynomials, Gegenbauer
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ορθογώνια πολυώνυµα Chebyshev

Παράγονται µε διαδικασία Gram-Schmidt επί των {1, x, x2, ...} µε
το εσωτερικό γινόµενο

∫ 1
−1 f(x)g(x) 1√

1−x2 dx

Ισχύει ότι
∫ 1
−1 Tn(x)Tm(x)dx = 0 αν m 6= n.

Υπάρχουν πολλές οικογένειες ορθογωνίων πολυωνύµων (π.χ.
Chebyshev polynomials, Gegenbauer
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων µέσω διαφορικού λογισµού

Για το γραµµικό µοντέλο
∆οθέντων m Ϲευγών τιµών {(ξj , ψj)}m

j=1 (ϑεωρούµε ότι τα ξ δεν είναι όλα ίσα µεταξύ
τους) ενδιαφερόµαστε να υπολογίσουµε τις τιµές των παραµέτρων γ1, γ2 ώστε να
ελαχιστοποιείται η συνάρτηση

E(γ1, γ2) =
m∑

j=1

(ψj − γ2ξj − γ1)2

Από ϐασική ϑεωρία, για να υπάρχει τοπικό ακρότατο, πρέπει να ικανοποιούνται οι

ακόλουθες σχέσεις (κριτήριο 1ης παραγώγου):

0 =
∂E

∂γ1
= 2

m∑
j=1

(ψj − γ2ξj − γ1)(−1)

0 =
∂E

∂γ2
= 2

m∑
j=1

(ψj − γ2ξj − γ1)(−ξj)

Τα τοπικά ακρότατα είναι στις τιµές γ̃1, γ̃2 που ικανοποιούν το σύστηµα
m∑

j=1

ψj = mγ1 + (
m∑

j=1

ξj)γ2

m∑
j=1

ξjψj = (
m∑

j=1

ξj)γ1 + (
m∑

j=1

ξ2
j
)γ2
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Αν η λύση είναι (γ̃1, γ̃2), για να ελαχιστοποιεί το E(γ̃1, γ̃2), ϑα πρέπει (κριτήριο 2ης
παραγώγου)

∂2
E

∂γ2
1

> 0 και ∆ =
∂2

E

∂γ2
1

∂2
E

∂γ2
2

− ∂2
E

∂γ1∂γ2
> 0

∂2
E

∂γ2
1

> 0.

Η πρώτη ανισότητα προφανώς ικανοποιείται :

∂2
E

∂γ2
1

= 2m > 0

Σχετικά µε τη δεύτερη : Υπολογίζουµε

∂2
E

∂γ2
2

= 2
m∑

j=1

ξ2
j ,

∂2
E

∂γ1∂γ2
= 2

m∑
j=1

ξj .

άρα

∆ > 0⇔ m

m∑
j=1

ξ2
j > (

m∑
j=1

ξj)
2.
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Αλλά m = e
>

e, x
>

x =
∑

m

j=1 ξ
2
j και e

>
x =

∑
m

j=1 ξ. Εποµένως η ανισότητα

m∑
j=1

ξ2
j > (

m∑
j=1

ξj)
2

µπορεί να γραφτεί ως

‖e‖2‖x‖2 > 〈e, x〉|2.

Θυµηθείτε τώρα την ανισότητα Cauchy-Schwarz. Για κάθε z, x,∈ Rm

〈z, x〉| ≤ ‖z‖‖x‖

όπου ισότητα ισχύει µόνον αν τα z, x είναι συγγραµµικά, δηλ. z = αx για κάποιο α ∈ R.
΄Οµως στην περιπτωσή µας αυτό δεν µπορεί να συµβεί γιατί τότε ϑα ίσχυε ότι x = αe,
άρα ξ1 = ξ2 = · · · = ξm = α. Αυτό αποκλείεται αφού ϑεωρούµε ότι δεν είναι όλα τα
ξj ίδια.
Είδαµε ότι η λύση του παρακάτω συστήµατος ελαχιστοποιεί το E(γ1, γ2):(

m
∑

m

j=1 ξj∑
m

j=1 ξj

∑
m

j=1 ξ
2
j

)(
γ1
γ2

)
=

( ∑
m

j=1 ψj∑
m

j=1 ξjψj

)
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Ενδιαφέρον : Αν ϑέσουµε

A =

 1 ξ1

...
...

1 ξm

 , y =

ψ1

...
ψm


το παραπάνω είναι ίδιο µε το σύστηµα των κανονικών εξισώσεων

A
>

Ac = A
>

y

που ϑα προέκυπτε απευθείας αν επιχειρούσαµε να λύσουµε το Ax = y πολλαπλασιάζοντας
πρώτα από τα αριστερά µε το A

> ή αν χρησιµοποιούσαµε την ιδέα της προβολής του y στον
υπόχωρο στηλών του A.

Προσοχή: Η τάξη rank(A>
A) ≤ 2 = min(m, n) εποµένως το σύστηµα ϑα έχει µοναδική λύση

ανν υπάρχουν τουλάχιστον δύο i, j τ.ώ. ξi 6= ξj .
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