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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης
Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται
ϱητώς.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας

Ορθογωνιότητα των 4ων υποχώρων

Προβολές

Ορθογώνιες ϐάσεις και µέθοδος Gram-Schmidt

Προβλήµατα γραµµικών ελαχίστων τετραγώνων
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση

2 Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων
τετραγώνων
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

Στην προηγούµενη διάλεξη µιλήσαµε για ορισµένες χρήσεις µητρώων
και διανυσµάτων.

Προβολές και ορθογώνιες προβολές (συνέχεια)
Η µέθοδος ορθοκανονικοποίησης Gram-Schmidt
Παραγοντοποίηση QR µέσω Gram-Schmidt

Σήµερα ϑα συζητήσουµε :

1 Γενική ϑεώρηση προβληµάτων ελαχιστοποίησης
2 Προβλήµατα και προσεγγίσεις ελαχίστων τετραγώνων
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπό συζήτηση ενότητες
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Απόσταση από υπόχωρο και το γενικό πρόβληµα της προσέγγισης

Απόσταση από υπόχωρο

΄Εστω S ένα µη κενό υποσύνολο ενός διανυσµατικού χώρου V , που
διαθέτει τη νόρµα ‖ · ‖.
∆οθέντος v ∈ V , η απόσταση του v από το S ορίζεται ως

d(v,S) = inf
s∈S
‖v − s‖.

΄Ενα στοιχείο ŝ ∈ S αποκαλείται ϐέλτιστη προσέγγιση ( ή πλησιέστερο
στοιχείο) στο v από τον S αν

‖v − ŝ‖ = d(v,S).

Η αναζήτηση ϐέλτιστης προσέγγισης και τα συναφή προβλήµατα (ύπαρξη, µοναδι-
κότητα, κατασκευή) είναι κεντρικό Ϲητήµα των Μαθηµατικών µε πάρα πολλές εφαρ-
µογές. Η αποτελεσµατική επίλυσή του απαιτεί συνδυασµό µαθηµατικών τεχνικών και
υπολογιστικών τεχνολογιών και γνώσεις της εκάστοτε εφαρµογής.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Απόσταση από υπόχωρο και το γενικό πρόβληµα της προσέγγισης

Απόσταση από υπόχωρο

΄Εστω S ένα µη κενό υποσύνολο ενός διανυσµατικού χώρου V , που
διαθέτει τη νόρµα ‖ · ‖.
∆οθέντος v ∈ V , η απόσταση του v από το S ορίζεται ως

d(v,S) = inf
s∈S
‖v − s‖.

΄Ενα στοιχείο ŝ ∈ S αποκαλείται ϐέλτιστη προσέγγιση ( ή πλησιέστερο
στοιχείο) στο v από τον S αν

‖v − ŝ‖ = d(v,S).

Η αναζήτηση ϐέλτιστης προσέγγισης και τα συναφή προβλήµατα (ύπαρξη, µοναδι-
κότητα, κατασκευή) είναι κεντρικό Ϲητήµα των Μαθηµατικών µε πάρα πολλές εφαρ-
µογές. Η αποτελεσµατική επίλυσή του απαιτεί συνδυασµό µαθηµατικών τεχνικών και
υπολογιστικών τεχνολογιών και γνώσεις της εκάστοτε εφαρµογής.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Παράδειγµα
Πρόβληµα : Λαµβάνουµε µέτρησεις ψ1, ψ2, ..., ψm (π.χ. ένα σήµα) στις

χρονικές στιγµές t = t1, t2, ..., tm. Παρατηρούµε ότι το σήµα
έχει εκθετική και ταλαντούµενη συµπεριφορά. Αποφασίζουµε
να το µοντελοποιήσουµε µε µια συνάρτηση

f(t; x) = ξ1 + ξ2e
−(ξ3−t)2/ξ4 + ξ5 sin(ξ6t)

όπου τα στοιχεία του x = (ξ1, ξ2, . . . , ξ6)
> είναι οι παράµετροι

του µοντέλου. Για να ορίσουµε τη συνάρτηση, ϑέλουµε να
επιλέξουµε το x ώστε να επιτυγχάνεται η ϐέλτιστη προσαρµογή
τιµών f(tj ; x) στις µετρήσεις.

∆ιατύπωση ως πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων Να υπολογιστεί x ∈ R6

τέτοιο ώστε να ελαχιστοποείται το άθροισµα των τετραγώνων

min
x∈R6

m∑
j=1

r
2
j
(x)

όπου rj(x) = ψj − f(tj ; x), j = 1, ...,m είναι τα κατάλοιπα.
Ορολογία Πρόκειται για µη γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων.

Είναι µη γραµµικό γιατί η συνάρτηση µοντέλο f εξαρτάται µη
γραµµικά από τις παραµέτρους.

, ∆εν ϑα ασχοληθούµε µε µη γραµµικά προβλήµατα ! 8 / 23



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων1

Στο γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων, η συνάρτηση
µοντέλο f(t; x) εξαρτάται γραµµικά από τις παραµέτρους:

f(t; x) = ξ1f1(t) + · · ·+ ξnfn(t)

Στο γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων, οι συναρτήσεις
fj(t) µπορεί να είναι µη γραµµικές !
π.χ.

f(t; x) = ξ1 + ξ2e
−t

2

+ ξ3 sin2(tπ)

1Ονοµάζεται και «πρόβληµα γραµµικών ελαχίστων τετραγώνων»
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Υπενθύµιση

Γνωρίζουµε ότι για κάθε διανυσµατικό υπόχωρο S ενός δ.χ. V , ισχύουν
τα εξής :

1 (ϑεώρηµα προβολής) V = S ⊕ S⊥ όπου

S⊥ = {y|y ⊥ x, ∀x ∈ S}

2 Κάθε x ∈ V γράφεται µε µοναδικό τρόπο ως x = xS + xS⊥ , όπου
xS ∈ S και xS⊥ ⊥ S .

3 Ισχύουν ότι xS = Px και xS⊥ = (I − P)x , όπου P είναι ο τελεστής
ορθογώνιας προβολής επί του S .

4 ‖x‖2 = ‖xS + xS⊥‖2 = ‖xS‖2 + ‖xS⊥‖2
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων
Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Περιγραφή

∆ίνονται A ∈ Rm×n, b ∈ Rm,m ≥ n. Το γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων συνίσταται
στην εύρεση ενός διανύσµατος από το σύνολο

X = {x ∈ Rn : ελαχιστοποιεί το ρ(x) = ‖Ax − b‖2}.

Η ελαχιστοποίηση του ‖Ax − b‖2 ισοδυναµεί µε την εύρεση διανύσµατος xLS ∈ Rn τέτοιου
ώστε, µεταξύ όλων των διανυσµάτων που παράγονται από γραµµικό συνδυασµό των
στηλών του A, το p = AxLS να είναι το πλησιέστερο στο b (ως προς την ευκλείδεια νόρµα).

Για να συµβαίνει αυτό, το r = b − AxLS είναι κάθετο στον υπόχωρο range(A) άρα
r ∈ null(A>). Εποµένως, για οποιοδήποτε y ∈ Rm

0 = (Ay)>(b − AxLS) = y
>(A>b − A

>
AxLS).

Εποµένως το xLS είναι η λύση του συστήµατος A
>

AxLS = A
>

b που αποκαλούνται

κανονικές εξισώσεις του προβλήµατος των ελαχίστων τετραγώνων2

2Το µητρώο A
>

A αποκαλείται συχνά µητρώο Gram ή Γραµµιανό.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Οπτικοποίηση
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Επιλυσιµότητα των κανονικών εξισώσεων A
>

Ax = A
>

b

Υπάρχει λύση ; Είναι µοναδική;

Επιλυσιµότητα Είναι εξασφαλισµένο ότι υπάρχει τουλάχιστον
µία λύση : Γιατί; Η τάξη r = rank(A>A) ≤ n. Αν r = n τότε
υπάρχει µοναδική λύση. Αν r < n, τότε ο µηδενόχωρος του
A
>

A έχει διάσταση n− r και υπάρχουν άπειρες λύσεις. Στην
περίπτωση αυτή, επιλέγουµε από τις λύσεις µε κάποιο
επιπλέον κριτήριο, π.χ. το διάνυσµα που έχει το µικρότερο
µήκος (διπλή ϐελτιστοποίηση).
Παρατήρηση : Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να µην είναι
αντιστρέψιµο το A

>
A είναι να είναι γραµµικά εξαρτηµένες οι

στήλες του A (αποδείξτε το !)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Γενική µορφή γραµµικού προβλήµατος ελαχίστων
τετραγώνων

f(ξ; c) = γ1φ1(ξ) + · · ·+ γnφn(ξ).

Υπολογίζουµε τις τιµές [φ1(ξj), φ2(ξj), . . . , φn(ξj)] για κάθε ξj , όπου
φ1, . . . , φn είναι γνωστές (συνήθως απλές) συναρτήσεις, ενώ οι
συντελεστές γ1, . . . , γn είναι σταθερές που πρέπει να καθοριστούν
έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το άθροισµα των τετραγώνων του
σφάλµατος σε κάθε σηµείο. Αν χρησιµοποιήσουµε µητρώα, το
πρόβληµα γράφεται ισοδύναµα ως arg minc∈Rn ‖y − Ac‖ όπου

A =


φ1(ξ1) · · · φn(ξ1)

...
...

...
...

φ1(ξm) · · · φn(ξm)

, c =

 γ1
...
γn

. και y =


ψ1

...

...
ψm
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Τι λέγεται για τα ελάχιστα τετράγωνα
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Τι λέγεται για τα ελάχιστα τετράγωνα
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Προσαρµογή ελαχίστων τετραγώνων µε ευθεία γραµµή
Πρόβληµα : Να υπολογίσουµε την ευθεία γραµµή γ1 + γ2ξ που προσαρµόζεται
σε ένα σύνολο γνωστών τιµών {(ξj , ψj)}m

j=1 µε το ελάχιστο δυνατό σφάλµα.
Ορολογία : Στη Στατιστική λέγεται «γραµµική παλινδρόµηση».
Πώς µετράµε το σφάλµα ; Το ορίζουµε ως το άθροισµα των τετραγώνων των
αποκλίσεων των τιµών της (γραµµικής) συνάρτησης, {γ1 + γ2ξj}m

j=1 από τις
τιµές των µετρήσεων ψj .

Με γραµµοαλγεβρική γραφή: γ1 + γ2ξ = ψ γράφεται και ως (1 ξ)

(
γ1

γ2

)
= ψ

΄Αλλες µετρικές σφάλµατος Ανάλογα µε την εφαρµογή, µπορεί οι απαιτήσεις να είναι
διαφορετικές (και πιο απαιτητικές). Για παράδειγµα στα ολικά ελάχιστα τετράγωνα (total
least squares) ελαχιστοποιούµε το άθροισµα τετραγώνων της απόστασης κάθε σηµείου
(ξj , ψj) από την ευθεία γ0 + γ1ξ = ψ (δηλ. το µήκος της καθέτου από το κάθε σηµείο
στην ευθεία).
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Παράδειγµα

Σηµεία : ξ1 = −1 ξ2 = −1/2 ξ3 = 0 ξ4 = 1/2 ξ5 = 1
Τιµές : ψ1 = 0.1 ψ2 = 0.3 ψ3 = 0.3 ψ4 = 0.2 ψ5 = 0.0
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φ0(ξ) = 1, φ1(ξ) = ξ τότε φ(ξ) = γ0φ0(ξ) + γ1φ1(ξ) οπότε

A =


1.0 −1.0
1.0 −0.5
1.0 0.0
1.0 0.5
1.0 1.0



A
>

A =

(
5.0 0.0
0.0 2.5

)
,A>b =

(
0.9

−0.15

)

Αν κάνουµε τους υπολογισµούς

(A>A)−1
A
>

b =

(
0.18
−0.06

)
⇒ φ(ξ) = 0.18− 0.06ξ

σφάλµα ‖b − AxLS‖2 = 0.2429



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Προσαρµογή µε καµπύλη γραµµή 2ου ϐαθµού
φ0(x) = 1, φ1(ξ) = ξ, φ2(ξ) = ξ2και φ(ξ) = γ0φ0(ξ) + γ1φ1(ξ) + γ2φ2(ξ)

A =


1.0 −1.0 1.0
1.0 −0.5 0.25
1.0 0.0 0.0
1.0 0.5 0.25
1.0 1.0 1.0



A
>

A =

(
5.0 0.0 2.5
0.0 2.5 0.0
2.5 0.0 2.125

)
,

A
>

b =

(
0.9

−0.15
0.225

)

Αν κάνουµε τους υπολογισµούς

xLS = (A>A)−1
A
>

b =

(
0.3086
−0.0600
−0.2571

)

εποµένως φ(ξ) = 0.3086− 0.0600ξ − 0.2571ξ2

σφάλµα ‖b − AxLS‖2 = 0.0338
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Βιβλιογραφία I

G. Strang.

Εισαγωγή στη Γραµµική ΄Αλγεβρα.

Εκδόσεις Πανεπιστηµιου Πατρών, 2006.

20 / 23



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Χρήση ΄Εργου Τρίτων I

1 http://www.google.gr/ (ϐλ. σελ 15-16)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Σηµείωµα Αναφοράς

Copyright Πανεπιστήµιο Πατρών - Ευστράτιος Γαλλόπουλος 2015

‘‘Γραµµική ΄Αλγεβρα’’, ΄Εκδοση : 1.0, Πάτρα 2014-2015.
∆ιαθέσιµο από τη δικτυακή διεύθυνση :

https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1097/
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (µέρος III): Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Τέλος Ενότητας
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