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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας

Ορθογωνιότητα των 4ων υποχώρων

Προβολές

Ορθογώνιες ϐάσεις και µέθοδος Gram-Schmidt

Προβλήµατα γραµµικών ελαχίστων τετραγώνων
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση

2 ∆ιαδικασία Gram-Schmidt

4 / 31



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

Στην προηγούµενη διάλεξη µιλήσαµε για ορισµένες χρήσεις µητρώων και
διανυσµάτων.

Πράξεις µεταξύ υπόχωρων (άθροισµα, τοµή, ευθύ άθροισµα, ένωση) και
χαρακτηρισµός αποτελέσµατος.

Ορθογωνιότητα : Ορθογώνιο συµπλήρωµα. Σχέσεις ορθογωνιότητας των
τεσσάρων υποχώρων.

Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΓΑ (µέρος ΙΙ) κατά Strang

Ορθογώνια προβολή και κατασκευή τελεστή (µητρώου) ορθογώνιας προβολής
για υπόχωρους.

Σήµερα ϑα συζητήσουµε :

1 Προβολές και ορθογώνιες προβολές (συνέχεια)
2 Η µέθοδος ορθοκανονικοποίησης Gram-Schmidt
3 Παραγοντοποίηση QR µέσω Gram-Schmidt
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Υπενθύµιση

Υπό συζήτηση ενότητες
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Υπενθύµιση

Προβολή και ορθογώνια προβολή

∆οθέντος ενός υποχώρου V του Rn, και του

V⊥ = {y|y ⊥ x,∀x ∈ V}

Rn = V ⊕ V⊥

οπότε ο καθένας είναι ορθογώνιο συµπλήρωµα του άλλου.
Κάθε στοιχείο x ∈ Rn γράφεται µοναδικά ως άθροισµα των

x = v + u, v ∈ V, u ∈ V⊥
= Px + (I − P)x

όπου P η ορθογώνια προβολή επί του V .
Προσέξτε ότι I − P επιτελεί ορθογώνια προβολή στο V⊥. (Σηµ. αρκεί
να δείξετε ότι κάθε διάνυσµα (I − P)x είναι κάθετο στο V)
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Υπενθύµιση

Ορθογώνια προβολή (ΟΠ)
Χαρακτηρισµός (Υπενθύµιση)

Χαρακτηρισµός µε µητρώα

1 ΄Ενα µητρώο P ∈ Rn×n καλείται µητρώο προβολής (και ενίοτε,
πλαγιογώνιας προβολής επί του range(P) αν P

2 = P.

2 Αν επίσης P = P
> (στις περισσότερες περιπτώσεις που ϑα µας

απασχολήσουν εδώ) τότε λέγεται µητρώο ορθογώνιας προβολής.

Παρατήρηση : Σε κάθε µητρώο προβολής αντιστοιχεί ο υπόχωρος
V = range(P) επί του οποίου γίνεται η προβολή.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Οπτικοποίηση (πλαγιογώνιας) προβολής
Προβολή επί του V ορθογώνια στο W
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Οπτικοποίηση ορθογώνιας προβολής
Προβολή επί του V ορθογώνια στο V
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Κατασκευή µητρώου προβολής

Κατασκευή µητρώου ΟΠ

Αν η ϐάση για τον δ.υ. V είναι οι στήλες του V = (v1, ..., vn) τότε το
µητρώο

PV := V(V>V)−1
V
>

είναι το µητρώο ορθογώνιας προβολής επί του υπόχωρου V .

Κατασκευή µητρώου πλαγιογώνιας προβολής1

Αν η ϐάση για τον δ.υ. V είναι οι στήλες του V = (v1, ..., vn) και του δ.υ.
W είναι οι στήλες του W = (w1, ...,wn) το µητρώο

Q := V(W>V)−1
W
>

είναι το µητρώο προβολής επί του υπόχωρου V ορθογώνια στοW .

1Σηµ. εκτός ύλης
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Παράδειγµα

΄Εστω span{e1, e3} στον R4 τότε V = [e1, e3] και

PV = (e1 e3)

((
e
>
1

e
>
3

)
(e1 e3)

)−1 (
e
>
1

e
>
3

)
= (e1 e3)

(
e
>
1 e1 e

>
1 e3

e
>
3 e1 e

>
3 e3

)−1 (
e
>
1

e
>
3

)
= (e1 e3)

(
e
>
1

e
>
3

)
προσέξτε ότι ο µεσαίος όρος παραπάνω είναι I2

= e1e
>
1 + e3e

>
3 =

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0



Παρατηρήσεις : Προφανώς PV

ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

 =

ξ1
0
ξ3
0

 που ϑα µπορούσαµε να το «µαντέψουµε» από

την αρχή. ∆είτε όµως το επόµενο παράδειγµα που αυτό δεν είναι εύκολο.
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Υπενθύµιση

Παράδειγµα
΄Εστω V = span{a, b} στον R4 όπου a = [1, 1, 1, 1]>, b = [0, 1,−1, 3] οπότε V = [a, b]. και

PV = (a b)

((
a
>

b
>

)
(a b)

)−1 (
a
>

b
>

)
= (a b)

(
a
>

a a
>

b

b
>

a b
>

b

)−1 (
a
>

b
>

)

=

1 0
1 1
1 −1
1 3

(4 3
3 11

)−1 (
1 1 1 1
0 1 −1 3

)

=

1 0
1 1
1 −1
1 3

( 11
35

− 3
35

− 3
35

4
35

)(
1 1 1 1
0 1 −1 3

)

=


11
35

8
35

14
35

2
35

8
35

9
35

7
35

11
35

14
35

7
35

21
35

− 7
35

2
35

11
35
− 7

35
29
35


Παρατηρήσεις : P

2
V = PV = P

>
V , PVa = a, PVb = b, PV (γa + δb) = γa + δb

(αναµενόµενο : PVv = v για κάθε v ∈ V .)
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Αν µας έδιναν το παραπάνω PV και ένα τυχαίο διάνυσµα x = [ξ1, ξ2, ξ3, ξ4]
> τότε

PV x =
1

35

11ξ1 + 8ξ2 + 14ξ3 + 2ξ4
8ξ1 + 9ξ2 + 7ξ3 + 11ξ4

14ξ1 + 7ξ2 + 21ξ3 − 7ξ4
2ξ1 + 11ξ2 − 7ξ3 + 29ξ4



Για να επαληθεύσουµε ότι για κάθε x ∈ R4 , PV x ∈ V , αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει πάντα z ∈ R2 που ικανοποιεί το σύστηµα
Vz = PV x . Εξετάζουµε το επαυξηµένο σύστηµα

 1 0 11ξ1 + 8ξ2 + 14ξ3 + 2ξ4
1 1 8ξ1 + 9ξ2 + 7ξ3 + 11ξ4
1 −1 14ξ1 + 7ξ2 + 21ξ3 − 7ξ4
1 3 2ξ1 + 11ξ2 − 7ξ3 + 29ξ4


και το ϕέρνουµε σε ΑΓΚΜ,

 1 0 11ξ1 + 8ξ2 + 14ξ3 + 2ξ4
0 1 −3ξ1 + ξ2 − 7ξ3 + 9ξ4
0 0 0
0 0 0


Προσέξτε ότι n = rank(A) = rank([A, b]) εποµένως υπάρχει µοναδική λύση.



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Παρατηρήσεις

Στη γενική περίπτωση (για «γνήσιο υπόχωρο» , δηλ. όχι όλο το χώρο) το
(τετραγωνικό) µητρώο προβολής P δεν είναι αντιστρέψιµο.

Αυτό µπορεί να αναδειχθεί µε διάφορους τρόπους.
Σκεπτικό : ΄Εστω ότι ο αναφερόµαστε στον Rm . Αν υπήρχε αντίστροφο P

−1, για κάθε διάνυσµα του
υπόχωρου v ∈ V ϑα επέστρεφε ένα µοναδικό διάνυσµα του χώρου P

−1
v ∈ Rm . Επειδή ένας

γνήσιος υπόχωρος είναι «µικρότερος», ϑα υπάρχουν περισσότερα από ένα διανύσµατα του
χώρου των οποίων η προβολή στον υπόχωρο ϑα είναι το ίδιο διάνυσµα, εποµένως ο αντίστροφος
δεν µπορεί να οριστεί (ϑα προβληµατίζεται ποιό διάνυσµα του χώρου να επιλέξει). Π.χ. είδαµε ότι

αν V = span{e1, e3} στον R4 τότε PV

 1
5
2
−1

 = PV

 1
1000

2
−100

.

Μία απόδειξη Για να υπάρχει αντίστροφο, ϑα πρέπει το µητρώο P να είναι αντιστρέψιµο. ΄Οµως η

ϐάση V ∈ Rm×k περιέχει λιγότερα διανύσµατα από τη διάσταση όλου του χώρου, δηλ. k < m,
εποµένως

rank(P) ≤ min{rank(V), rank((V>V)−1), rank(V>)}.

Η τάξη των µητρώων στα δεξιά είναι k ή µικρότερη (αποδεικνύεται ότι είναι ακριβώς k) άρα το
µητρώο δεν είναι πλήρους τάξης και δεν είναι αντιστρέψιµο.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Παρατήρηση

Το (τετραγωνικό) µητρώο προβολής P είναι µοναδικό ( δεν εξαρτάται
από τη ϐάση).

Γιατί αν οι στήλες των V και U είναι δύο διαφορετικές ϐάσεις για τον
υπόχωρο προβολής, τότε οι στήλες του ενός µπορούν να γραφτούν ως
γραµµικοί συνδυασµοί των στηλών του άλλου (ως µέλη του ίδου
υπόχωρου). Εποµένως υπάρχει αντιστρέψιµο M τέτοιο ώστε

V = UM, V , U ∈ Rm×n,M ∈ Rn×n.

΄Αρα αν γράψουµε

P = V(V>V)−1
V
>

= (UM)((UM)>UM)−1(UM)>

= UM(M>U
>

UM)−1
M
>

U

= U(M−>M
>

U
>

UMM
−1)−1

U

= U(U>U)−1
U
>
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Ιστορικές πληροφορίες2

GRAM-SCHMIDT ORTHOGONALIZATION. When Erhard Schmidt presented the formulae
on p. 442 of his ‘‘Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen. I. Teil:
Entwicklung willkürlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener,’’ Math. Ann., 63
(1907), 433-476 he said that essentially the same formulae were in J. P. Gram’s ‘‘Ueber
die Entwickelung reeler Funtionen in Reihen mittelst der Methode der kleinsten
Quadrate,’’ Jrnl. für die reine und angewandte Math. (1883), 94, 71-73. Modern writers,
however, distinguish the two procedures, sometimes using the term ‘‘Gram-Schmidt’’
for the Schmidt form and ‘‘modified Gram-Schmidt’’ for the Gram version.

Jorgen Pedersen Gram (1850-1916) Erhard Schmidt (1876 - 1959)

2http://jeff560.tripod.com/g.html
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Ορθοκανονικοποίηση διανυσµάτων : ∆ιαδικασία
Gram-Schmidt

Πρόβληµα : ∆ίνονται γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα {a1, ..., an} και ϑέ-
λουµε να κατασκευάσουµε ορθοκανονικά (ΟΚ) διανύσµατα {q1, · · · , qn}
τ.ώ.

span{q1, · · · , qn} = span{a1, ..., an}

Ιδέα : Αν αφαιρέσουµε από διάνυσµα, x , την ορθογώνια προβολή του, PSx , επί
ενός υπόχωρου, S , το διάνυσµα διαφοράς, x − PSx , είναι κάθετο στον
υπόχωρο, δηλ. x − PSx ⊥ S .
Συστηµατική εφαρµογή, διαδοχικά :

I Υπολογίζουµε q1 = a1/‖a1‖.

II Για k = 2, ..., n εκτελούµε :

1 Αφαιρούµε από το ak την ορθογώνια προβολή του επί του
υπόχωρου S := span{q1, .., qk−1}. Το παραγόµενο διάνυσµα,
έστω q̃k , ϑα είναι κάθετο στο S .

2 Υπολογίζουµε qk = q̃k/‖q̃k‖.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Ειδικότερα
΄Εστω S := span{q1, .., qk−1} και ότι

Qk−1 := [q1, ..., qk−1]

και συµβολίζουµε Pk−1 το µητρώο ορθογώνιας προβολής επί του S .

Pk−1 = Qk−1(Q
>
k−1Qk−1)

−1
Q
>
k−1

Εποµένως τα απαραίτητα ϐήµατα στην επανάληψη k είναι :

1. q̃k = ak − Pk−1ak

2. qk = q̃k/‖q̃k‖.

Λίγη προσοχή στο πώς ακριβώς είναι ο Pk−1:

1 Q
>
k−1Qk−1 = Ik λόγω ορθοκανονικότητας

2 Qk−1Q
>
k−1 = [q1, ..., qk−1]

 q
>
1
...

q
>
k−1


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Εποµένως τα απαραίτητα ϐήµατα στην επανάληψη k είναι :

1. q̃k = ak − Pk−1ak

2. qk = q̃k/‖q̃k‖.
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1 Q
>
k−1Qk−1 = Ik λόγω ορθοκανονικότητας

2 Qk−1Q
>
k−1 = [q1, ..., qk−1]

 q
>
1
...

q
>
k−1


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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Παράδειγµα

A =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
1 3 1 6

)

⇒
(

1 0 0
0 1 0
−1 −1 1

)
A =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
0 0 0 0

)
← ΑΓΚΜ

Εποµένως

R =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
0 0 0 0

)
και το µητρώο που το ανάγει M =

(
1 0 0
0 1 0
−1 −1 1

)
.

Από τα παραπάνω : m = 3, n = 4, r = 2, dim(null(A)) = n− r = 2,

dim(null(A>)) = m− r = 1.

Βάσεις :

21 / 31



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Παράδειγµα

A =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
1 3 1 6

)
⇒
(

1 0 0
0 1 0
−1 −1 1

)
A =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
0 0 0 0

)

← ΑΓΚΜ

Εποµένως

R =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
0 0 0 0

)
και το µητρώο που το ανάγει M =

(
1 0 0
0 1 0
−1 −1 1

)
.

Από τα παραπάνω : m = 3, n = 4, r = 2, dim(null(A)) = n− r = 2,

dim(null(A>)) = m− r = 1.

Βάσεις :

21 / 31



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Παράδειγµα

A =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
1 3 1 6

)
⇒
(

1 0 0
0 1 0
−1 −1 1

)
A =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
0 0 0 0

)
← ΑΓΚΜ

Εποµένως

R =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
0 0 0 0

)
και το µητρώο που το ανάγει M =

(
1 0 0
0 1 0
−1 −1 1

)
.

Από τα παραπάνω : m = 3, n = 4, r = 2, dim(null(A)) = n− r = 2,

dim(null(A>)) = m− r = 1.

Βάσεις :

21 / 31



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Παράδειγµα

A =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
1 3 1 6

)
⇒
(

1 0 0
0 1 0
−1 −1 1

)
A =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
0 0 0 0

)
← ΑΓΚΜ

Εποµένως

R =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
0 0 0 0

)

και το µητρώο που το ανάγει M =

(
1 0 0
0 1 0
−1 −1 1

)
.

Από τα παραπάνω : m = 3, n = 4, r = 2, dim(null(A)) = n− r = 2,

dim(null(A>)) = m− r = 1.

Βάσεις :

21 / 31



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Παράδειγµα

A =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
1 3 1 6

)
⇒
(

1 0 0
0 1 0
−1 −1 1

)
A =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
0 0 0 0

)
← ΑΓΚΜ

Εποµένως

R =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
0 0 0 0

)
και το µητρώο που το ανάγει M =

(
1 0 0
0 1 0
−1 −1 1

)
.

Από τα παραπάνω : m = 3, n = 4, r = 2, dim(null(A)) = n− r = 2,

dim(null(A>)) = m− r = 1.

Βάσεις :

21 / 31



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Παράδειγµα

A =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
1 3 1 6

)
⇒
(

1 0 0
0 1 0
−1 −1 1

)
A =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
0 0 0 0

)
← ΑΓΚΜ

Εποµένως

R =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
0 0 0 0

)
και το µητρώο που το ανάγει M =

(
1 0 0
0 1 0
−1 −1 1

)
.

Από τα παραπάνω : m = 3, n = 4, r = 2, dim(null(A)) = n− r = 2,

dim(null(A>)) = m− r = 1.

Βάσεις :

21 / 31



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Παράδειγµα

A =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
1 3 1 6

)
⇒
(

1 0 0
0 1 0
−1 −1 1

)
A =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
0 0 0 0

)
← ΑΓΚΜ

Εποµένως

R =

(
1 3 0 2
0 0 1 4
0 0 0 0

)
και το µητρώο που το ανάγει M =

(
1 0 0
0 1 0
−1 −1 1

)
.

Από τα παραπάνω : m = 3, n = 4, r = 2, dim(null(A)) = n− r = 2,

dim(null(A>)) = m− r = 1.

Βάσεις :

21 / 31



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Παράδειγµα (εφαρµογή)
Θα υπολογίσουµε ϐάσεις για τους υπόχωρους µητρώου (όπως κεφ. 3)
και ϑα κατασκευάσουµε ΟΚ ϐάσεις γι΄ αυτές.

A =

(
1 3 0 2
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1 3 1 6

)
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Από τα παραπάνω : m = 3, n = 4, r = 2, dim(null(A)) = n− r = 2,

dim(null(A>)) = m− r = 1.
Βάσεις :

range(A) = span{a1, a3} =
{(

1
0
1

)
,

(
0
1
1

)}
, οι στήλες οδηγών του A (επίσης του R)

null(A>) = span

{(−1
−1
1

)}
, m− r = 1 άρα παράγεται από την τελευταία γραµµή του M

Προσοχή: Τα διανύσµατα ϐάσης επαληθεύουν ότι Rm = range(A)⊕ null(A>).
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null(A>) = span

{(−1
−1
1

)}
, m− r = 1 άρα παράγεται από την τελευταία γραµµή του M

Προσοχή: Τα διανύσµατα ϐάσης επαληθεύουν ότι Rm = range(A)⊕ null(A>). 22 / 31
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Παράδειγµα (µέρος 2)
΄Οπως πριν
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0 0 0 0
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
1

3
0
2

 ,

0
0
1
4


 , πρώτες r γραµµές του R

null(A) = span


−3

1
0
0

 ,

−2
0
−4
1




από τις n− r = 2 ελεύθερες στήλες του R προσαυξηµένες µε στήλες του Ir .

Προσοχή: Τα διανύσµατα ϐάσης επαληθεύουν ότι Rn = range(A>)⊕ null(A).
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Ορθοκανονικές ϐάσεις
Χρησιµοποιούµε Gram-Schmidt για να κατασκευάσουµε ΟΚ ϐάσεις για τους
υπόχωρους (εκτός αν είναι ήδη.)

ΟΚ ϐάση για range(A) από τις στήλες οδηγών του A

range(A) = span{a1, a3} = {

(
1
0
1

)
,

(
0
1
1

)
}

εποµένως q1 = a1/‖a1‖ = 1√
2
(1 0 1)>

q̃2 = a2 − q1(q
>
1 a2) =

1

2
(−1 2 1)> ⇒ q2 =

1√
6
(−1 2 1)>

΄Αρα range(A) = span

{
1√
2

(
1
0
1

)
, 1√

6

(−1
2
1

)}

ΟΚ ϐάση για null(A>)

{
1√
3

(−1
−1
1

)}
(διάσταση 1, αρκεί κανονικοποίηση)
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ΟΚ ϐάση για range(A>) q1 = 1
‖a1‖

a1 = 1√
14

1
3
0
2

 ,

q̃2 = a2 − q1(q>1 a2) =

0
0
1
4

− 8
14

1
3
0
2

 = 1
7

−4
−12

7
20


άρα µία ΟΚ ϐάση για το range(A>) είναι

{q1, q2} =

 1√
14

1
3
0
2

 , 1√
609

−4
−12

7
20




ΟΚ ϐάση για null(A) Η ϐάση που υπολογίσαµε αποτελείται από τα διανύσµατα

b1 =

−3
1
0
0

 , b2 =

−2
0
−4
1

. ΄Αρα p1 = 1
‖b1‖

b1 = 1√
10

−3
1
0
0

 ,

p̃2 = b2 − p1(p>1 b2) =

−2
0
−4
1

− 6
10

−3
1
0
0

 = 1
5

−1
−3
−20

5


άρα µια ΟΚ ϐάση για το null(A) είναι

{p1, p2} =

 1√
10

−3
1
0
0

 , 1√
435

−1
−3
−20

5






Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Gram-Schmidt και παραγοντοποίηση QR I

Παρατήρηση : Οι στήλες του Q = (q1, q2, ..., qn) είναι ΟΚ και
γραµµικός συνδυασµός των στηλών του A = (a1, a2, .., an). Εκ
κατασκευής, αναδεικνύεται η παραγοντοποίηση

A = QR

Επειδή οι στήλες του Q είναι ΟΚ, ισχύει ότι Q
>

A = R,

R =


q
>
1 a1 q

>
1 a2 · · · q

>
1 an

q
>
2 a1 q

>
2 a2 · · · q

>
2 an

q
>
3 a1 q

>
3 a2 q

>
3 a3 · · ·

· · · · · · · · ·
q
>
n

a1 q
>
n

a2 q
>
n

a3 · · · q
>
n

an


Συµπέρασµα
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Gram-Schmidt και παραγοντοποίηση QR II
Εκ κατασκευής, qi ⊥ {a1, a2, ..., ai−1}, άρα το R είναι άνω τριγωνικό.

a1 = q1ρ11, όπου ‖a1‖ = ρ11

a2 = q1(q
>
1 a2) + q2ρ22, όπου ρ22 = ‖a2 − q1(q

>
1 a2)‖

a3 = q1(q
>
1 a3) + q2(q

>
2 a3) + q3ρ33

δηλ.

(a1, a2, a3) = (q1, q2, q3)

(
ρ11 ρ12 ρ13
0 ρ22 ρ23
0 0 ρ33

)

και γενικά

A = QR
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Gram-Schmidt και παραγοντοποίηση QR III
όπου το Q έχει ορθογώνιες στήλες και το R είναι άνω τριγωνικό.

Παραγοντοποίηση QR

Για κάθε µητρώο A ∈ Rm×n µε γραµµικά ανεξάρτητες στήλες
µπορούµε να γράψουµε A = QR όπου το Q ∈ Rm×n έχει
ορθογώνιες στήλες και το R είναι άνω τριγωνικό µε µη µηδενικά
στη διαγώνιο.

Οι στήλες q1, ..., qi αποτελούν ΟΚ ϐάση για τον υπόχωρο
span{a1, · · · , ai} για κάθε i = 1, 2, ..., n

Η παραγοντοποίηση επεκτείνεται και σε A = QR όπου
Q ∈ Rm×m και R ∈ Rm×n. Τότε το Q περιέχει ΟΚ ϐάση για
όλον τον Rm.
Η παραγοντοποίηση επεκτείνεται και στην περίπτωση
γραµµικά εξαρτηµένων στηλών, AP = QR, όπου P είναι
µητρώο µετάθεσης.
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∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Βιβλιογραφία I

G. Strang.

Εισαγωγή στη Γραµµική ΄Αλγεβρα.

Εκδόσεις Πανεπιστηµιου Πατρών, 2006.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Σηµείωµα Αναφοράς

Copyright Πανεπιστήµιο Πατρών - Ευστράτιος Γαλλόπουλος 2015

‘‘Γραµµική ΄Αλγεβρα’’, ΄Εκδοση : 1.0, Πάτρα 2014-2015.
∆ιαθέσιµο από τη δικτυακή διεύθυνση :

https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1097/

30 / 31

https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1096/


Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Τέλος Ενότητας
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