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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης
Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται
ϱητώς.

1 / 26



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.

2 / 26



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας

Ορθογωνιότητα των 4ων υποχώρων

Προβολές

Ορθογώνιες ϐάσεις και µέθοδος Gram-Schmidt

Προβλήµατα γραµµικών ελαχίστων τετραγώνων
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση

2 ∆ιανυσµατικοί χώροι : Μέρος III

Συνδυασµοί και πράξεις µεταξύ υπόχωρων

3 Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

4 Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)
Ορθογώνια προβολή
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

Στην προηγούµενη διάλεξη µιλήσαµε για ορισµένες χρήσεις µητρώων και
διανυσµάτων.

Την αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή µητρώου (ΑΓΚΜ).

Επίλυση γενικού συστήµατος Ax = b (διάγνωση αν υπάρχει λύση και αν ναι,
εύρεση της πλήρους λύσης).

Εύρεση ϐάσης αριστερού µηδενοχώρου.

Παραγοντοποίηση τάξης µητρώου.

Σήµερα ϑα συζητήσουµε :

1 Πράξεις µεταξύ υπόχωρων (άθροισµα, τοµή, ευθύ
άθροισµα, ένωση) και χαρακτηρισµός αποτελέσµατος.

2 Ορθογωνιότητα : Ορθογώνιο συµπλήρωµα. Σχέσεις
ορθογωνιότητας των τεσσάρων υποχώρων.

3 Ορθογώνια προβολή και κατασκευή τελεστή (µητρώου)
ορθογώνιας προβολής για υπόχωρους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπό συζήτηση ενότητες
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί χώροι : Μέρος III

Συνδυασµοί και πράξεις µεταξύ υπόχωρων

Συνδυασµοί υπόχωρων

Ορισµοί

΄Εστω διανυσµατικός χώρος V και οι υποχώροιR,S ⊆ V . Τότε :
΄Αθροισµα υποχώρων R+ S = {r + s : r ∈ R, s ∈ S}.
Τοµή υποχώρων R∩ S = {v : v ∈ R και v ∈ S}.
΄Ενωση υποχώρων R∪ S = {v : v ∈ R ή v ∈ S}.

Πρόταση

Το άθροισµα και η τοµή είναι υπόχωρος. Η ένωση δύο
υποχώρων, δεν είναι κατ΄ ανάγκη υπόχωρος.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί χώροι : Μέρος III

Συνδυασµοί και πράξεις µεταξύ υπόχωρων

Παράδειγµα

V = R2 και οι υποχώροι

R = {u = (α, 0)>|α ∈ R}
S = {u = (0, α)>|α ∈ R}

Τότε

R2 = R+ S,
Z = R∩ S,

το σύνολοR∪ S δεν είναι υπόχωρος.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί χώροι : Μέρος III

Συνδυασµοί και πράξεις µεταξύ υπόχωρων

Ευθύ άθροισµα και συµπλήρωµα I

Ορισµός

΄Εστω διανυσµατικός χώρος V και οι υποχώροιR,S ⊆ V .
Ονοµάζουµε ευθύ άθροισµα τωνR και S και το συµβολίζουµε
T = R⊕ S αν

1 R∩ S = 0, και
2 R+ S = T

Τότε λέµε ότι οR είναι συµπλήρωµα του S και ότι ο S είναι
συµπλήρωµα τουR.

Το συµπλήρωµα τουR (όπως και του S) δεν είναι µοναδικό.
Για παράδειγµα, αν V = R2 και ϑέσουµε ωςR κάποια
γραµµή που περνά από την αρχή των αξόνων, τότε
οποιαδήποτε άλλη γραµµή που περνά από την αρχή είναι
συµπλήρωµα τουR.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί χώροι : Μέρος III

Συνδυασµοί και πράξεις µεταξύ υπόχωρων

Ευθύ άθροισµα και συµπλήρωµα II
Θεώρηµα

΄Εστω ότι T = R⊕ S . Τότε
1 κάθε t ∈ T µπορεί να γραφτεί µοναδικά ως t = r + s όπου

r ∈ R και s ∈ S .
2 dim(T ) = dim(R) + dim(S).

Θεώρηµα

ΑνR,S είναι οποιοιδήποτε υπόχωροι διανυσµατικού χώρου V ,

dim(R+ S) = dim(R) + dim(S)− dim(R∩ S).
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί χώροι : Μέρος III

Συνδυασµοί και πράξεις µεταξύ υπόχωρων

Ευθύ άθροισµα και συµπλήρωµα III

Παράδειγµα V = R2 και οι υποχώροι

R = {u = (α, 0)>|α ∈ R},S = {u = (0, α)>|α ∈ R}

τότε

R2 = R⊕ S,

και όσον αφορά στις διαστάσεις,

2 = 1 + 1
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Ορθογωνιότητα

Στο µέρος αυτό των διαλέξεων ϑα µας απασχολήσουν οι εξής έννοιες
της Γραµµικής ΄Αλγεβρας :

1 οι σχέσεις ορθογωνιότητας µεταξύ των 4 υποχωρων
2 η ορθογωνιότητα σε στοιχεία διανυσµατικών χώρων - ακόµα και σε

συναρτήσεις !
3 ορθογώνια προβολή
4 ϐέλτιστη προσέγγιση και ορθογωνιότητα
5 το πρόβληµα των ελαχίστων τετραγώνων (επέκταση του

προβλήµατος επίλυσης συστηµάτων)
6 µέθοδοι επίλυσής του προβλήµατος των ελαχίστων τετραγώνων
7 η διαδικασία Gram-Schmidt για την παραγωγή ορθογώνιων

διανυσµάτων
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Θεµελιώδες ϑεώρηµα της ΓΑ κατά Strang, Μέρος Ι
Υπενθύµιση

∆ίνεται A ∈ Rm×n. Τότε
1 dim(range(A)) = dim(range(A>)) = r

2 dim(null(A)) = n− r και
dim(null(A>)) = m− r .
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Σχέσεις ορθογωνιότητας ϑεµελιωδών υποχώρων

Ορισµός

΄Εστω ο Rn. Για κάθε δ.υ. V το ορθογώνιο συµπλήρωµα, V⊥ είναι ο δ.
υπόχωρος όλων των διανυσµάτων καθέτων στο V . Τότε Rn = V ⊕ V⊥.

Προσέξτε ότι εξ ορισµού, τα στοιχεία των null(A) και range(A>) είναι
κάθετα µεταξύ τους. Οµοίως, τα στοιχεία των null(A>) και range(A)
είναι κάθετα µεταξύ τους.

Θεµελιώδες Θεώρηµα Γραµµικής ΄Αλγεβρας II

(κατά Strang:)

range(A) ⊥ null(A>) και range(A>) ⊥ null(A),

(null(A))⊥ = range(A>), (null(A>))⊥ = range(A),
Rm = range(A)︸ ︷︷ ︸

r

⊕null(A>)︸ ︷︷ ︸
m−r

, Rn = range(A>)︸ ︷︷ ︸
r

⊕null(A)︸ ︷︷ ︸
n−r
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Σχέσεις ορθογωνιότητας ϑεµελιωδών υποχώρων

Ορισµός

΄Εστω ο Rn. Για κάθε δ.υ. V το ορθογώνιο συµπλήρωµα, V⊥ είναι ο δ.
υπόχωρος όλων των διανυσµάτων καθέτων στο V . Τότε Rn = V ⊕ V⊥.

Προσέξτε ότι εξ ορισµού, τα στοιχεία των null(A) και range(A>) είναι
κάθετα µεταξύ τους. Οµοίως, τα στοιχεία των null(A>) και range(A)
είναι κάθετα µεταξύ τους.

Θεµελιώδες Θεώρηµα Γραµµικής ΄Αλγεβρας II

(κατά Strang:)

range(A) ⊥ null(A>) και range(A>) ⊥ null(A),

(null(A))⊥ = range(A>), (null(A>))⊥ = range(A),
Rm = range(A)︸ ︷︷ ︸

r

⊕null(A>)︸ ︷︷ ︸
m−r

, Rn = range(A>)︸ ︷︷ ︸
r

⊕null(A)︸ ︷︷ ︸
n−r
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Ζεύγη και ορθογωνιότητα υποχώρων µητρώου
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Ορθογώνια προβολή

Προβολή και ορθογώνια προβολή

΄Εστω υπόχωρος V του Rn και ότι

Rn = V ⊕ V⊥

όπου

V⊥ = {y|y ⊥ x,∀x ∈ V}

Τότε κάθε στοιχείο x ∈ Rn γράφεται µοναδικά και ως άθροισµα των

x = v + u, v ∈ V, u ∈ V⊥
= Px + (I − P)x

όπου P η ορθογώνια προβολή επί του V . Προσέξτε ότι I − P επιτελεί
ορθογώνια προβολή στο ορθογώνιο συµπλήρωµα V⊥.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Ορθογώνια προβολή

Ορθογώνια προβολή

Θέµα : Μας δίνεται ένα διάνυσµα x από τον δ.χ. και αναζητούµε :

1 Την προβολή, δηλ. το διάνυσµα που προκύπτει από την προβολή
του διανύσµατος σε κάποιον υπόχωρο.

2 Θα δούµε ότι µπορούµε να εκφράσουµε την προβολής ως ένα
ειδικό µητρώο προβολής επί το x .

Θεωρούµε εδώ ότι η προβολή ενός διανύσµατος

σε ευθεία είναι το µέρος του διανύσµατος κατά µήκος της
ευθείας.
σε επίπεδο είναι το µέρος του διανύσµατος επί του επιπέδου.
παρόµοια γενικεύουµε την έννοια της προβολής διανύσµατος επί
µεγαλύτερου υπόχωρου.

Προσοχή: Το ϐιβλίο του Strang (και εµείς εδώ) ϑα αναφερόµαστε
αποκλειστικά σε ορθογώνιες προβολές. Υπάρχουν όµως και
πλαγιογώνιες προβολές.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Ορθογώνια προβολή

Απλό παράδειγµα

Ο δ.χ. είναι το R3 και µας ενδιαφέρουν οι υπόχωροι S := span{e3}
και T := span{e1, e2}. Τότε αν

x =

(
1
2
−1

)

⇒ προβολή επί του S είναι xS =

(
0
0
−1

)

⇒ προβολή επί του T είναι xT =

(
1
2
0

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Ορθογώνια προβολή

Απλό παράδειγµα

Ο δ.χ. είναι το R3 και µας ενδιαφέρουν οι υπόχωροι S := span{e3}
και T := span{e1, e2}. Τότε αν

x =

(
1
2
−1

)

⇒ προβολή επί του S είναι xS =

(
0
0
−1

)
=

(
0 0 0
0 0 0
0 0 1

)(
1
2
−1

)

⇒ προβολή επί του T είναι xT =

(
1
2
0

)
=

(
1 0 0
0 1 0
0 0 0

)(
1
2
−1

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Ορθογώνια προβολή

Απλό παράδειγµα

Ο δ.χ. είναι το R3 και µας ενδιαφέρουν οι υπόχωροι S := span{e3}
και T := span{e1, e2}. Τότε αν x = (1, 2,−1)>

⇒ xS = PSx, όπου PS :=

(
0 0 0
0 0 0
0 0 1

)
= e3(e

>
3 e3)

−1
e
>
3

⇒ xT = PT x, όπου PT :=

(
1 0 0
0 1 0
0 0 0

)

= (e1 e2)

((
e
>
1

e
>
2

)
(e1 e2)

)−1(
e
>
1

e
>
2

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Ορθογώνια προβολή

Αναπαράσταση ορθογώνιας προβολής µε µητρώα
Προβολή σε 1 διάσταση

Κάθε µονοδιάστατος υποχώρος αποτελείται από διανύσµατα που είναι
παράλληλα σε κάποιο διάνυσµα u. ∆οθέντος του u, το µητρώο

P :=
uu

>

u>u

είναι ο τελεστής ορθογώνιας προβολής επί του υποχώρου.
∆είτε την επίδραση του παραπάνω P σε τυχόν διάνυσµα x :

uu
>

u>u
x =

u

‖u‖
u
>

x

‖u‖

= v‖x‖ cos(x, u), όπου v :=
u

‖u‖
Το Px είναι η ορθογώνια προβολή του στην κατεύθυνση (δηλ.
παράλληλα) του 〈v〉.
Προσέξτε ότι

(Px)>(x − Px) = 0⇒ x − Px ⊥ Px

που επιβεβαιώνει την ορθογωνιότητα
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Ορθογώνια προβολή

Η εφαρµογή του P := uu
>/u

>
u σε τυχόν διάνυσµα x έχει σαν

αποτέλεσµα την προβολή του x στον υποχώρο span{u}.
Παράδειγµα ΄Εστω u = [1, 2, 3]>, τότε

P =
1

14

 1 2 3

2 4 6

3 6 9


Για τυχαίο διάνυσµα x έχουµε

Px =
1

14

 ξ1 + 2 ξ2 + 3 ξ3

2 ξ1 + 4 ξ2 + 6 ξ3

3 ξ1 + 6 ξ2 + 9 ξ3


=

ξ1 + 2 ξ2 + 3 ξ3

14

(
1
2
3

)
.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Ορθογώνια προβολή

Μητρώα προβολής
Ορισµός

΄Ενα µητρώο P ∈ Rn×n αποκαλείται µητρώο προβολής αν είναι
αυτοπαθές1, δηλ.

PP = P

Το P αποκαλείται µητρώο ορθογώνιας προβολής αν επιπλέον ισχύεο ότι
είναι συµµετρικό, δηλ. P

> = P.

Πώς ϕτιάχνουµε µητρώο ορθογώνιας προβολής (ΟΠ);

΄Εστω ο υπόχωρος V = span{v1, ..., vn} όπου τα vi είναι γραµµικά
ανεξάρτητα, άρα αποτελούν ϐάση. Αν V = (v1, ..., vn), τότε το µητρώο

P := V(V>V)−1
V
>

είναι το µητρώο ορθογώνιας προβολής επί του V .
1 idempotent
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Ορθογώνια προβολή

Βιβλιογραφία I

G. Strang.

Εισαγωγή στη Γραµµική ΄Αλγεβρα.

Εκδόσεις Πανεπιστηµιου Πατρών, 2006.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Ορθογώνια προβολή

Σηµείωµα Αναφοράς

Copyright Πανεπιστήµιο Πατρών - Ευστράτιος Γαλλόπουλος 2015

‘‘Γραµµική ΄Αλγεβρα’’, ΄Εκδοση : 1.0, Πάτρα 2014-2015.
∆ιαθέσιµο από τη δικτυακή διεύθυνση :

https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1097/
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορθογωνιότητα (Κεφ. 4)

Ορθογώνια προβολή

Τέλος Ενότητας
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