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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης
Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται
ϱητώς.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας

Χώροι ∆ιανυσµάτων

Ο Μηδενόχωρος του A

Η Τάξη και η Μορφή Αναγµένων Γραµµών

Η πλήρης λύση της Ax = b

Ανεξαρτησία, Βάση και ∆ιάσταση

∆ιάσταση των 4ων υποχώρων

3 / 34



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/3/15)

2 Υπενθύµιση (20/3/15)
Αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή
Παραγοντοποίηση τάξης
Επίλυση γενικού συστήµατος
Θεµελιώδες ϑεώρηµα Γραµµικής ΄Αλγεβρας
Εύρεση υποχώρων από τις κλιµακωτές µορφές
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/3/15)

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

Στην προηγούµενη διάλεξη µιλήσαµε για ορισµένες χρήσεις µητρώων και
διανυσµάτων.

Τη λύση του Ax = 0.

Την κλιµακωτή µορφή µητρώου.

Εύρεση ϐάσης για το µηδενόχωρο.

Εύρεση ϐάσης για το χώρο στηλών.

Τις διαστάσεις των 4 δ. υπόχωρων που ορίζονται από το µητρώο.

Σήµερα ϑα συζητήσουµε :

1 Την αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή µητρώου (ΑΓΚΜ).
2 Επίλυση γενικού συστήµατος Ax = b (διάγνωση αν υπάρχει

λύση και αν ναι, εύρεση της πλήρους λύσης).
3 Εύρεση ϐάσης αριστερού µηδενοχώρου.
4 Παραγοντοποίηση τάξης µητρώου.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/3/15)

Υπό συζήτηση ενότητες
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Βρες το Χώρο (ϐρες µια Βάση), Βρες τη/τις Λύσεις (αν ∃)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Βρες το Χώρο (ϐρες µια Βάση), Βρες τη/τις Λύσεις (αν ∃)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Οι 2 (+2) ϐασικοί διανυσµατικοί υπόχωροι
και οι διαστάσεις τους

∆ίνεται A ∈ Rm×n. Τότε
1 ο δ.χ. διάνοιγµα των στηλών ονοµάζεται χώρος στηλών του A, συµβ. range(A)
2 ... ισχύει προφανώς dim(range(A)) ≤ m

3 ο δ.χ. διάνοιγµα των γραµµών ονοµάζεται ο χώρος γραµµών του A, range(A>)
4 ... ισχύει προφανώς dim(range(A>)) ≤ n

ΠΡΟΣΟΧΗ : Η διάσταση r = dim(range(A) ) αποκαλείται ΤΑΞΗ του A και συµβολίζεται
επίσης ως rank(A). Είναι ο µέγιστος αριθµός γραµµικά ανεξάρτητων στηλών.
ΠΡΟΣΟΧΗ : Ο ίδιος αριθµός, r , είναι και ο µέγιστος αριθµός γραµµικά ανεξάρτητων
γραµµών του A.

rank(A) = r = dim(range(A)) = dim(range(A>))

Η τάξη αφορά εξίσου γραµµές και στήλες, αποκαλύπτει τα µεγέθη των 4
υποχώρων και εντέλει πόση χρήσιµη πληροφορία περιέχει το µητρώο.

Ο Strang αποκαλεί Θεµελιώδες Θεώρηµα της Γραµµικής ΄Αλγεβρας (Ι) το ότι
dim(range(A)) = dim(range(A>)) = r και ότι
dim(null(A)) = n− r και dim(null(A>)) = m− r .
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Τι σηµαίνει εύρεση χώρου ;

Εύρεση υποχώρου : σηµαίνει εύρεση ϐάσης;

Πρόβληµα : Συνήθως ούτε οι ϐάσεις ούτε οι διαστάσεις των υποχώρων
ϕαίνονται απλά παρατηρώντας το A.

Αντιµετώπιση : Προσπαθούµε να µετασχηµατίσουµε το A σε πιο
αποκαλυπτικές, ισοδύναµες µορφές.

1) Κλιµακωτή µορφή γραµµών
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Ιστορικολεξικολογική παρένθεση

Η κλιµακωτή µορφή γραµµών είναι µετάφραση του row echelon
form.
Ο όρος echelon προέρχεται από τα Γαλλικά (echelle για κλίµακα,
σκάλα) και χρησιµοποιείται στη στρατιωτική ορολογία για να
χαρακτηρίσει A formation of troops, ships, etc. in diagonal parallel
rows (Wikipedia).
Αξίζει να σηµειωθεί ότι ο η διάταξη αυτή χρησιµοποιήθηκε για
πρώτη ϕορά το 371 π.Χ. στη µάχη των Λεύκτρων (µεταξύ Θηβαίων
και Σπαρτιατών) µε το σχηµατισµό που έγινε γνωστός ως Λοξή
Φάλαγγα.
Επειδή µας ενδιαφέρει η αποκάλυψη πληροφοριών από το
µητρώο, αξίζει να σηµειώσουµε ότι echelon έχει ονοµαστεί και το
αυτοµατοποιηµένο σύστηµα αναπτυγµένο σήµερα σε δίκτυο,

παγκόσµιας ηλεκτρονικής παρακολούθησης όλων των ειδών

επικοινωνιών (Wikipedia) (αποκαλύπτει σε λίγους για τους
πολλούς ...)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Προσοχή
(σελ. 172-4 Strang)

Αν το A είναι m× n και m < n τότε η Ax = 0 πάντα διαθέτει µη
µηδενική λύση. Στην περίπτωση αυτή, το Ax = b έχει άπειρες ή
καµία λύση.

Οι στήλες οδηγών του A δεν είναι γραµµικοί συνδυασµοί των
προηγούµενων στηλών. Οι ελεύθερες στήλες είναι συνδυασµοί
των προηγούµενων στηλών.
Λέµε ότι ο A έχει πλήρη τάξη γραµµών αν κάθε γραµµή έχει έναν
οδηγό, δηλ. r = m. Τότε το U δεν περιέχει µηδενικές γραµµές.
Λέµε ότι ο A έχει πλήρη τάξη γραµµών αν κάθε στήλη έχει έναν
οδηγό, δηλ. r = n. Τότε δεν υπάρχουν ελεύθερες µεταβλητές.
΄Ενα m× n µητρώο είναι αντιστρέψιµο ανν ειναι τετραγωνικό και
πλήρους τάξης, δηλ. r = m = n.
Το σύστηµα Ax = b έχει τουλάχιστον µια λύση ανν
range([A, b]) = range(A). Αν range([A, b]) 6= range(A), το
σύστηµα δεν έχει λύση (ασυνεπές).
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή

Αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή µητρώου
΄Ενα µητρώο λέγεται ότι είναι σε αναγµένων γραµµών κλιµακωτή
µορφή (ΑΓΚΜ) (row reduced echelon form (RREF)) αν ισχύουν τα εξής :

1 Οι µηδενικές γραµµές παρατίθενται τελευταίες.
2 Το κυρίαρχο στοιχείο των µηδενικών γραµµών είναι 1.
3 Κάθε στήλη που περιέχει κυρίαρχο 1, έχει 0 στις υπόλοιπες

ϑέσεις.
4 Το κυρίαρχο 1 κάθε γραµµής είναι στην πιο αριστερή ϑέση

οποιουδήποτε κυρίαρχου των γραµµών που έπονται.


1 ∗ 0 0 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 1 0 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 1 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 0 1 ∗
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή

2) Αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή
΄Ενα µητρώο λέγεται ότι είναι σε αναγµένων γραµµών κλιµακωτή
µορφή (ΑΓΚΜ) (row reduced echelon form (RREF)) αν ισχύουν τα εξής :

1 Οι µηδενικές γραµµές παρατίθενται τελευταίες.
2 Το κυρίαρχο στοιχείο των µηδενικών γραµµών είναι 1.
3 Κάθε στήλη που περιέχει κυρίαρχο 1, έχει 0 στις υπόλοιπες

ϑέσεις.
4 Το κυρίαρχο 1 κάθε γραµµής είναι στην πιο αριστερή ϑέση

οποιουδήποτε κυρίαρχου των γραµµών που έπονται.

Πρόταση

Κάθε µητρώο µπορεί να αναχθεί µε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς σε
αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή. Το µητρώο που προκύπτει είναι
µοναδικό.

Σηµαντικό : καθώς οι διαδοχικοί µετασχηµατισµοί επιτελούν µόνον
γραµµικούς συνδυασµούς γραµµών, ο χώρος γραµµών του µητρώου
παραµένει αµετάβλητος , δηλ. το µητρώο στη µορφή ΑΓΚΜ έχει τον
ίδιο χώρο γραµµών µε το αρχικό µητρώο.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή

Για αναγωγή σε ΑΓΚΜ
ΠΡΟΣΟΧΗ : Στη συνέχεια ϑα δείξουµε πως από την ΑΓΚΜ µπορούµε
να υπολογίσουµε ό,τι χρειάζεται για τους υπόχωρους του A καθώς
και την πλήρη λύση του Ax = b.

Θα επιτρέψουµε τους παρακάτω στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς στο ϐήµα k

εναλλαγή γραµµής k µε γραµµή i > k αν το στοιχείο στη ϑέση (k, k)
είναι 0 ενώ στη ϑέση (i, k) όχι.
γρ.συνδ. γραµµών για µηδενισµό των στοιχείων κάτω και επάνω από το
τους οδηγούς (όπως στην Gauss-Jordan), δηλ. στις ϑέσεις (i, k) για
i = 1 : k, i = k + 1 : m

κανονικοποίηση των οδηγών µε διαίρεση κάθε γραµµής µε αυτούς και
αναγωγή τους στη µονάδα. Αυτό ισοδυναµεί µε πολλαπλασιασµό µε το
διαγώνιο µητρώο µε στοιχεία τα αντίστροφα των οδηγών.

Επιπλέον ϐήµατα επί των στηλών - παραλλαγές

(πιο επιθετική πολιτική:) µετάθεση στηλών ώστε οι ελεύθερες

στήλες να παρατίθενται τελευταίες.

επιθετικότερη : γρ.συνδ. στηλών για µηδενισµό των «ελεύθερων
στηλών».
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)
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να υπολογίσουµε ό,τι χρειάζεται για τους υπόχωρους του A καθώς
και την πλήρη λύση του Ax = b.

Θα επιτρέψουµε τους παρακάτω στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς στο ϐήµα k

εναλλαγή γραµµής k µε γραµµή i > k αν το στοιχείο στη ϑέση (k, k)
είναι 0 ενώ στη ϑέση (i, k) όχι.
γρ.συνδ. γραµµών για µηδενισµό των στοιχείων κάτω και επάνω από το
τους οδηγούς (όπως στην Gauss-Jordan), δηλ. στις ϑέσεις (i, k) για
i = 1 : k, i = k + 1 : m

κανονικοποίηση των οδηγών µε διαίρεση κάθε γραµµής µε αυτούς και
αναγωγή τους στη µονάδα. Αυτό ισοδυναµεί µε πολλαπλασιασµό µε το
διαγώνιο µητρώο µε στοιχεία τα αντίστροφα των οδηγών.

Επιπλέον ϐήµατα επί των στηλών - παραλλαγές

(πιο επιθετική πολιτική:) µετάθεση στηλών ώστε οι ελεύθερες

στήλες να παρατίθενται τελευταίες.

επιθετικότερη : γρ.συνδ. στηλών για µηδενισµό των «ελεύθερων
στηλών».
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή

Παράδειγµα
αναγωγής στην αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή

A =

(
4 3 2 1
1 1 1 1
2 2 2 2

)
⇒ L1 =

 1 0 0
− 1

4
1 0

− 1
2

0 1

 , L1A =

4 3 2 1
0 1

4
1
2

3
4

0 1
2

1 3
2

 ,M2 =

(
1 −12 0
0 1 0
0 −2 1

)

M2L1A =

(
4 0 −4 −8
0 1

4
1
2

3
4

0 0 0 0

)
,D =

( 1
4

0 0
0 4 0
0 0 1

)
,DM2L1A = R =

(
1 0 −1 −2
0 1 2 3
0 0 0 0

)
,

Για την επιθετική πολιτική για Πλήρη Αναγωγή: Θέτουµε

Q =

1 0 1 2
0 1 −2 −3
0 0 1 0
0 0 0 1

⇒ (DM2L1A)Q =

(
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

)
=

(
I2 0
0 0

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή

Επίλυση Ax = 0
από την αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή

A =

(
4 3 2 1
1 1 1 1
2 2 2 2

)
, R = DM2L1A =

(
1 0 −1 −2
0 1 2 3
0 0 0 0

)
,

Μεταβλητές : ελεύθερες {ξ3, ξ4} εποµένως από το ισοδύναµο
σύστηµα Ex = 0 προκύπτουν

ξ1 − ξ3 − 2ξ4 = 0
ξ2 + 2ξ3 + 3ξ4 = 0

Ενεργώντας όπως πριν για τις ελεύθερες µεταβλητές

null(A) = span{

 1
−2
1
0

 ,

 2
−3
0
1

}
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή

Πλήρης αναγωγή

Θεώρηµα

Για κάθε m× n µητρώο A υπάρχουν αντιστρέψιµα µητρώα P,Q
(κατάλληλων διαστάσεων) τέτοια ώστε

PAQ =

(
Ir 0
0 0

)
όπου r είναι η τάξη του A.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Παραγοντοποίηση τάξης

Παραγοντοποίηση τάξης
Παραγοντοποίηση τάξης µητρώου

Κάθε µητρώο A ∈ Rm×n τάξης r ≤ min{m, n} µπορεί να εκφραστεί ως
A = BC όπου B ∈ Rm×r ,C ∈ Rr×n. Οι παράγοντες B,C δεν είναι
µοναδικοί. Ο παράγοντας B (C) δεν µπορεί να έχει λιγότερες από r

στήλες (γραµµές).

Κάθε µητρώο τάξης r γράφεται ανάγεται σε m× r επί r × n.

Κατάλληλοι παράγοντες (µη µοναδικοί) µπορούν να

υπολογιστούν από την ΑΓΚΜ.

A = (στήλες οδηγών του A) × (πρώτες r γραµµές του R).

=

(Σηµ.: ∆είτε την άσκηση 3.3.33 (σελ. 182) Strang)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Παραγοντοποίηση τάξης

Παραγοντοποίηση τάξης
Παράδειγµα

όπως πριν,

A =

(
4 3 2 1
1 1 1 1
2 2 2 2

)
⇒ R =

(
1 0 −1 −2
0 1 2 3
0 0 0 0

)
,

εποµένως µια παραγοντοποίηση τάξης είναι A = BC,(
4 3 2 1
1 1 1 1
2 2 2 2

)
=

(
4 3
1 1
2 2

)(
1 0 −1 −2
0 1 2 3

)
που επιβεβαιώνει ότι µπορούµε να γράψουµε

A = (στήλες οδηγών του A)× (πρώτες r γραµµές του R)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Παραγοντοποίηση τάξης

Παρατηρήσεις επί της ΑΓΚΜ
΄Εστω ότι έχει τη µορφή

R =

(
Ir Fr,n−r

0m−r,r 0m−r,n−r

)
Μπορούµε να γράψουµε τη ϐάση για το µηδενοχώρο null(A) ως

N =

(
−Fr,n−r

In−r,n−r

)
Για παράδειγµα παρακάτω rank(A) = 1 και η ϐάση για το null(A) είναι

ξ1 + 2ξ2 + 3ξ3 = 0

A = R = [1, 2, 3], N =

(−2 −3
1 0
0 1

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Επίλυση γενικού συστήµατος

Πλήρης λύση γενικού συστήµατος

Η πλήρης λύση ϑα έχει τη µορφή

ΠΛΗΡΗΣ ΛΥΣΗ = ΜΕΡΙΚΗ ΛΥΣΗ + ΠΛΗΡΗΣ ΛΥΣΗ ΟΜΟΓΕΝΟΥΣ

1 υπολογίζουµε τη (µοναδική) µερική λύση ως προς τις r µη
ελεύθερες µεταβλητές (ϑέτοντας 0 τις ελεύθερες)

2 υπολογίζουµε τις n− r ειδικές λύσεις ϑέτοντας κάθε ϕορά 1 µία
από τις ελεύθερες µεταβλητές και 0 τις υπόλοιπες.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Επίλυση γενικού συστήµατος

Πλήρης λύση γενικού συστήµατος

Ax = b όπου (
1 3 0 2
0 0 1 4
1 3 1 6

)ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

 =

(
1
6
7

)

κλιµακωτή µορφή Παρακολουθούµε τις µεταβολές στα A, b µέσω του
επαυξηµένου µητρώου

( A b ) =

(
1 3 0 2 β1
0 0 1 4 β2
1 3 1 6 β3

)
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(
1 3 0 2 β1
0 0 1 4 β2
0 0 1 4 β3 − β1

)
⇒

(
1 3 0 2 β1
0 0 1 4 β2
0 0 0 0 (β3 − β1)− β2

)

Προσοχή: Για να υπάρχει λύση (λέµε να είναι συµβατές οι εξισώσεις)
πρέπει οπωσδήποτε β3 − β1 − β2 = 0. Θεωρούµε ότι τα A, b δίνονται
από την εφαρµογή, εποµένως δεν τα ελέγχουµε.



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Επίλυση γενικού συστήµατος

Πλήρης λύση γενικού συστήµατος

Ax = b όπου (
1 3 0 2
0 0 1 4
1 3 1 6

)ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

 =

(
1
6
7

)

Παρακολουθούµε τις µεταβολές στα A, b µέσω του επαυξηµένου
µητρώου

( A b ) =

(
1 3 0 2 1
0 0 1 4 6
1 3 1 6 7

)
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Υποθέτουµε ότι έχουµε κάνει την αναγωγή σε ΑΓΚΜ (τα ϐήµατα
παραλείπονται).
Στήλες οδηγοί οι {1, 3}. Ελεύθερες στήλες {2, 4}.(

1 3 0 2 1
0 0 1 4 6
0 0 0 0 0

)

1 υπολογίζουµε τη µερική λύση ως προς τις r µη ελεύθερες µεταβλητές
(ϑέτοντας 0 τις ελεύθερες)

2 υπολογίζουµε τις n− r ειδικές λύσεις (για b = 0) ϑέτοντας κάθε ϕορά 1
µία από τις ελεύθερες µεταβλητές και 0 τις υπόλοιπες.

I. Υπολογισµός µερικής λύσης : Θέτουµε ξ2 = ξ4 = 0. Με πίσω
αντικατατάσταση ξ3 = 6, ξ1 = 1.
II. Υπολογισµός των 2 = n− r ειδικών λύσεων :
1η λύση : ξ2 = 1, ξ4 = 0⇒ ξ1 = −3, ξ3 = 0 και
2η λύση : ξ2 = 0, ξ4 = 1⇒ ξ1 = −2, ξ3 = −4.
δηλ.

x =

1
0
6
0

+ ξ2

−3
1
0
0

+ ξ4

−2
0
−4
1





Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Θεµελιώδες ϑεώρηµα Γραµµικής ΄Αλγεβρας

Οι 4 ϐασικοί διανυσµατικοί υπόχωροι
που ορίζει κάθε µητρώο

∆ίνεται ένα µητρώο A ∈ Rm×n τάξης r

(υπό)χωρος διάσταση όνοµα
range(A) του Rm

r = rank(A) χώρος στηλών
null(A) του Rn

n− r µηδενόχωρος
range(A>) του Rn

r χώρος γραµµών
null(A>) του Rm

m− r αριστερός µηδενόχωρος

Θεµελιώδες Θεώρηµα Γραµµικής ΄Αλγεβρας I

(κατά Strang:)

1 rank(A) = r = dim(range(A)) = dim(range(A>))
2 dim(null(A)) = n− r , dim(null(A>)) = m− r
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Εύρεση υποχώρων από τις κλιµακωτές µορφές

Εύρεση των υπόχωρων µητρώου
Βήµα 1 εύρεση των διαστάσεών τους, άµεσα από την τάξη
Βήµα 2 εύρεση ϐάσης για κάθε υπόχωρο.
Αν το µητρώο U ∈ Rm×n, είναι σε κλιµακωτή µορφή γραµµών,
ϐάση για range(U) οι r στήλες οδηγών του U

ϐάση για null(U) οι n− r ειδικές λύσεις του Ux = 0.
ϐάση για range(U>) οι πρώτες r γραµµές του U

ϐάση για null(U>) m− r γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις του y
>

U = 0,

δηλ. της µορφής y = (

r︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0,

m−r︷ ︸︸ ︷
?, ?, . . . , ?)>.

Προσοχή: Αν το µητρώο δεν είναι σε κλιµακωτή µορφή τότε : ϐάση για

το range(A) είναι οι στήλες οδηγών στο A. Για τη ϐάση του null(A>)
πρέπει να λάβουµε υπόψη το L̂ που ανάγει σε κλιµακωτή µορφή.
Ειδικότερα, µια ϐάση του null(A>) ϑα είναι οι m− r τελευταίες
γραµµές του L̂.
Εξήγηση : αν L̂A = U, και y ∈ null(U>) τότε 0 = y

>
U = (y>L̂)A. Θέτοντας

y1 = er+1, ..., ym−r = em, µια ϐάση του null(A>) είναι οι m− r τελευταίες γραµµές
του L. (Μπορείτε να αποδείξετε ότι είναι γραµµικά ανεξάρτητες ;)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Εύρεση υποχώρων από τις κλιµακωτές µορφές

Εύρεση των υποχώρων µητρώου από την ΑΓΚΜ

Βήµα 1 εύρεση των διαστάσεών τους, άµεσα από την τάξη
Βήµα 2 εύρεση ϐάσης για κάθε υπόχωρο.
΄Εστω ότι R = rref(A) είναι η ΑΓΚΜ του A. Τότε :

ϐάση για range(A) οι r στήλες οδηγών του A (όχι του R)

ϐάση για null(A) οι n− r ειδικές λύσεις του Ry = 0 µέσω της διαδοχικής
ανάθεσης τιµών {1, 0} στις n− r ελεύθερες µεταβλητές και
επίλυση.

ϐάση για range(A>) οι πρώτες r γραµµές του R (ή οι γραµµές του A που
καταλήγουν να αντιστοιχούν σε γραµµές οδηγών)

ϐάση για null(A>) Αφού y
>

R = 0. για y1 = er+1, ..., ym−r = em, για ϐάση
του null(A>) πρέπει να λάβουµε υπόψη το M̂ που ανάγει σε
ΑΓΚΜ. Ειδικότερα, µια ϐάση του null(A>) ϑα είναι οι m− r

τελευταίες γραµµές του M̂ (ανάστροφες).
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Εύρεση υποχώρων από τις κλιµακωτές µορφές

Παράδειγµα εύρεσης null(A>)
΄Οπως πριν,

A =

(
4 3 2 1
1 1 1 1
2 2 2 2

)
για το οποίο είχαµε υπολογίσει DM2L1A = R =

(
1 0 −1 −2
0 1 2 3
0 0 0 0

)
,

όπου

L1 =

 1 0 0
− 1

4
1 0

− 1
2

0 1

 ,M2 =

(
1 −12 0
0 1 0
0 −2 1

)
D =

( 1
4

0 0
0 4 0
0 0 1

)
.

Εποµένως M̂ = DM2L1, και ϐάση είναι οι τελευταία γραµµή (καθώς m− r = 3− 2 = 1 ) του M̂.
Εποµένως αν κάνετε τους υπολογισµούς (πολύ εύκολο)

e
>
3 M̂ = ((e>3 D)M2)L1 = (e>3 M2)L1 = (0,−2, 1)⇒ null(A) = span{

(
0
−2
1

)
}

Παρατήρηση 1: το διαγώνιο D δεν αλλάζει κάτι ουσιαστικό στη ϐάση και µπορούµε να µην
ασχοληθούµε µε αυτό.

Παρατήρηση 2: Επειδή υπάρχουν εναλλακτικοί τρόποι υπολογισµού (και άπειρες
ϐάσεις), αν δεν µας περιορίζει η εκφώνηση του προβλήµατος, επιλέγουµε ό,τι
υπολογίζεται πιο εύκολα. Για παράδειγµα, αντί για τα παραπάνω, ϑα µπορούσαµε να
υπολογίσουµε το null(A>) ϑέτοντας B = A

> και στη συνέχεια υπολογίζοντας το
null(B). Επίσης, για το χώρο γραµµών range(A>) αρκεί ο χώρος στηλών του B, κ.λπ.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Εύρεση υποχώρων από τις κλιµακωτές µορφές

Σύνοψη σχετικά µε την επίλυση του Ax = b

Συνοψίζουµε : τι αποκαλύπτεται σχετικά µε τη λύση από τις

ισοδύναµες µορφές ενός γραµµικού συστήµατος ;

Ax = b δεν αναδεικνύεται αν υπάρχουν λύσεις
(γενική) ούτε ϕαίνονται οι λύσεις
Ux = c αναδεικνύεται αν υπάρχουν λύσεις
(Κλιµακωτή µ.) δεν ϕαίνονται, αλλά υπολογίζονται,

αναδεικνύεται η τάξη
Rx = d αναδεικνύεται αν υπάρχουν λύσεις
(ΑΓΚΜ) προκύπτουν εύκολα
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Υπενθύµιση (20/3/15)

Εύρεση υποχώρων από τις κλιµακωτές µορφές

Βιβλιογραφία I

G. Strang.

Εισαγωγή στη Γραµµική ΄Αλγεβρα.

Εκδόσεις Πανεπιστηµιου Πατρών, 2006.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (20/3/15)

Εύρεση υποχώρων από τις κλιµακωτές µορφές

Σηµείωµα Αναφοράς

Copyright Πανεπιστήµιο Πατρών - Ευστράτιος Γαλλόπουλος 2015

‘‘Γραµµική ΄Αλγεβρα’’, ΄Εκδοση : 1.0, Πάτρα 2014-2015.
∆ιαθέσιµο από τη δικτυακή διεύθυνση :

https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1097/
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Εύρεση υποχώρων από τις κλιµακωτές µορφές

Τέλος Ενότητας
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