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Creative Commons.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.

2 / 25



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας

Χώροι ∆ιανυσµάτων

Ο Μηδενόχωρος του A

Η Τάξη και η Μορφή Αναγµένων Γραµµών

Η πλήρης λύση της Ax = b

Ανεξαρτησία, Βάση και ∆ιάσταση

∆ιάσταση των 4ων υποχώρων
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 4/3/15)

2 ∆ιανυσµατικοί Χώροι
Στοιχεία Αλγεβρικών ∆οµών : Οµάδες, δακτύλιοι και σώµατα
∆ιανυσµατικοί χώροι
∆ιανυσµατικοί υπόχωροι
Οι 4 ϐασικοί υπόχωροι για κάθε µητρώο
Βάσεις και διάσταση δ.χ.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 4/3/15)

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

Στην προηγούµενη διάλεξη µιλήσαµε για ορισµένες χρήσεις µητρώων και διανυσµάτων.

Απαλοιφή Gauss: Χρήση εναλλαγών για την αποφυγή µηδενικών οδηγών (οδήγηση).
Στοιχειώδη µητρώα µητρώα εναλλαγής και µητρώα µετάθεσης.

Παρουσίαση της διαδικασίας απαλοιφής Gauss ως µετασχηµατισµό του [A, b] σε [U, b̂] µε
διαδοχικούς πολλαπλασιασµούς µε ς.µ. Gauss και εναλλαγής.

Παραγοντοποίηση LU και επίλυση συστήµατος.

Εφαρµογή: Εύρεση πολυωνύµου (συντελεστών της δυναµοµορφής) µε ϐάση τις τιµές του
(παρεµβολή).

Μέθοδος Gauss-Jordan για αντιστροφή µητρώου.

Σήµερα ϑα συζητήσουµε ή/και ϑα εισαγάγουµε :

1 Στοιχεία άλγεβρας και εισαγωγή στους διανυσµατικούς χώρους.

2 Την έννοια των χώρων και των υπόχωρων και παραδείγµατα

3 Τους υπόχωρους στηλών και το µηδενόχωρο µητρώου.

4 Τους υπόχωρους γραµµών και τον αριστερό µηδενόχωρο

5 Τη ϐάση και διάσταση χώρων και υπόχωρων.
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Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 4/3/15)

Υπό συζήτηση ενότητες
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∆ιανυσµατικοί Χώροι
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί Χώροι

Στοιχεία Αλγεβρικών ∆οµών : Οµάδες, δακτύλιοι και σώµατα

Οµάδα (Group)

Οµάδα είναι ένα σύνολο F µαζί µε µία πράξη + : F× F→ F έτσι ώστε

(Α1) α+ (β + γ) = (α+ β) + γ για κάθε α, β, γ ∈ F.

(Α2) υπάρχει ένα στοιχείο 0 ∈ F τ.ώ. α+ 0 = α για κάθε α ∈ F.

(Α3) για κάθε α ∈ F, υπάρχει ένα στοιχείο (−α) ∈ F τ.ώ. α+ (−α) = 0.

Αν επίσης ισχύει και ότι

(Α4) α+ β = β + α για κάθε α, β ∈ F.

τότε είναι Αβελιανή Οµάδα.

Είναι εντυπωσιακο πόσα πολλά µπορούν να ειπωθούν και τί ϑεωρίες ϑεµελιώνονται µε ϐάση
µόνον µε αυτές τις ιδιότητες.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί Χώροι

Στοιχεία Αλγεβρικών ∆οµών : Οµάδες, δακτύλιοι και σώµατα

∆ακτύλιος (Ring)

∆ακτύλιος είναι ένα σύνολο D µαζί µε δύο πράξεις +, · έτσι ώστε :

1 το D µαζί την + σχηµατίζει αβελιανή οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο το 0.

2 η πράξη · είναι προσεταιριστική, α · (β · γ) = (α · β) · γ για κάθε α, β,
γ ∈ D.

3 η πράξη · είναι επιµεριστική ως προς την +, δηλ.
α · (β + γ) = α · β + α · γ για κάθε α, β, γ ∈ D.

4 υπάρχει ουδέτερο στοιχείο 1 ∈ D τ.ώ. α · 1 = α για κάθε α ∈ D.

5 Αν ισχύει α · β = β · α για κάθε α, β ∈ D, ο δακτύλιος καλείται
αντιµεταθετικός δακτύλιος.

Παραδείγµατα Τα σύνολα των ακεραίων, ϱητών, πραγµατικών, µιγαδικών, µε
τους συνήθεις κανόνες πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί Χώροι

Στοιχεία Αλγεβρικών ∆οµών : Οµάδες, δακτύλιοι και σώµατα

Σώµα (Field)

Σώµα είναι ένα σύνολο F εφοδιασµένο µε δύο πράξεις +, · : F× F→ F έτσι ώστε να ισχύουν
τα παρακάτω Αξιώµατα :

(Α1) α+ (β + γ) = (α+ β) + γ για κάθε α, β, γ ∈ F.

(Α2) υπάρχει στοιχείο 0 ∈ F τέτοιο ώστε α+ 0 = α για κάθε α ∈ F.

(Α3) για κάθε α ∈ F, υπάρχει στοιχείο (−α) ∈ F τέτοιο ώστε α+ (−α) = 0.

(Α4) α+ β = β + α για κάθε α, β ∈ F.

(Μ1) α · (β · γ) = (α · β) · γ για κάθε α, β, γ ∈ F.

(Μ2) υπάρχει στοιχείο 1 ∈ F τέτοιο ώστε α · 1 = α για κάθε α ∈ F.

(Μ3) για κάθε α ∈ F, α 6= 0, υπάρχει στοιχείο α−1 ∈ F τέτοιο ώστε α · α−1 = 1.

(Μ4) α · β = β · α για κάθε α, β ∈ F.

(∆) α · (β + γ) = α · β + α · γ για κάθε α, β, γ ∈ F.

Τα Αξιώµατα (Α1)–(Α3) δηλώνουν ότι το (F,+) είναι οµάδα, ενώ αν ισχύει και το (Α4), τότε η
οµάδα είναι αβελιανή. Τα αξιώµατα (Μ1)–(Μ4) δηλώνουν ότι το (F \ {0}, ·) είναι αβελιανή οµάδα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί Χώροι

Στοιχεία Αλγεβρικών ∆οµών : Οµάδες, δακτύλιοι και σώµατα

Παραδείγµατα

Τα σύνολα R και C µε τη συνηθισµένη πρόσθεση και πολλαπλασιασµό είναι σώµατα.

Οι ϱητές συναρτήσεις ως προς την απροσδιόριστη µεταβλητή x{
α0 + α1x + · · ·+ αpx

p

β0 + β1x + · · ·+ βqxq
: αi , βi ∈ R ; p, q ∈ Z+

}

όπου Z+ = {0,1,2, . . .}, είναι σώµα.

Το σύνολο Rm×n δεν είναι σώµα : η αξιωµατική ιδιότητα (M1) δεν ισχύει εκτός αν m = n.
Ακόµα και τότε δεν είναι σώµα γιατί, γενικά, δεν ισχύει η ιδιότητα (M4) (παρότι ισχύουν τα
υπόλοιπα 8 αξιώµατα).

Αν και τα σώµατα που αναφέραµε έχουν άπειρο πλήθος στοιχείων, σε πολλές περιπτώσεις
ενδιαφέρουν και τα «πεπερασµένα σώµατα» (finite fields). Το «εξωτικό» όνοµα µην σας
παραπλανά καθώς έχουν σηµαντικές εφαρµογές, π.χ. στην κρυπτογραφία.

Μία περίπτωση σώµατος µε 2 µόνο στοιχεία είναι το (Σώµα Galois) GF(2) µε στοιχεία {0, 1}
και τους κανόνες δυαδικής αριθµητικής για +, ·.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί Χώροι

∆ιανυσµατικοί χώροι

∆ιανυσµατικός χώρος
Αυτή η ενότητα πηγαίνει στην καρδιά της Γραµµικής ΄Αλγεβρας [Strang]

Ονοµάζεται διανυσµατικός χώρος (ενίοτε και γραµµικός χώρος) επί του σώµατος F ένα σύνολο
διανυσµάτων V µαζί µε δυο πράξεις + : V × V → V και · : F× V → V τέτοια ώστε

(V1) το (V,+) είναι Αβελιανή οµάδα.

(V2) (α · β) · v = α · (β · v) για κάθε α, β ∈ F και για κάθε v ∈ V .

(V3) (α+ β) · v = α · v + β · v για κάθε α, β ∈ F και για κάθε v ∈ V .

(V4) α · (v + w) = α · v + α · w για κάθε α ∈ F και για κάθε v , w ∈ V .

(V5) 1 · v = v για κάθε v ∈ V (1 ∈ F).

΄Ενας διανυσµατικός χώρος συµβολίζεται µε (V,F) ή απλά V , εφόσον δεν υπάρχει ϑέµα
σύγχυσης ως προς το υποκείµενο σώµα.

Προσοχή: Με τον αφαιρετικό αυτό ορισµό «απελευθερωνόµαστε» από την αντιστοίχιση των
διανυσµάτων µε n-πλειάδες αριθµών (π.χ. στοιχεία του Rn). Οποιοδήποτε σύνολο V και
σώµα F που ικανοποιεί τις παραπάνω ιδιότητες αποτελεί διανυσµατικό χώρο, τα στοιχεία του
V διανύσµατα και τα στοιχεία του F ϐαθµωτοί. Προς επίρρωση αυτού, σηµειώστε ότι οι δ.χ.
αποκαλούνται και γραµµικοί χώροι.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί Χώροι

∆ιανυσµατικοί χώροι

Παραδείγµατα (Strang)
Rn Ο χώρος όλων των διανυσµάτων (στηλών) µε n πραγµατικές συνιστώσες. Ο

Cn ορίζεται αντίστοιχα.

M Ο δ.χ. {A|A ∈ Rm×n} όλων των πραγµατικών µητρώων m× n.

F Ο δ.χ. όλων των πραγµατικών συναρτήσεων {f |f : R→ R}.

Z Ο δ.χ. που απαρτίζεται µόνον από το µηδενικό διάνυσµα.

C[α, β] Ο δ.χ. όλων των πραγµατικών συνεχών συναρτήσεων στο διάστηµα [α, β]:
{f |f : [α, β]→ R}.

΄Αλλα παραδείγµατα και συµβολισµοι :

P: Ο δ.χ. των πολυωνύµων.

Pn: Ο δ.χ. των πραγµατικών (ή µιγαδικών) πολυωνύµων ϐαθµού έως n.

`2: Ο δ.χ. των ακολουθιών x = (ξ1, ξ2, . . .) τέτοιων ώστε
∑∞

j
|ξj |2 <∞ όπου η άθροιση

και ο πολλαπλασιασµός µε ϐαθµωτό ορίζονται µε τον προφανή τρόπο.

ο δ.χ. όλων των λύσεων u(t) της διαφορικής εξίσωσης d
2

dt2 u(t) + u(t) = 0.

Ο δ.χ. {U|U ∈ Rn×n} όλων των πραγµατικών άνω τριγωνικών µητρώων.

ο δ.χ. των λύσεων του συστήµατος {x ∈ Rn|Ax = 0} όπου A ∈ Rm×n.

ο δ.χ. των διανυσµάτων {Ax|A ∈ Rm×n, x ∈ Rn}.

ΠΡΟΣΟΧΗ το σύνολο των διανυσµάτων {x|Ax = b} όπου A ∈ Rm×n, b 6= 0 ∈ Rm ∆ΕΝ
ΕΙΝΑΙ δ.χ.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί Χώροι

∆ιανυσµατικοί υπόχωροι

∆ιανυσµατικοί υπόχωροι

∆ιανυσµατικός υπόχωρος

Αν κάποιο V είναι δ.χ. επί σώµατος K καιW ⊆ V , W 6= ∅. Τότε
τοW ονοµάζεται διανυσµατικός υπόχωρος του V αν και µόνον αν
τοW είναι διανυσµατικός χώρος, ή, ισοδύναµα, αν και µόνον αν
(αw1 + βw2) ∈ W για κάθε α, β ∈ K και για κάθε w1,w2 ∈ W .

Ο παραπάνω χαρακτηρισµός για τον υπόχωρο αναδεικνύει έναν εύκολο τρόπο να

ελέγξουµε κατά πόσον ένα σύνολο είναι υπόχωρος (ή διανυσµατικός υπόχωρος)·

απλά επαληθεύουµε ότι το σύνολο είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση

διανυσµάτων και το ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό. Παρατηρήστε επίσης ότι 0 ∈ K,

εποµένως κάθε υπόχωρος πρέπει να περιέχει το µηδενικό διάνυσµα.

ΠΡΟΣΟΧΗ : ΄Οταν λέµε ένα σύνολο κλειστό ως προς κάποια πράξη εννοούµε
ότι όταν εκτελείται η πράξη που αφορά σε στοιχεία από το σύνολο, το
αποτέλεσµα ανήκει στο σύνολο.
Παρατήρηση : Για να αποδείξουµε την ισότητα δύο υπόχωρων, συνήθως
αποδεικνύουµε ξεχωριστά τις δύο σχέσεις έγκλεισης : ∆είχνουµε ότι τυχαίο
r ∈ R ανήκει και στο S και ότι τυχαίο s ∈ S ανήκει στοR.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί Χώροι

∆ιανυσµατικοί υπόχωροι

Παραδείγµατα (Strang)

Οι δυνατοί δ.υ. του R3 είναι :

L οποιαδήποτε ευθεία διερχόµενη από το (0, 0, 0)

P οποιοδήποτε επίπεδο διερχόµενο από το (0, 0, 0)

R3 όλος ο R3

Z µόνο το διάνυσµα (0, 0, 0) (τετριµµένος)

όµως :

΄Ολα τα x ∈ Rn µε µη αρνητικές τιµές (δηλ. το πρώτο n−υπεροκτηµόριο)
δεν αποτελούν δ.υ.

΄Ολα τα διανύσµατα του Rn µε τουλάχιστον ένα στοιχείο 0 δεν συνιστούν
δ.υ.

ΠΡΟΣΟΧΗ Το R2 ∆ΕΝ είναι υπόχωρος του R3. Τα διανύσµατα του ενός
δεν µπορούν καν να συνδυαστούν σε πράξεις δ.χ. µε τα διανύσµατα του
άλλου.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί Χώροι

Οι 4 ϐασικοί υπόχωροι για κάθε µητρώο

Χώρος στηλών µητρώου

Ορισµός

Για κάθε A = [a1, . . . , an] ∈ Rm×n το σύνολο όλων των γραµµικών συνδυασµών

{y|y =
n∑

j=1

ξjaj , ξj ∈ R}

είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Rm που αποκαλείται χώρος στηλών του A. Ο υπόχωρος
συµβολίζεται range(A).

Προσέξτε ότι range(A) = {Ax|x ∈ Rn}.

Το σύστηµα Ax = b έχει λύση ανν b ∈ range(A).
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∆ιανυσµατικοί Χώροι
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί Χώροι

Οι 4 ϐασικοί υπόχωροι για κάθε µητρώο

Μηδενόχωρος µητρώου

Ορισµός

Ο µηδενόχωρος null(A) ενός µητρώου A ∈ Rm×n είναι ο
διανυσµατικός υπόχωρος του Rn

null(A) = {x|Ax = 0, x ∈ Rn}

Οι άλλοι 2 υπόχωροι :

Χώρος γραµµών : range(A>) = {A>y|y ∈ Rm}, (υπόχωρος του
Rn.)

Αριστερός µηδενόχωρος : null(A>) = {y|A>y = 0, y ∈ Rm},
(υπόχωρος του Rm.)

18 / 25



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί Χώροι

Οι 4 ϐασικοί υπόχωροι για κάθε µητρώο

Μηδενόχωρος µητρώου

Ορισµός

Ο µηδενόχωρος null(A) ενός µητρώου A ∈ Rm×n είναι ο
διανυσµατικός υπόχωρος του Rn

null(A) = {x|Ax = 0, x ∈ Rn}

Γιατί είναι υπόχωρος του Rn; (ΑΙΤΙΟΛΟΓΗΣΤΕ)

Οι άλλοι 2 υπόχωροι :

Χώρος γραµµών : range(A>) = {A>y|y ∈ Rm}, (υπόχωρος του
Rn.)

Αριστερός µηδενόχωρος : null(A>) = {y|A>y = 0, y ∈ Rm},
(υπόχωρος του Rm.)

18 / 25



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί Χώροι

Οι 4 ϐασικοί υπόχωροι για κάθε µητρώο

Μηδενόχωρος µητρώου

Ορισµός

Ο µηδενόχωρος null(A) ενός µητρώου A ∈ Rm×n είναι ο
διανυσµατικός υπόχωρος του Rn

null(A) = {x|Ax = 0, x ∈ Rn}

Οι άλλοι 2 υπόχωροι :

Χώρος γραµµών : range(A>) = {A>y|y ∈ Rm}, (υπόχωρος του
Rn.)

Αριστερός µηδενόχωρος : null(A>) = {y|A>y = 0, y ∈ Rm},
(υπόχωρος του Rm.)

18 / 25



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)
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Οι 4 ϐασικοί υπόχωροι για κάθε µητρώο

Θεµελιώδη προβλήµατα γραµµικών συνδυασµών και
διατύπωσή τους µέσω υποχώρων

∆ίνεται µια συλλογή διανυσµάτωνA = {a1, a2, ..., an} όπου aj ∈ V . Θέτουµε
A = (a1, . . . , an) και διατυπώνουµε τα προβλήµατς εναλλακτικά :

΄Αµεσο πρόβληµα Αν γνωρίζουµε τους ϐαθµωτούς ξ1, ..., ξn να υπολογίσουµε το γραµµικό
συνδυασµό

∑
n

j=1 ξjaj .

ισοδύναµα να ϐρείτε το στοιχείο b ∈ range(A) ώστε b = Ax όπου x = (ξ1, . . . , ξn)>.

΄Ελεγχος γραµµικής ανεξαρτησίας Κατά πόσον υπάρχουν ξ1, ..., ξn, όχι όλα µηδενικά, τ.ώ.∑
n

j=1 ξjaj = 0.

ισοδύναµα να ϐρείτε αν υπάρχει µη µηδενικό x ∈ null(A).

Αντίστροφο πρόβληµα ∆οθέντος ενός διανύσµατος b, µπορούµε να το γράψουµε ως γραµµικό
συνδυασµό των διανυσµάτων τουA;

ίσοδύναµα αν υπάρχει x ∈ Rn τέτοιο ώστε Ax = b.

Ταυτοποίηση διανοίγµατος Ποιό είναι το διάνοιγµα Y := {y|y =
∑

n

j=1 ξjaj , αj ∈ R}.
ίσοδύναµα ποιός είναι ο range(A);
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Βάσεις και διάσταση δ.χ.

Βάση διανυσµατικού χώρου

Ορισµός

΄Ενα σύνολο διανυσµάτων, X , του δ.χ. V χαρακτηρίζεται ϐάση του
V ανν

1 span(X) = V , και
2 Το X είναι γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων

Παράδειγµα Τα {e1, . . . , en} είναι ϐάση του Rn (µερικές ϕορές
αποκαλείται τυπική ϐάση.
Παράδειγµα Τα {1, . . . , ζn} είναι ϐάση του Pn (σύνολο
πολυωνύµων ϐαθµού n).
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Βάσεις και διάσταση δ.χ.

∆ιάσταση δ.χ.
Θεώρηµα

Το πλήθος των διανυσµάτων ϐάσης ενός δ.χ. καλείται διάσταση του χώρου και
είναι ανεξάρτητο από την επιλογή της ϐάσης.

Για ένα δ.χ. ή υπόχωρο µπορούµε να πούµε ότι

, ϐάσεις υπάρχουν άπειρες, διάσταση µόνο µία ,

Ορισµός

Αν η ϐάση του διανυσµατικού χώρου V( 6= ∅) έχει n στοιχεία, τότε ο χώρος
λέγεται n-διάστατος (ή ότι έχει διάσταση n) και γράφουµε dim(V) = n ή
dimV = n. Χάριν συνέπειας, και επειδή το µηδενικό διάνυσµα (0) ανήκει σε
όλους τους διανυσµατικούς χώρους, ϑέτουµε dim(0) = 0. ΄Ενας
διανυσµατικός χώρος V λέγεται πως είναι πεπερασµένης διάστασης αν έχει
ϐάση n < +∞ στοιχείων. Ειδάλλως, ο χώρος V χαρακτηρίζεται ως
απειροδιάστατος.

ΣΗΜΑΝΤΙΚΟ : Στο µάθηµα αυτό ενδιαφερόµαστε αποκλειστικά για χώρους
πεπερασµένης διάστασης.

21 / 25



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί Χώροι

Βάσεις και διάσταση δ.χ.

Βιβλιογραφία I

G. Strang.

Εισαγωγή στη Γραµµική ΄Αλγεβρα.

Εκδόσεις Πανεπιστηµιου Πατρών, 2006.
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Χρήση ΄Εργου Τρίτων I

1 http://arxiv.org/pdf/1309.4168.pdf (ϐλ. σελ 7)

2 http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/51/Flatland_cover.jpg (ϐλ. σελ 16)

23 / 25

http://arxiv.org/pdf/1309.4168.pdf
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/51/Flatland_cover.jpg


Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανυσµατικοί Χώροι
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Σηµείωµα Αναφοράς
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Τέλος Ενότητας
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