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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης
Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται
ϱητώς.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας

∆ιανύσµατα και Γραµµικές Εξισώσεις

΄Εννοια της απαλοιφής

Αντίστροφοι

Απαλοιφή Χρησιµοποιώντας Μητρώα - Απαλοιφή Gauss

Απαλοιφή και Παραγοντοποίηση A = LU

Μητρώα Μετάθεσης
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

2 Απαλοιφή Gauss και παραγοντοποίηση LU
∆ύο ϐασικά «στοιχειώδη» µητρώα
Επίλυση µε απαλοιφή Gauss
Απαλοιφή µε πολλαπλασιασµό µε ς.µ. Gauss
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

Στην προηγούµενη διάλεξη µιλήσαµε για ορισµένες χρήσεις µητρώων και
διανυσµάτων.

κόστη ϐασικών πράξεων µε µητρώα,

αντίστροφο µητρώου, ιδιότητες και το Ϲήτηµα του υπολογισµού του,

ορθογώνια και ορθοµοναδιαία µητρώα,

επίλυση γραµµικών εξισώσεων (εισαγωγή).

ερµηνεία κατά γραµµές, ερµηνεία κατά στήλες, ϑέµατα ύπαρξης και
µοναδικότητας

Σήµερα ϑα παρουσιάσουµε :

περιπτώσεις εύκολης αντιστροφής ή διάγνωσης για µη αντιστρεψιµότητα,

σχετικά µε την (µη χρήση) του αντιστρόφου στην πράξη,

«πίσω (και εµπρός) αντικατάσταση» για την επίλυση άνω (και κάτω)
τριγωνικών συστηµάτων.

την απαλοιφή Gauss για την επίλυση γενικών τετραγωνικών γραµµικών
συστηµάτων.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Υπό συζήτηση ενότητες
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Τύπος αντιστρόφου
Strang, σελ. 90

Αντίστροφος µητρώου 2× 2:

Αν A =

(
α β
γ δ

)
⇒ A

−1 =
1

αδ − βγ

(
δ −β
−γ α

)
Εποµένως το µητρώο είναι αντιστρέψιµο αν και µόνον αν

αδ − βγ 6= 0

΄Οπως ϑα µάθουµε, αυτή είναι η ορίζουσα του A.
Προσοχή: Αυτή είναι από τις λίγες περιπτώσεις που το αντίστροφο µητρώο
υπολογίζεται εύκολα.
ΠΡΟΣΟΧΗ (1): Σχεδόν ποτέ δεν χρησιµοποιούµε αντιστροφή για να λύσουµε
ένα γραµµικό σύστηµα.
ΠΡΟΣΟΧΗ (2): Ο υπολογισµός του αντιστρόφου χρειάζεται πολύ πιο σπάνια
από το να λύσουµε γραµµικά συστήµατα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Περιπτώσεις που το αντίστροφο είναι εύκολο να ϐρεθεί ή να
δειχτεί ότι δεν είναι αντιστρέψιµο

διαγώνιο µητρώο

στοιχειώδης µετασχηµατισµός Gauss

ορθογώνιο

2× 2

κατά πλοκάδες διαγώνιο αν γνωρίζουµε τα αντίστροφα των πλοκάδων

∆εν υπάρχει

µηδενικό µητρώο

σταθερό µητρώο

διαγώνιο ή τριγωνικό µε κάποιο διαγώνιο στοιχείο 0

µητρώο µε γραµµικά εξαρτηµένες στήλες ή γραµµές

2× 2 µε µηδενική ορίζουσα

κατά πλοκάδες διαγώνιο ή τριγωνικό αν κάποια διαγώνια πλοκάδα είναι µη
αντιστρέψιµη

γινόµενο µητρώων από τα οποία ένα µη αντιστρέψιµο
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Αντίστροφο κατά πλοκάδες κάτω τριγωνικού µητρώου
Αναζητούµε το αντίστροφο του M =

(
A 0
C D

)
Επειδή ϑα είναι και αυτό κατά

πλοκάδες κάτω τριγωνικό (αν υπάρχει), το γράφουµε στη µορφή (µε τις

σωστές διαστάσεις) N =

(
Â 0
Ĉ D̂

)
Θα πρέπει να ικανοποιεί MN = I δηλ.(

A 0
C D

)(
Â 0
Ĉ D̂

)
=

(
I 0
0 I

)
άρα

AÂ = I ⇒ Â = A
−1

DD̂ = I ⇒ D̂ = D
−1

CÂ + DĈ = 0⇒ Ĉ = −D
−1

CA
−1

(
A 0
C D

)−1

=

(
A
−1 0

−D
−1

CA
−1

D
−1

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Παράδειγµα

Αν το A είναι αντιστρέψιµο,(
A 0
A A

)−1

=

(
A
−1 0

−A
−1

A
−1

)
π.χ.

A =

(
1 2
−1 3

)
⇒ A

−1 =

(
3
5 − 2

5
1
5

1
5

)
και  1 2 0 0

−1 3 0 0
1 2 1 2
−1 3 −1 3


−1

=


3
5 − 2

5 0 0
1
5

1
5 0 0

− 3
5

2
5

3
5 − 2

5
− 1

5 − 1
5

1
5

1
5
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

ΠΡΟΣΟΧΗ - Εµπεδώστε ότι :

Ο υπολογισµός του αντιστρόφου είναι συνήθως
πολύ πιο ακριβός σε πράξεις από την λύση ενός
γραµµικού συστήµατος

η αντιστροφή συνήθως υλοποιείται µε επίλυση
γραµµικών συστηµάτων ισάριθµων µε το µέγεθος
του µητρώου,
σχεδόν ποτέ δεν χρησιµοποιούµε αντιστροφή για
να λύσουµε ένα γραµµικό σύστηµα,
ακόµα και όταν γράφουµε A

−1
b, συνήθως

εννοούµε την εύρεση του x ώστε Ax = b.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Απαλοιφή Gauss και παραγοντοποίηση LU

Απαλοιφή Gauss

Βασική ιδέα : Μετατροπή του αρχικού προβλήµατος σε ένα πιο εύκολο

Ax = b⇒ Ux = b̂

όπου το U είναι άνω τριγωνικό

U =


υ11 υ12 υ1n

υ22
...

. . . υn−1,n
υn,n


και συνδέεται µε έναν σχετικά απλό τρόπο µε το αρχικό A.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Απαλοιφή Gauss και παραγοντοποίηση LU

Γιατί να το κάνουµε αυτό ;

Η λύση µε το U υπολογιζεται εύκολα (ξn → ξn−1 → · · · → ξ1)
Πίσω αντικατάσταση ΄Ενα απλό παράδειγµα : ΄Εστω2 4

3
2
3 0

0 2 4
3

2
3

0 0 2 2
3

0 0 0 1


ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

 =

 2
2
10
3
−1

 Ϲητούµενο x =

ξ1
ξ2
ξ3
ξ4


Βήµα 1: Επίλυση της n-στής εξίσωσης ως προς ξn (n = 4): 2 4

3
2
3 0

0 2 4
3

2
3

0 0 2 2
3

0 0 0 1




ξ1
ξ2
ξ3

ξ4

 =

 2
2
10
3
−1

⇒ ξ4 = −1 ⇒ x =


ξ1
ξ2

ξ3

−1
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Βήµα 2: Επίλυση της 3ης εξίσωσης ως προς ξ3:

υ33︷︸︸︷
2 ξ3 +

υ34︷︸︸︷
2

3

ξ4︷︸︸︷
(−1) =

10

3
⇒ ξ3 = 2

 2 4
3

2
3 0

0 2 4
3

2
3

0 0 2 2
3

0 0 0 1



ξ1

ξ2

2
−1

 =

 2
2
10
3
−1





Βήµα 3: Επίλυση της 2ης εξίσωσης ως προς ξ2:

υ22︷︸︸︷
2 ξ2 +

υ23︷︸︸︷
4

3

ξ3︷︸︸︷
2 +

υ24︷︸︸︷
2

3

ξ4︷︸︸︷
(−1) = 2⇒ ξ2 = 0

 2 4
3

2
3 0

0 2 4
3

2
3

0 0 2 2
3

0 0 0 1


 ξ1

0
2
−1

 =

 2
2
10
3
−1





Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Απαλοιφή Gauss και παραγοντοποίηση LU

Βήµα 4: Επίλυση της 1ης εξίσωσης ως προς ξ1:

υ11︷︸︸︷
2 ξ1 +

υ12︷︸︸︷
4

3

ξ2︷︸︸︷
0 +

υ13︷︸︸︷
2

3

ξ3︷︸︸︷
2 +

υ14︷︸︸︷
0

ξ4︷︸︸︷
(−1) = 2⇒ ξ1 = 1

3

 2 4
3

2
3 0

0 2 4
3

2
3

0 0 2 2
3

0 0 0 1




1
3
0
2
−1

 =

 2
2
10
3
−1
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Απαλοιφή Gauss και παραγοντοποίηση LU

Επίλυση τριγωνικών συστηµάτων

Είδαµε ότι η επίλυση Ux = b είναι «εύκολη».

Πόσο στοιχίζει ;

Ω = n
2 (να το επαληθεύσετε !)

Τι γίνεται αν ϑέλαµε να λύσουµε κάτω τριγωνικό Lx = b; εµπρός
αντικατάσταση (ίδια ιδέα)

Προτείνουµε : να δοκιµάσετε να λύσετε µερικά µικρά κάτω τριγωνικά και άνω
τριγωνικά συστήµατα ...
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Απαλοιφή Gauss και παραγοντοποίηση LU

Επίλυση µε αναγωγή σε άνω τριγωνική µορφή Ux = b̂

ΕΡΩΤΗΜΑ Πώς πετυχαίνουµε την αναγωγή του A στη µορφή U;
Κάτι σαν

MA = U ⇒ M(Ax) = Mb⇒ (MA)︸ ︷︷ ︸
U

x = Mb︸︷︷︸
b̂

Θα παρουσιάσουµε µία µέθοδο ϐαθµιαίας µετατροπής του µητρώου A σε
άνω τριγωνικό.

Αρχικοποίηση A
(0) = A

for k = 1, . . . , n− 1 do
Μηδενισµός τιµών κάτω από την διαγώνιο της στήλης k του τρέχοντος
µητρώου A

(k)

Αντίστοιχος µετασχηµατισµός του δεξιού διανύσµατος
end for

΄Ο,τι αλλαγές χρειάζονται µπορούν να επιτευχθούν αποκλειστικά µε
πολλαπλασιασµούς από τα αριστερά µε ειδικά στοιχειώδη µητρώα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Απαλοιφή Gauss και παραγοντοποίηση LU

∆ύο ϐασικά «στοιχειώδη» µητρώα

∆ύο ϐασικά στοιχειώδη µητρώα :

(1) Μητρώο Gauss Lk µηδενίζει το διάνυσµα στις ϑέσεις κάτω από τη γραµµή
k :

Παράδειγµα ΄Εστω x = [4, 3, 2, 1]>. Τότε

L1 =


1
− 3

4 1
− 2

4 0 1
− 1

4 0 0 1

 , L2 =

1
0 1
0 − 2

3 1
0 − 1

3 0 1

 , L3 =

1
0 1
0 0 1
0 0 − 1

2 1

 ,

L1x =

4
0
0
0

 , L2x =

4
3
0
0

 , L3x =

4
3
2
0
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Απαλοιφή Gauss και παραγοντοποίηση LU

∆ύο ϐασικά «στοιχειώδη» µητρώα

∆ύο ϐασικά στοιχειώδη µητρώα :

(2) Μητρώο εναλλαγής Pk,j Εναλλάσσει τις γραµµές k και j του διανύσµατος
που πολλαπλασιάζει (ϑεωρούµε ότι k < j)

Παράδειγµα ΄Εστω x = [1, 2, 3, 4]>. Τότε

P1,2 =

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , P1,3 =

0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

 , P1,4 =

0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0

 ,

P2,3 =

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 , P2,4 =

1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

 , P3,4 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Απαλοιφή Gauss και παραγοντοποίηση LU

∆ύο ϐασικά «στοιχειώδη» µητρώα

P1,2x =

2
1
3
4

 , P1,3x =

3
2
1
4

 , P1,4x =

4
2
3
1


P2,3x =

1
3
2
4

 , P2,4x =

1
4
3
2

 , P3,4x =

1
2
4
3
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Απαλοιφή Gauss και παραγοντοποίηση LU

∆ύο ϐασικά «στοιχειώδη» µητρώα

A =

 4 3 2 1
3 4 3 2
2 3 4 3
1 2 3 4

 , b =

3
2
3
2



⇒ L1 =


1 0 0 0
− 3

4
1 0 0

− 2
4

0 1 0
− 1

4
0 0 1

 ,

L1b =


3
− 1

4
3
2
5
4

 , L1A =


4 3 2 1
0 7

4
3
2

5
4

0 3
2

3 5
2

0 5
4

5
2

15
4

 ⇒ L2 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 − 6

7
1 0

0 − 5
7

0 1

 ,

L2(L1b) =


3
− 1

4
12
7
10
7

 , L2(L1A) =


4 3 2 1
0 7

4
3
2

5
4

0 0 12
7

10
7

0 0 10
7

20
7

 ⇒ L3 =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 − 5

6
1



L3(L2(L1b)) =


3
− 1

4
12
7
0

 , L3(L2(L1A)) =


4 3 2 1
0 7

4
3
2

5
4

0 0 12
7

10
7

0 0 0 5
3
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Απαλοιφή Gauss και παραγοντοποίηση LU

Επίλυση µε απαλοιφή Gauss

Επίλυση µε απαλοιφή Gauss

Αναγωγή σε άνω τριγωνικό Ax = b⇔ L3L2L1Ax = L3L2L1b⇔ Ux = b̂

 4 3 2 1
3 4 3 2
2 3 4 3
1 2 3 4


ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

 =

3
2
3
2

⇔


4 3 2 1
0 7

4
3
2

5
4

0 0 12
7

10
7

0 0 0 5
3


ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

 =


3
− 1

4
12
7
0


Πίσω αντικατάσταση

Βήµα 1: 5
3ξ4 = 0⇒ ξ4 = 0,

Βήµα 2: 12
7 ξ3 =

12
7 −

10
7

ξ4︷︸︸︷
0 ⇒ ξ3 = 1,

Βήµα 3: 7
4ξ2 = − 1

4 −
3
2

ξ3︷︸︸︷
1 − 5

4

ξ4︷︸︸︷
0 ⇒ ξ2 = −1,

Βήµα 4: 4ξ1 = 3− 3

ξ2︷︸︸︷
(−1)−2

ξ3︷︸︸︷
1 −1

ξ4︷︸︸︷
0 ⇒ ξ1 = 1.
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Επίλυση µε απαλοιφή Gauss

Επαλήθευση

 4 3 2 1
3 4 3 2
2 3 4 3
1 2 3 4


 1
−1
1
0

 =

3
2
3
2
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Απαλοιφή Gauss και παραγοντοποίηση LU

Απαλοιφή µε πολλαπλασιασµό µε ς.µ. Gauss

Στοιχειώδες µητρώο Gauss

x =



ξ1
ξ2

...
ξk

ξk+1

...
ξn


⇒ Lk =



1 0 · · · 0 · · · · · · · · · 0
0 1 0 · · · 0 · · · · · · 0
...

...
. . .

...
...

... · · ·
...

0 · · · 0 1 0 · · · · · · 0
· · · · · · 0 −ξk+1/ξk 1 · · · · · · 0
· · · · · · 0 −ξk+2/ξk 0 1 · · · 0

...
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 −ξn/ξk 0 · · · · · · 1


Μητρώο Gauss Lk µηδενίζει το διάνυσµα στις ϑέσεις κάτω από τη γραµµή k :

Παράδειγµα ΄Εστω x = [4, 3, 2, 1]>. Τότε

L1 =


1
− 3

4
1

− 2
4

0 1
− 1

4
0 0 1

 , L2 =


1
0 1
0 − 2

3
1

0 − 1
3

0 1

 , L3 =

1
0 1
0 0 1
0 0 − 1

2
1

 ,

L1x =

4
0
0
0

 , L2x =

4
3
0
0

 , L3x =

4
3
2
0
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Απαλοιφή Gauss και παραγοντοποίηση LU

Απαλοιφή µε πολλαπλασιασµό µε ς.µ. Gauss

Σχόλια

Πολλαπλασιάζοντας µε στ.µ. Gauss επιτυγχάνουµε σταδιακά την
αναγωγή του A σε άνω τριγωνική µορφή.

΄Οποτε χρειάζεται, αρχίζοντας από το A
(0) = A, ϑα ονοµάζουµε

A
(k), k = 1, ..., n− 1 το µητρώο που έχει προκύψει µετά από k ϐήµατα

της διαδικασίας.

Θα ονοµάζουµε τα στοιχείο µε τα οποίο επιχειρούµε το µηδενισµό
οδηγούς (pivots).

Στα παραπάνω, οι οδηγοί είναι τα στοιχεία α
(0)
1,1, α

(1)
2,2, · · · , α

(n−2,n−2)
n−1,n−1 .

ΘΕΜΑ Αν παρουσιαστεί µηδενικός οδηγός ;

Περίπτωση 1: Να µπορούµε να παρακάµψουµε το πρόβληµα

Περίπτωση 2: Το µητρώο δεν είναι αντιστρέψιµο (δεν υπάρχει λύση ή
υπάρχουν άπειρες λύσεις)
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Απαλοιφή µε πολλαπλασιασµό µε ς.µ. Gauss
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Εισαγωγή στη Γραµµική ΄Αλγεβρα.
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Απαλοιφή µε πολλαπλασιασµό µε ς.µ. Gauss

Σηµείωµα Αναφοράς
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