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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης
Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται
ϱητώς.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας
∆ιανύσµατα και Γραµµικοί Συνδιασµοί
Νόρµες ∆ιανυσµάτων και Εσωτερικά Γινόµενα
Κανόνες για πράξεις Μητρώων
Ανάστροφοι και Αντίστροφοι
Μεταθέσεις
Τεµαχισµός
Εφαρµογές
• Γραφήµατα και ∆ίκτυα
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)
Καθετότητα, γωνίες
Πολλαπλασιασµός µητρώων : ϑεώρηση µέσω εσωτερικών
γινοµένων

2 Αναστροφή µητρώων

3 Γραµµική ανεξαρτησία

4 Υποµητρώα και πλοκάδες
Εφαρµογές στον πολλαπλασιασµό
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης
Στην προηγούµενη διάλεξη µιλήσαµε για

πολλαπλασιασµό µητρώων-διανυσµάτων

πολλαπλασιασµό µητρώων : ορισµός µέσω γραµµικών συνδυασµών.

παραδείγµατα και ιδιαιτερότητες

εσωτερικό γινόµενο, ευκλείδειο µήκος και άλλες νόρµες διανύσµατος,
µοναδιαία διανύσµατα.

Σήµερα ϑα συζητήσουµε τα εξής :

εσωτερικά γινόµενα

καθετότητα και γωνίες διανυσµάτων

ισότητες και ανισότητες

πολλαπλασιασµός µητρώων : ερµηνεία µέσω εσωτερικών γινοµένων

αναστροφή και πολλαπλασιασµός

κανόνες πολλαπλασιασµού µητρώων

δυνάµεις µητρώου και πολυώνυµο µητρώου

γραµµική ανεξαρτησία και γραµµική εξάρτηση

υποµητρώα και συµβολισµοί
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης
Στην προηγούµενη διάλεξη µιλήσαµε για

πολλαπλασιασµό µητρώων-διανυσµάτων

πολλαπλασιασµό µητρώων : ορισµός µέσω γραµµικών συνδυασµών.

παραδείγµατα και ιδιαιτερότητες

εσωτερικό γινόµενο, ευκλείδειο µήκος και άλλες νόρµες διανύσµατος,
µοναδιαία διανύσµατα.

Σήµερα ϑα συζητήσουµε τα εξής :

εσωτερικά γινόµενα

καθετότητα και γωνίες διανυσµάτων

ισότητες και ανισότητες

πολλαπλασιασµός µητρώων : ερµηνεία µέσω εσωτερικών γινοµένων

αναστροφή και πολλαπλασιασµός

κανόνες πολλαπλασιασµού µητρώων

δυνάµεις µητρώου και πολυώνυµο µητρώου

γραµµική ανεξαρτησία και γραµµική εξάρτηση

υποµητρώα και συµβολισµοί
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Υπό συζήτηση ενότητες
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Καθετότητα, γωνίες

Καθετότητα / ορθογωνιότητα - γωνίες

Ορθογωνιότητα διανυσµάτων

Λέµε ότι δύο διανύσµατα a, b είναι κάθετα ή ορθογώνια µεταξύ τους αν
〈a, b〉 = 0.

Γωνία µεταξύ διανυσµάτων

Η γωνία µεταξύ των a και b ορίζεται ως η τιµή

φ := arccos

(
1

‖a‖2‖b‖2
〈a, b〉

)
.

Συχνά χρησιµοποιούµε απευθείας το συνηµίτονο cosφ = 1
‖a‖2‖b‖2

〈a, b〉

Ευκλείδεια απόσταση µεταξύ διανυσµάτων

Ορίζεται ως ‖a − b‖2. Εποµένως το µήκος ενός διανύσµατος a είναι η
απόστασή του από το 0.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Καθετότητα, γωνίες

Παρατηρήσεις
(Θεωρούµε ότι χρησιµοποιούµε την νόρµα ‖ · ‖2)

∆ίδονται σύµµορφα διανύσµατα a, b,

‖a + b‖2 = 〈a + b, a + b〉 = 〈a, a + b〉+ 〈b, a + b〉
= (〈a, a〉+ 〈a, b〉) + (〈b, a〉+ 〈b, b〉)
= ‖a‖2 + ‖b‖2 + 〈a, b〉+ 〈b, a〉
= ‖a‖2 + ‖b‖2 + 2<〈a, b〉

‖a − b‖2 = 〈a − b, a − b〉 = 〈a, a − b〉 − 〈b, a − b〉
= ‖a‖2 + ‖b‖2 − 〈a, b〉 − 〈b, a〉
= ‖a‖2 + ‖b‖2 − 2<〈a, b〉

Αν τα a, b είναι κάθετα µεταξύ τους, 〈a, b〉 = 0 εποµένως

‖a − b‖2 = ‖a + b‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2 Πυθαγόρειο ϑεώρηµα !
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Καθετότητα, γωνίες

Βασικές ισότητες και ανισότητες

Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz (CBS)

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ µε ισότητα ανν x = αy ή ένα από τα x, y µηδενικό.

Τριγωνική ανισότητα

‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

Κανόνας παραλληλογράµου

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

Πυθαγόρεια ταυτότητα

Αν x ⊥ y τότε ‖x ± y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Πολλαπλασιασµός µητρώων : ϑεώρηση µέσω εσωτερικών γινοµένων

Πολλαπλασιασµός µητρώων

(ϑεώρηση µέσω εσωτερικών γινοµένων)
Ο πολλαπλασιασµός του m× k µητρώου A µε το k × n µητρώο B γράφεται ως

C = AB

Το γινόµενο C είναι m× n και νοείται µόνον όταν το πλήθος στηλών του A

είναι ίσο µε το πλήθος γραµµών του B.

Μέσω εσωτερικών γινοµένων

Το στοιχείο στη ϑέση (i, j) του C είναι ίσο µε το εσωτερικό γινόµενο της
γραµµής i του A µε τη στήλη j του B.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Πολλαπλασιασµός µητρώων : ϑεώρηση µέσω εσωτερικών γινοµένων

Πολλαπλασιασµός µητρώων
(ϑεώρηση µέσω εσωτερικών γινοµένων)


γ1,1 γ1,2 · · · γ1,n

γ2,1 γ2,2 · · · γ2,n

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.
γm,1 γm,2 · · · γm,n

 =


α1,1 α1,2 · · · α1,k
α2,1 α2,2 · · · α2,k

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.
αm,1 αm,2 · · · αm,k





β1,1 β1,2 · · · β1,n

β2,1 β2,2 · · · β2,n

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

βk,1 βk,2 · · · βk,n



Γενικός τύπος

γi,j = αi,1β1,j + αi,2β2,j + · · · + αi,kβk,j

=
k∑

s=1

αi,sβs,j , για i = 1, ...,m και j = 1, ..., n.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Πολλαπλασιασµός µητρώων : ϑεώρηση µέσω εσωτερικών γινοµένων

Ιδιότητες
Για σύµµορφα A, B,C, ισχύει προσεταιριστική ιδιότητα ως προς τον
πολλαπλασιασµό µητρώων :

A(BC) = (AB)C

Ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα:

A(B + C) = AB + AC

Προσοχή (µία ακόµα ϕορά): Γενικά (όχι πάντα), δεν ισχύει η
αντιµεταθετική ιδιότητα, κάτι που οδηγεί σε σηµαντικές διαφορές του
λογισµού µητρώων από το λογισµό µε πραγµατικούς και µιγαδικούς.
Γενικά,

AB 6= BA

(A + B)2 = (A + B)(A + B) = (A + B)A + (A + B)B = A
2 + BA + AB︸ ︷︷ ︸

6=2AB

+B
2

(A + B)(A− B) = A
2 + BA− AB − B

2
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Πολλαπλασιασµός µητρώων : ϑεώρηση µέσω εσωτερικών γινοµένων

Παραδείγµατα 1/2

A =

(
1 0 1 1
0 0 2 2

)
, B =

 0 0
0 0
−1 3
1 −3


τότε

AB =

(
0 0
0 0

)
, BA =

 0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 5 5
1 0 −5 −5


Αν c = B(:, 1), τότε

Ac =

(
0
0

)
, ενώ το cA δεν ορίζεται !
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Πολλαπλασιασµός µητρώων : ϑεώρηση µέσω εσωτερικών γινοµένων

Παραδείγµατα 2/2

Αν

a = [1, 2], b =

[
3
4

]
,

τότε

ab = 1 · 3 + 2 · 4 = 11, ba =

(
3 · 1 3 · 2
4 · 1 4 · 2

)
=

(
3 6
4 8

)
,
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Αναστροφή µητρώων

Αναστροφή µητρώου

Το ανάστροφο ενός µητρώου A συµβολίζεται µε A
>. Το στοιχείο σε

κάθε ϑέση (i, j) του A
> είναι ίδιο µε το στοιχείο στη ϑέση (j, i) του A,

δηλ. (A>)ij = αji .

Αν A ∈ Rm×n, τότε A
> ∈ Rn×m.

Αν A ∈ Cm×n, το ερµιτιανό ανάστροφό του (ή συζυγές ανάστροφο)
συµβολίζεται A

∗ (ή ενίοτε µε A
H) και το στοιχείο στη ϑέση (i, j) είναι

(A∗)ij = (aji), όπου η γραµµή δηλώνει το µιγαδικό συζυγές·

΄Ενα µητρώο A ονοµάζεται συµµετρικό αν A = A
> και ερµιτιανό αν

A = A
∗.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Αναστροφή µητρώων

Παραδείγµατα

1 Το µητρώο A =

[
5 7
7 2

]
είναι συµµετρικό (και ερµιτιανό).

2 Το µητρώο A =

[
5 7 + j

7 + j 2

]
είναι µιγαδικό συµµετρικό αλλά όχι

ερµιτιανό.

3 Το µητρώο A =

[
5 7 + j

7− j 2

]
είναι ερµιτιανό (αλλά όχι συµµετρικό).
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Αναστροφή µητρώων

Αναστροφή γινοµένου µητρώων

Το ανάστροφο του γινοµένου είναι το γινόµενο των αναστρόφων σε
ανάστροφη ϕορά !

(AB)> = B
>

A
>

(AB)∗ = B
∗
A
∗

ΠΡΟΣΟΧΗ Γενικά (AB)> 6= A
>

B
>
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµική ανεξαρτησία

Γραµµική ανεξαρτησία διανυσµάτων

∆ύο µη µηδενικά διανύσµατα u, v αποκαλούνται γραµµικά ανεξάρτητα αν

αu + βv = 0⇔ α = β = 0

Γραµµική ανεξαρτησία διανυσµάτων

΄Ενα σύνολο µη µηδενικών διανυσµάτων U = {u1, ..., us} του διανυσµατικού
χώρου U αποκαλούνται γραµµικά ανεξάρτητα αν

n∑
j=1

αjuj = 0⇔ α1 = α2 = · · · = αs = 0.

Αν ένα σύνολο διανυσµάτων δεν είναι γραµµικά ανεξάρτητα, αποκαλούνται
«γραµµικά εξαρτηµένα».
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµική ανεξαρτησία

΄Ασκηση

∆ίνονται

A =

(
1 2 3
3 −2 −1

)
, B =

(
1 1
0 1

)
Να δείξετε αν µπορούν να υπολογιστούν τα παρακάτω και αν ναι να τα
υπολογίσετε :

AA,AA
>,A>A,AB, BA, B2,AA

> − B,AA
>

AA
>
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµική ανεξαρτησία

∆υνάµεις µητρώου

Για κάθε τετραγωνικό µητρώο A και ϑετικό ακέραιο k η k-οστή δύναµη του
A είναι το µητρώο που προκύπτει από τον πολλαπλασιασµό του A µε τον
εαυτό του, k ϕορές.

A
k = A · A · · ·A.

Επιπλέον A
0 = I.

Αντιστροφή και αρνητικές δυνάµεις : Θα δούµε σύντοµα ότι εφόσον ένα
τετραγωνικό µητρώο A ικανοποιεί τη συνθήκη της αντιστρεψιµότητας, τότε
µπορούµε να ορίσουµε και το µητρώο A

−1 για το οποίο ισχύει ότι

AA
−1 = A

−1
A = I.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµική ανεξαρτησία

Πολυώνυµα µητρώου

Ορισµός : ΄Εστω το πραγµατικό πολυώνυµο ϐαθµού m,

p(ζ) = γ0 + γ1ζ + · · ·+ γmζ
m.

Τότε για οποιοδήποτε µητρώο και µητρώο A ∈ Rn×n, το πολυώνυµο
p(A) ∈ Rn×n είναι το µητρώο

p(A) = γ0I + γ1A + · · ·+ γmA
m.

Σηµ. Ο ορισµός επεκτείνεται µε προφανή τρόπο σε µιγαδικά πολυώνυµα και
µητρώα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Υποµητρώα

΄
Εστω µητρώο A µεγέθους m× n και ϕυσικοί αριθµοί
1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ m και 1 ≤ j1 < j2 < ... < jl ≤ n. Τότε το µητρώο
µεγέθους k × l του οποίου το (µ, ν) στοιχείο είναι aiµ jν

αποκαλείται
υποµητρώο του A. Αν k = l και i1 = j1, ..., ik = jk τότε το µητρώο καλείται κύριο
(principal). Αν i1 = 1, ..., ik = k τότε το µητρώο καλείται αρχικό (leading).
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Τεµαχισµός, σύνθετα µητρώα, πλοκάδες (µπλοκ)

Συνηθίζεται να τεµαχίζουµε σε υποµητρώα µε διαδοχικές
γραµµές/στήλες (πλοκάδες).

Ενα µητρώο A µεγέθους m× n λέγεται πως είναι τεµαχισµένο σε
πλοκάδες (ή µπλοκ) όταν είναι γραµµένο ως

A =


A11 A12 · · · A1l

A21 A22 · · · A2l

...
...

. . .
...

Ak1 Ak2 · · · Akl


όπου Aij είναι mi × nj υποµητρώο του A.

Αν δυο µητρώα είναι σύµµορφα τεµαχισµένα (conformally

partitioned), τότε τα υποµητρώα που τα αποτελούν µπορούν να
χρησιµοποιηθούν σαν ϐαθµωτοί στο πλαίσιο πράξεων µητρώων αρκεί να
µην χρησιµοποιείται αντιµεταθετικότητα στον πολλαπλασιασµό µητρώων.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

΄Ενα µητρώο, έστω Α, µπορεί να τεµαχιστεί σε «υποµητρώα» µε διαµερισµό
κατά γραµµές ή και στήλες π.χ.(

α11 α12 α13
α21 α22 α23
α31 α32 α33

)
,

(
α11 α12 α13
α21 α22 α23
α31 α32 α33

)
,

(
α11 α12 α13
α21 α22 α23
α31 α32 α33

)
,(

α11 α12 α13
α21 α22 α23
α31 α32 α33

)
,

(
α11 α12 α13
α21 α22 α23
α31 α32 α33

)
,

(
α11 α12 α13
α21 α22 α23
α31 α32 α33

)
,

κ.λπ.
(Προσοχή: Ο διαµερισµός που µας ενδιαφέρει προς το παρόν διαπερνά το
µητρώο από άκρο σε άκρο.)
Μπορούµε να γράψουµε το καθένα παραπανω συνοπτικά µέσω των
πλοκάδων που το απαρτίζουν
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Μετά µπορούµε να γράψουµε(
A11 A12
A21 A22

)
=

(
α11 α12 α13
α21 α22 α23
α11 α12 α13

)

όπου

A11 = α11

A12 = (α12, α13)

A21 =

(
α21
α31

)
,

A22 =

(
α22 α23
α32 α33

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Ο τεµαχισµός δεν είναι µοναδικός ούτε κατ’ ανάγκη 2× 2. Μπορούµε
να επιλέξουµε πολλούς τεµαχισµούς (ό,τι ταιριάζει στην εφαρµογή µας).

Το παραπάνω µητρώο µπορεί να ϑεωρηθεί ότι είναι 2× 2 αν το δείτε
‘από πολύ µακριά’. Μόνον που το κάθε στοιχείο του είναι και αυτό
µητρώο. Αυτα τα υποµητρώα αναφέρονται συχνά και ως µπλοκ ενώ το
αρχικό µητρώο ϑα λέγεται σύνθετο.

Οι δείκτες των υποµητρώων αφορούν τη ϑέση τους στο σύνθετο
υποµητρώο.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Αν

A =

(
I I

0 I

)
όπου οι πλοκάδες είναι 2× 2 τότε

A =

 1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1


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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

B =



4 1 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 4 1 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 4 1 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 4 1 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 4 1
0 0 0 0 0 0 0 0 −1 2


,

B =


A 0 0 0 0
0 A 0 0 0
0 0 A 0 0
0 0 0 A 0
0 0 0 0 A

 , όπου A =

(
4 1
−1 2

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

B =



4 1 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 4 1 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 4 1 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 4 1 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 4 1
0 0 0 0 0 0 0 0 −1 2


,

B =

(
D 0 0
0 D 0
0 0 A

)
, όπου A =

(
4 1
−1 2

)
,D =

 4 1 0 0
−1 2 0 0
0 0 4 1
0 0 −1 2


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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Προσοχή: Τα 0 στο B είναι µηδενικά µητρώα και δεν έχουν όλα την ίδια
διάσταση !

Εκείνα που είναι στις ϑέσεις (2, 1), (3, 1), (1, 2), (1, 3) είναι 4× 4. Το 0
στη ϑέση (2, 3) είναι 4× 2 και το 0 στη ϑέση (3, 2) είναι 2× 4.

∆ιαγώνιο κατά πλοκάδες, µη οµοιόµορφος διαµερισµός.

όταν δεν είναι ακολουθεί από τις διαστάσεις των υπολοίπων µητρώων,
υποδεικνύπουµε τα µεγέθη

B =

(
D 04×4 04×2

04×4 D 04×2
02×4 02×4 A

)
,
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες



[
a11 a12
a21 a22

]
0 0

0

[
b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

]
0

0 0

[
c11 c12
c21 c22

]


=

(
A

B

C

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Πράξεις µεταξύ σύνθετων µητρώων

Μπορούµε να προβούµε σε πράξεις µε σύνθετα µητρώα,

1 εφόσον οι διαστάσεις όλων των επιµέρους υποµητρώων είναι συµβατές
για τις πράξεις,

2 (οπότε) οι διαστάσεις των αρχικών µητρώων είναι επίσης συµβατές.

3 εποµένως µπορούµε να εκφράσουµε το αποτέλεσµα ϐάσει πράξεων
µεταξύ των πλοκάδων που αποτελούν τα πολλαπλασιαζόµενα µητρώα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες


A1,1 + B1,1 · · · A1,K + B1,K

A2,1 + B2,1 · · · A2,K + B2,K

.

.

.
. . .

.

.

.
AM,1 + BM,1 · · · AM,K + BM,K

 =


A1,1 · · · A1,K

A2,1 · · · A2,K

.

.

.
. . .

.

.

.
AM,1 · · · AM,K

 +


B1,1 · · · B1,K

B2,1 · · · B2,K

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

BM,1 · · · BM,K


Προσοχή: υπό την προϋπόθεση ότι τα Ϲεύγη των υποµητρώων Ai,j , Bi,j είναι σύµµορφα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Πράξεις σύνθετων µητρώων : Παραδείγµατα
Πριν γράψαµε το B ως σύνθετο µητρώο µε πολλούς διαφορετικούς
τρόπους. Παρόλο, που η πράξη B + B είναι πάντα εφικτή, δεν είναι
δυνατόν να την εκφράσουµε ως πρόσθεση των παρακάτω εκφράσεων
ως σύνθετα µητρώα : π.χ. οι δυο εκδοχές του BD 0 0

0 D 0
0 0 A

 ,

(
E G

H F

)

όπου E =

(
D

0

)
, F = A, G =

(
0 0
D 0

)
, H = 0, F = (0,A).

ενώ

A =

(
I I

I D

)
,C =

(
D 0
I D

)

2A + C = A =

(
2I + D 2I

3I 3D

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Αναστροφή σύνθετων µητρώων

Προκειµένου για σύνθετα µητρώα, η αναστροφή ορίζεται όπως ϑα
περιµέναµε. Για παράδειγµα, αν έχει γίνει σωστά ο διαχωρισµός σε µπλοκ Aij

για το µητρώο A, τότε

A
> =


A
>
11 A

>
21 · · ·

A
>
12 A

>
22 · · ·

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...


Παράδειγµα

(
A11 A12
A21 A22

)>
=

(
1 2 3
4 5 6
7 8 9

)>
=

(
1 4 7
2 5 8
3 6 9

)
=

(
A
>
11 A

>
21

A
>
21 A

>
22

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Εφαρµογές στον πολλαπλασιασµό

Πολλαπλασιασµός µητρώου µε διάνυσµα

A = [a1, . . . , an] ∈ Rm×n
όπου ai ∈ Rm

και x =


ξ1
ξ2
...
ξn

 ∈ Rn,

Το πλήθος στηλών του A πρέπει να είναι ίσο µε το µέγεθος (πλήθος γραµµών)
του x

Το γινόµενο b του µητρώου A µε το διάνυσµα x , που γράφουµε απλά b = Ax

µπορεί να ϑεωρηθεί (ισοδύναµα) ότι είναι :
Παρένθεση/σχόλιο : Το σύµβολο «:» χρησιµοποιείται για να κατασκευάσουµε ή
και να επιλέξουµε στοιχεία ενός πίνακα (µεπτοµέρειες σε επόµενη διάλεξη),
Προς το παρόν να ϑεωρήσετε ότι A:,j είναι η στήλη j και Ai,: είναι η γραµµή i

του µητρώου A.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Εφαρµογές στον πολλαπλασιασµό

∆ύο ϑεωρήσεις

1η ϑεώρηση (κατά στήλες) µε γραµµικό συνδυασµό το διάνυσµα του
γραµµικού συνδυασµού των στηλών του A µε συντελεστές τα στοιχεία του x

b = ξ1A:,1 + · · ·+ ξnA:,n,∈ Rm,

2η ϑεώρηση (κατά γραµµές) µε εσωτερικά γινόµενα το διάνυσµα που
περιέχει για στοιχεία στις ϑέσεις i = 1, ...,m το εσωτερικό γινόµενο της
γραµµής i του A µε το x

Ax =


A1,:x

A2,:x

...
Am,:x


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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Εφαρµογές στον πολλαπλασιασµό

Και στις δύο περιπτώσεις το αποτέλεσµα είναι

b =


α11 · ξ1 + α12 · ξ2 + · · ·+ α1nξn

α21 · ξ1 + α22 · ξ2 + · · ·+ α2n

...
αm1 · ξ1 + αm2 · ξ2 + · · ·+ αmn


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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Εφαρµογές στον πολλαπλασιασµό

Παράδειγµα

A =

(
9 8 7
6 5 4

)
, x =

(
3
2
1

)
,

Με γραµµικό συνδυασµό

3 ·
(

9
6

)
+ 2 ·

(
8
5

)
+ 1 ·

(
7
4

)
.

Με εσωτερικά γινόµενα

Ax =

(
50
32

)
=

(
9 · 3 + 8 · 2 + 7 · 1
6 · 3 + 5 · 2 + 4 · 1

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Εφαρµογές στον πολλαπλασιασµό

Πολλαπλασιασµός µητρώων

Ως γενίκευση πολλαπλασιασµού µητρώου επί διάνυσµα Αν A είναι m× k και
το B είναι k × n τότε

C = AB = A(B:,1, · · · , B:,n)
= (AB:,1, · · · ,AB:,n)

που είναι m× n.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Εφαρµογές στον πολλαπλασιασµό

Εναλλακτικά

AB =

A1,:
...

Am,:

 (B:,1, . . . , B:,n) =

A1,:B:,1 · · · A1,:B:,n

· · ·
... · · ·

Am,:B:,1 · · · Am,:B:,n


εναλλακτικά

AB = (A:,1, . . . ,A:,k)

B1,:
...

Bk,:

 = A:,1B1,: + · · ·+ A:,kBk,:

42 / 48



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Εφαρµογές στον πολλαπλασιασµό

Παράδειγµα : πολλαπλασιασµος σύνθετων µητρώων

Εφόσον οι τεµαχισµοί είναι σύµµορφοι,

(
B11C11 + B12C21 B11C12 + B12C22
B21C11 + B22C21 B21C12 + B22C22

)
=

(
B11 B12
B21 B22

)
.

(
C11 C12
C21 C22

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Εφαρµογές στον πολλαπλασιασµό

Πολλαπλασιασµός µητρώων
Θεώρηση µέσω των σύνθετων µητρώων



C1,1 C1,2 · · · C1,N

C2,1 C2,2 · · · C2,N

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.

CM,1 CM,2 · · · CM,N

 =


A1,1 A1,2 · · · A1,K

A2,1 A2,2 · · · A2,k

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.

AM,1 AM,2 · · · AM,K





B1,1 B1,2 · · · B1,N

B2,1 B2,2 · · · B2,N

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.

BK,1 BK,2 · · · BK,N



Γενικός τύπος

Ci,j = Ai,1B1,j + Ai,2B2,j + · · · + Ai,K BK,j

=
k∑

s=1

Ai,sBs,j , για i = 1, ...,M και j = 1, ..., N

Προσοχή: Για εγκυρότητα πρέπει οι διαστάσεις των υποµητρώων που πολλαπλασιάζονται να είναι συµβατές και οι όροι που

αθροίζονται να είναι σύµµορφοι !
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υποµητρώα και πλοκάδες

Εφαρµογές στον πολλαπλασιασµό

A =

(
α11 α12 α13
α21 α22 α23
α31 α32 α33

)
, B =

(
β11 β12 β13
β21 β22 β23
β31 β32 β33

)
,

C =

(
γ11 γ12 γ13
γ21 γ22 γ23
γ31 γ32 γ33

)
, D =

(
δ11 δ12 δ13
δ21 δ22 δ23
δ31 δ32 δ33

)

τα παραπάνω µητρώα µπορούν να πολλαπλασιαστούν µεταξύ τους χωρίς
πρόβληµα

αν όµως ϑέλουµε να εκφράσουµε τα γινόµενα µέσω επιµέρους
πράξεων των υποµητρώων που τα απαρτίζουν, από τους παρακάτω
πολλαπλασιασµούς ποιοί είναι έγκυροι ; (να εξηγήσετε)

AA AB AC AD BB BC BD CC CD DD
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Υποµητρώα και πλοκάδες

Εφαρµογές στον πολλαπλασιασµό

Βιβλιογραφία I

G. Strang.

Εισαγωγή στη Γραµµική ΄Αλγεβρα.

Εκδόσεις Πανεπιστηµιου Πατρών, 2006.
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Υποµητρώα και πλοκάδες

Εφαρµογές στον πολλαπλασιασµό

Σηµείωµα Αναφοράς

Copyright Πανεπιστήµιο Πατρών - Ευστράτιος Γαλλόπουλος 2015

‘‘Γραµµική ΄Αλγεβρα’’, ΄Εκδοση : 1.0, Πάτρα 2014-2015.
∆ιαθέσιµο από τη δικτυακή διεύθυνση :

https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1097/
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Τέλος Ενότητας
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