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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης
Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται
ϱητώς.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας
∆ιανύσµατα και Γραµµικοί Συνδιασµοί
Νόρµες ∆ιανυσµάτων και Εσωτερικά Γινόµενα
Κανόνες για πράξεις Μητρώων
Ανάστροφοι και Αντίστροφοι
Μεταθέσεις
Τεµαχισµός
Εφαρµογές
• Γραφήµατα και ∆ίκτυα
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση
Ιδιαιτερότητες σε σχέση µε την αριθµητική ϐαθµωτών

2 Εσωτερικό γινόµενο και νόρµες διανυσµάτων

3 Εσωτερικό γινόµενο
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης
Στην προηγούµενη διάλεξη µιλήσαµε για

Τα ∆ιαδικαστικά. Τα ΓΙΑΤΙ και τα ΤΙ του µαθήµατος. Οι δυσκολίες. Η
Γραµµική ΄Αλγεβρα σαν σκάκι.
Οι πρωταγωνιστές : Μητρώα και διανύσµατα. Τα πιόνια : οι ϐαθµωτοί. Οι
πολλαπλές προσωπικότητες (Μητρώα ως παράταξη διανυσµάτων ή
ϐαθµωτών, τα διανύσµατα ως παράταξη ϐαθµωτών ή ως εκφυλισµένα
διανύσµατα, οι ϐαθµωτοί ως εκφυλισµένα µητρώα, κ.λπ.).
Συµβολισµός Householder.
Ειδικά διανύσµατα : Τα ej . Ειδικά µητρώα : Μηδενικά, Ταυτοτικά, ∆ιαγώνια,
Τριγωνικά. Η ¨πράξη¨ της αναστροφής.
Απλή αριθµητική: ΄Αθροιση µητρώων, πολλαπλασιασµός µε ϐαθµωτό.
Γραµµικός συνδυασµός και διάνοιγµα διανυσµάτων.
Πολλαπλασιασµός µητρώου µε διάνυσµα, π.χ. Bv και u

>
B: ορισµός

µέσω γραµµικών συνδυασµών. Συνθήκη διαστάσεων για να είναι
επιτρεπτός ο πολλαπλασιασµός.

Σήµερα ϑα συζητήσουµε τα εξής :

Πολλαπλασιασµός µητρώων (συνέχεια)

Παραδείγµατα

Πολλαπλασιασµός µητρώων : ορισµός µέσω γραµµικών συνδυασµών.

Εσωτερικό γινόµενο, ευκλείδειο µήκος και άλλες νόρµες διανύσµατος,
µοναδιαία διανύσµατα.

Εσωτερικό γινόµενο : Καθετότητα, γωνία µεταξύ διανυσµάτων, ιδιότητες.

5 / 27



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης
Στην προηγούµενη διάλεξη µιλήσαµε για

Τα ∆ιαδικαστικά. Τα ΓΙΑΤΙ και τα ΤΙ του µαθήµατος. Οι δυσκολίες. Η
Γραµµική ΄Αλγεβρα σαν σκάκι.
Οι πρωταγωνιστές : Μητρώα και διανύσµατα. Τα πιόνια : οι ϐαθµωτοί. Οι
πολλαπλές προσωπικότητες (Μητρώα ως παράταξη διανυσµάτων ή
ϐαθµωτών, τα διανύσµατα ως παράταξη ϐαθµωτών ή ως εκφυλισµένα
διανύσµατα, οι ϐαθµωτοί ως εκφυλισµένα µητρώα, κ.λπ.).
Συµβολισµός Householder.
Ειδικά διανύσµατα : Τα ej . Ειδικά µητρώα : Μηδενικά, Ταυτοτικά, ∆ιαγώνια,
Τριγωνικά. Η ¨πράξη¨ της αναστροφής.
Απλή αριθµητική: ΄Αθροιση µητρώων, πολλαπλασιασµός µε ϐαθµωτό.
Γραµµικός συνδυασµός και διάνοιγµα διανυσµάτων.
Πολλαπλασιασµός µητρώου µε διάνυσµα, π.χ. Bv και u

>
B: ορισµός

µέσω γραµµικών συνδυασµών. Συνθήκη διαστάσεων για να είναι
επιτρεπτός ο πολλαπλασιασµός.

Σήµερα ϑα συζητήσουµε τα εξής :

Πολλαπλασιασµός µητρώων (συνέχεια)

Παραδείγµατα

Πολλαπλασιασµός µητρώων : ορισµός µέσω γραµµικών συνδυασµών.

Εσωτερικό γινόµενο, ευκλείδειο µήκος και άλλες νόρµες διανύσµατος,
µοναδιαία διανύσµατα.

Εσωτερικό γινόµενο : Καθετότητα, γωνία µεταξύ διανυσµάτων, ιδιότητες.

5 / 27



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπό συζήτηση ενότητες
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Σηµαντικές παρατηρήσεις

(
1
1

)
=

(
1 2
3 4

)
·
(
−1
1

)
, (2 2) = (−1 1) ·

(
1 2
3 4

)
Για να είναι έγκυρος ο πολλαπλασιασµός πρέπει να υπάρχουν

στοιχεία στις κατάλληλες ϑέσεις.
Στην 1η περίπτωση το δεξιό διάνυσµα-στήλη πρέπει να έχει όσες
γραµµές είναι οι στήλες του µητρώου.
Στην 2η περίπτωση το αριστερό διάνυσµα-γραµµή πρέπει να έχει όσες
στήλες είναι οι γραµµές του µητρώου.
Πρόταση

Αν το A είναι m× k και το B είναι k̂ × n τότε ο πολλαπλασιασµός AB

είναι έγκυρος αν και µόνον αν k = k̂ , οπότε το αποτέλεσµα ϑα είναι
m× n.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Παρατηρήσεις I
Είδαµε ότι ο πολλαπλασιασµός εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός π.χ. c = Ax

όπου A =

(
1 2
3 4

)
, x =

(
−1
1

)
.

(
1
1

)
= (−1) ·

(
1
3

)
+ 1 ·

(
2
4

)
=

(
1 2
3 4

)
·
(
−1
1

)
αλλά ϑα µπορούσαµε να γράψουµε και(

1
1

)
= 1 ·

(
2
4

)
+ (−1) ·

(
1
3

)
=

(
2 1
4 3

)
·
(

1
−1

)
∆ηλαδή

c = Ax = Âx̂, όπου Â =

(
2 1
4 3

)
, x̂ =

(
1
−1

)
Τα µητρώα A, Â και τα διανύσµατα x, x̂ σχετίζονται µεταξύ τους :

Το Â έχει προέλθει από εναλλαγή της στήλης 1 µε 2 του A.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Παρατηρήσεις II

Το x̂ έχει προέλθει από εναλλαγή της γραµµής 1 µε 2 του x .

Οι εναλλαγές αυτές µπορούν να κωδικοποιηθούν µέσω ενός µητρώου µετάθεσης και
πολλαπλασιασµούς µε αυτό :
Μητρώο µετάθεσης (η ειδική περίπτωση εδώ καλείται και µητρώο εναλλαγής)

P =

(
0 1
1 0

)
= (e2 e1) =

(
e2>
e
>
1

)
Επαληθεύστε ότι :

x̂ = Px και Â = AP

Παρατήρηση : Γράφουµε AP εννοώντας τον πολλαπλασιασµό του µητρώου A µε το µητρώο P.
Αυτή τη στιγµή ϑεωρήστε αυτό ως τις στήλες που προκύπτουν από τον πολλαπλασιασµό του A µε
τις στήλες του P = (e1, e2). ∆ηλ. η 1η στήλη του Â είναι το Ae1 και η 2η στήλη του Â είναι το A2.
Συνοπτικά Â = (Ae1,Ae2).
Προσοχή: Επαληθεύστε ότι όταν το µητρώο µετάθεσης πολλαπλασιάζει από τα αριστερά (δεξιά),
γίνεται µετάθεση των γραµµών (στηλών).
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Πολλαπλασιασµός µητρώων

Πώς πολλαπλασιάζουµε µητρώα µεταξύ τους ; α) ο πολλαπλασιασµός δεν
είναι πάντα έγκυρος. ϐ) ΄Οταν είναι, υπάρχουν πολλές ισοδύναµες ερµηνείες.

(
−1 −3
−2 −4

)(
1 2
3 4

)
1) Το αριστερό µητρώο επί κάθε διάνυσµα-στήλη του δεξιού µητρώο(

−10 −14
−14 −20

)
=

(
−1 −3
−2 −4

)(
1 2
3 4

)
γιατί (

−10
−14

)
=

(
−1 −3
−2 −4

)(
1
3

)
,

(
−14
−20

)
=

(
−1 −3
−2 −4

)(
2
4

)
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Υπενθύµιση
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(
−1 −3
−2 −4

)(
1 2
3 4

)
2) Κάθε διάνυσµα-γραµµή του αριστερού µητρώου επί το δεξιό µητρώο(

−10 −14
−14 −20

)
=

(
−1 −3
−2 −4

)(
1 2
3 4

)
γιατί

(−10 −14) = (−1 −3)

(
1 2
3 4

)
, (−14 −20) = (−2 −4)

(
1 2
3 4

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιαιτερότητες σε σχέση µε την αριθµητική ϐαθµωτών

Πολλαπλασιασµός µητρώων

(
−10 −14
−14 −20

)
=

(
−1 −3
−2 −4

)(
1 2
3 4

)
Ονοµάζουµε τα παραπάνω µητρώα A, B και το γινόµενο C οπότε
γράφουµε C = AB.
Μπορούµε να υπολογίσουµε το BA;

1 Το πλήθος στηλών του B είναι όσες οι γραµµές του A άρα ο
πολλαπλασιασµός είναι έγκυρος.

2 Με τι ισούται ; Χρησιµοποιώντας οποιαδήποτε από τις παραπάνω
µεθόδους :(

−5 −11
−11 −25

)
=

(
1 2
3 4

)(
−1 −3
−2 −4

)
ΠΡΟΣΕΞΤΕ Γενικά AB 6= BA. ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ Η ΑΝΤΙΜΕΤΑΘΕΤΙΚΗ Ι∆ΙΟΤΗΤΑ !
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιαιτερότητες σε σχέση µε την αριθµητική ϐαθµωτών

Αλυσίδα πολλαπλασιασµών - Προσεταιριστική ιδιότητα ΟΚ

∆ίδονται µητρώα A, B,C, τέτοια ώστε το A, B να µπορούν να
πολλαπλασιαστούν και το ίδιο το C µε το AB, τότε

(A · B) · C = A · (B · C)

και µε αντίστοιχους όρους ϑα µπορούσαµε να πολλαπλασιάσουµε

F = (((A · B) · C) · D) · E

µε όποια σειρά ϑέλουµε όσον αφορά στις παρενθέσεις. Για παράδειγµα

F = A · (B · (C · (D · E)))

΄Οµως απαγορεύεται να αλλάξουµε τη σειρά των µητρώων στο γινόµενο ! π.χ.

(((A · B) · C) · D) · E 6= (((B · A) · C) · D) · E

12 / 27



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιαιτερότητες σε σχέση µε την αριθµητική ϐαθµωτών

Ιδιαιτερότητες

Θυµηθείτε Αν α 6= 0 και β 6= 0 τότε αβ 6= 0.

(
1 −1
2 −2

)(
1 −3
1 −3

)
=

(
0 0
0 0

)
ΠΡΟΣΕΞΤΕ µπορεί να ισχύει ότι AB = 0 ενώ A 6= 0 και B 6= 0.
... και επιβεβαιώνοντας την έλλειψη αντιµεταθετικότητας :(

1 −3
1 −3

)(
1 −1
2 −2

)
=

(
−5 5
−5 5

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιαιτερότητες σε σχέση µε την αριθµητική ϐαθµωτών

Ιδιαιτερότητες

Αν α 6= 0 και αβ = αγ τότε β = γ.

(
1 −1
2 −2

)(
1 0
0 −3

)
=

(
1 −1
2 −2

)(
0 3
−1 0

)
ΠΡΟΣΕΞΤΕ µπορεί να ισχύει ότι AB = AC ενώ B 6= C.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Εσωτερικό γινόµενο και νόρµες διανυσµάτων

Ορολογία

Πραγµατικό διάνυσµα = ∆ιάνυσµα µε στοιχεία που λαµβάνουν
πραγµατικές τιµές

Μιγαδικό διάνυσµα = ∆ιάνυσµα µε στοιχεία που λαµβάνουν µιγαδικές
τιµές

Ο πραγµατικός ευκλείδειος χώρος, Rn, αποτελείται από το σύνολο των
n-άδων (n-tuples) πραγµατικών αριθµών, (το σύµβολο “ :′′ σηµατοδοτεί
ορισµό του αριστερού µέλους µε το δεξιό):

Rn := R× R× · · · × R = {(α1, α2, . . . , αn)|α1 ∈ R, . . . , αn ∈ R}

Ορίζουµε επίσης το

Cn := C× C× · · · × C = {(α1, α2, . . . , αn)|α1 ∈ C, . . . , αn ∈ C}

Στη συνέχεια ϑεωρούµε ότι όλα τα διανύσµατα στα οποία αναφερόµαστε είναι
σύµµορφα άρα µπορούν να συνδυαστούν γραµµικά.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Εσωτερικό γινόµενο και νόρµες διανυσµάτων

Εσωτερικό γινόµενο : µικρή υπενθύµιση από τη Φυσική

Στον Ευκλείδειο χώρο 2 διαστάσεων : Αν

a =

(
α1
α2

)
, b =

(
β1
β2

)
Αν a, b ∈ R2 τότε

〈a, b〉 = α1β1 + α2β2

Ορολογία : Από διανύσµατα παράγεται ϐαθµωτός. Το εσωτερικό γινόµενο
λέγεται επίσης ϐαθµωτό γινόµενο ή στικτό γινόµενο. (που είναι µεταφράσεις
των inner, scalar, dot product αντίστοιχα.)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Εσωτερικό γινόµενο και νόρµες διανυσµάτων

Εσωτερικό γινόµενο, µήκος, µοναδιαίο διάνυσµα
Εσωτερικό (ή ϐαθµωτό) γινόµενο

Ορίζεται ως οποιαδήποτε ϐαθµωτή συνάρτηση 〈 , 〉 (δηλ. το αποτέλεσµα είναι
ϐαθµωτός) ενός διατεταγµένου Ϲεύγους διανυσµάτων (a, b) ικανοποιεί τις
εξής ιδιότητες :

〈a, b〉 = 〈b, a〉
〈ξ1a1 + ξ2a2, b〉 = ξ1〈a1, b〉+ ξ2〈a2, b〉

〈a, a〉 ≥ 0 και 〈a, a〉 = 0⇔ a = 0

Μήκος πραγµατικού διανύσµατος

Το µήκος διανύσµατος a (επίσης, ‘ευκλείδεια νόρµα’ ή ‘νόρµα-2’) ορίζεται
ως1.

‖a‖ :=
√
〈a, a〉

1Προσέξτε : από αυτά που είδαµε για το εσωτερικό γινόµενο, το όρισµα ϑα είναι
πραγµατικός µη αρνητικός αριθµός. Επίσης εδώ εννοείται η ϑετική τετραγωνική ϱίζα. 17 / 27
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Εσωτερικό γινόµενο και νόρµες διανυσµάτων

Εσωτερικό γινόµενο στον Ευκλείδειο χώρο

Αν V = R3 τότε τα διανύσµατα είναι της µορφής

a =


α1
α2

...
αn

 , b =


β1
β2
...
βn


και ορίζουµε το εσωτερικό γινόµενο ως το ϐαθµωτό

〈a, b〉 = α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn

Στο λογισµό µητρώων : Γράφουµε a
>

b όπου τα a, b είναι διανύσµατα (στή-
λες).

΄Ασκηση : Να επαληθεύσετε ότι ο παραπάνω τύπος ικανοποιεί τις ιδιότητες του
εσωτερικού γινοµένου.
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Εσωτερικό γινόµενο και νόρµες διανυσµάτων

Μαθηµατικές παρατηρήσεις

΄Εστω ότι υπάρχει κάποιος ‘χώρος’2 V από τον οποίο αντλούµε διανύσµατα.
Επίσης συµβολίζουµε µε R+ τους πραγµατικούς µη αρνητικούς αριθµούς.

΄Οταν τα διανύσµατα είναι πραγµατικά, προσέξτε ότι ισχύουν οι παρακάτω
ιδιότητες για τη συνάρτηση 〈·, ·〉 : V × V → R:

συµµετρία
γραµµικότητα ως προς κάθε µεταβλητή (διγραµµικότητα)
αυστηρή ϑετικότητα του 〈a, a〉 για κάθε µη µηδενικό a.

Πιο γενικά, η νόρµα (‖ · ‖) µπορεί να ϑεωρηθεί ως συνάρτηση
‖ · ‖ : V → R+ για την οποία ισχύει ότι ‖x‖ ≥ 0 για κάθε x στο χώρο και
ότι ‖x‖ = 0⇔ x = 0.

2Σύντοµα ϑα δούµε τι χώρος είναι αυτός (γραµµικός διανυσµατικός χώρος)
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Εσωτερικό γινόµενο και νόρµες διανυσµάτων

Προσοχή στο σώµα ορισµού και στο είδος της νόρµας!

Ποιό είναι το µήκος του x = [4,−1,
√

8];

‖x‖ =
√
〈x, x〉 > =

√
42 + 1 + 8 = 5

΄Οµως υπάρχουν και άλλες νόρµες : ‖x‖1 = |4|+ | − 1|+ |
√

8|,
‖x‖∞ = max{|4|, | − 1|, |

√
8|} = 4.

Γενικότερα ‖x‖p = (|ξ1|p + · · ·+ |ξn|p)1/p για ϑετικό ακέραιο p

‖x‖0 = (# µη µηδενικών στοιχείων του x)

Η περίπτωση των µιγαδικών διανυσµάτων : Ποια είναι η Ευκλείδεια νόρµα του
x = [1, ι];

Είναι
√

1 + ι2;

ΟΧΙ γιατί τότε ϑα είχε µηδενική νόρµα-2 !!! (αντιβαίνει στον κανόνα ότι το
µόνο το µηδενικό διάνυσµα έχει µηδέν νόρµα).

Για να αποφευχθεί αυτό το πρόβληµα, ο ορισµός του εσωτερικού
γινοµένου στον ευκλείδειο µιγαδικό χώρο είναι λίγο διαφορετικός.

Βλ. επόµενη διαφάνεια και σελ. 614-615 του ϐιβλίου.
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Εσωτερικό γινόµενο και νόρµες διανυσµάτων

Στον Ευκλείδειο χώρο
Για πραγµατικά διανύσµατα (δηλ. διανύσµατα µε πραγµατικά στοιχεία)

〈a, b〉 :=
n∑

j=1

αjβj

‖a‖ =

(
n∑

j=1

α2
j

)1/2

Για µιγαδικά διανύσµατα (δείτε και παρακάτω)

〈a, b〉 :=
n∑

j=1

αjβj

‖a‖ =

(
n∑

j=1

|αj |2
)1/2
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Εσωτερικό γινόµενο και νόρµες διανυσµάτων

Μοναδιαίο διάνυσµα

Μοναδιαίο αποκαλείται κάθε διάνυσµα µήκους 1. Οποιοδήποτε µη µηδενικό
διάνυσµα µπορεί να «κανονικοποιηθεί» ώστε να παραχθεί ένα «συγγραµµικό»
διάνυσµα µήκους 1:

â =
1

‖a‖
a

Παράδειγµα : Αν a = [3, 4]> τότε

â =
1

‖a‖
a =

1√
5

a =
1

5

(
3
4

)
=

(
3
5
4
5

)
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Εσωτερικό γινόµενο

Ιδιότητες

Συµµετρία 〈a, b〉 = 〈b, a〉
∆ιγραµµικότητα 〈ξ1a1 + ξ2a2, b〉 = ξ1〈a1, b〉+ ξ2〈a2, b〉

Θετικότητα 〈a, a〉 ≥ 0 και ισότητα µε 0 αν και µόνον αν a = 0.

Εσωτερικό γινόµενο στον Ευκλείδειο χώρο

Για πραγµατικά διανύσµατα (δηλ. διανύσµατα µε πραγµατικά στοιχεία)

〈a, b〉 :=
n∑

j=1

αjβj

‖a‖ =

 n∑
j=1

α2
j

1/2

Για µιγαδικά διανύσµατα (δείτε και παρακάτω)

〈a, b〉 :=
n∑

j=1

αjβj

‖a‖ =

 n∑
j=1

|αj |2
1/2

23 / 27



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Εσωτερικό γινόµενο

Στον µιγαδικό ευκλείδειο χώρο Cn

Ο χώρος που αποτελείται από το σύνολο των σηµείων (n-tuples) του
Καρτεσιανού γινοµένου

Cn := C× C× · · · × C = {(α1, α2, . . . , αn)|α1 ∈ C, . . . , αn ∈ C}

Τότε

〈a, b〉 :=
n∑

j=1

αjβ j

Προσέξτε ότι η παραπάνω τροποποίηση είναι απαραίτητη, ειδάλλως µπορεί να
ισχύει ότι 〈a, a〉 < 0, κάτι που δεν ϑέλουµε. Για παράδειγµα, αν
χρησιµοποιούσαµε τον ορισµό για τα πραγµατικά διανύσµατα για το διάνυσµα
a = [ι, 0], τότε ϑα είχαµε για µήκος τη τετραγωνική ϱίζα του ι · ι+ 0 = −1.
Με τον τροποποιηµένο ορισµό, 〈a, a〉 = (−ι)ι+ 0 = 1 εποµένως δεν
υπάρχει πρόβληµα (προκύπτει ότι ‖a‖ = 1.)
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Εσωτερικό γινόµενο

Βιβλιογραφία I

G. Strang.

Εισαγωγή στη Γραµµική ΄Αλγεβρα.

Εκδόσεις Πανεπιστηµιου Πατρών, 2006.
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Εσωτερικό γινόµενο

Σηµείωµα Αναφοράς

Copyright Πανεπιστήµιο Πατρών - Ευστράτιος Γαλλόπουλος 2015
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Εσωτερικό γινόµενο

Τέλος Ενότητας
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