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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης
Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται
ϱητώς.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας
∆ιανύσµατα και Γραµµικοί Συνδιασµοί
Νόρµες ∆ιανυσµάτων και Εσωτερικά Γινόµενα
Κανόνες για πράξεις Μητρώων
Ανάστροφοι και Αντίστροφοι
Μεταθέσεις
Τεµαχισµός
Εφαρµογές
• Γραφήµατα και ∆ίκτυα
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Γραµµικός συνδυασµός και διάνοιγµα

2 Πολλαπλασιασµός µητρώων
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

ΚΑΛΩΣ ΗΡΘΑΤΕ

5 / 42



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Πηγές
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Η Γραµµική ΄Αλγεβρα σαν σκάκι
... παίκτες, πιόνια, πίνακες, και κανόνες
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα
Ενότητα 1
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Ορολογία της περιοχής

∆ιανύσµατα και διανυσµατικοί χώροι

υπόχωροι, γραµµική ανεξαρτησία, ϐάσεις, διάσταση

Μητρώα ή µητρώα (ενίοτε πίνακες)

αλγεβρικές πράξεις, «ειδικός» πολλαπλασιασµός

Γεωµετρία

αντιστοιχίσεις στο ‘χώρο’, αναλυτική γεωµετρία

Λογισµός µητρώων

Πράξεις, συναρτήσεις, διαφορικός λογισµός
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Leibnitz (1679)

... ∆εν είµαι ακόµα ικανοποιηµένος µε την άλγεβρα γιατί δεν

οδηγεί στις ϐραχύτερες µεθόδους και στις πιο όµορφες

κατασκευές στη γεωµετρία. ... Πιστεύω ότι όσον αφορά στη

γεωµετρία, χρειάζεται ακόµα µια ανάλυση που είναι

γεωµετρική ή γραµµική και που εκφράζει άµεσα τη ϑέση

όπως η άλγεβρα εκφράζει άµεσα το µέγεθος.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γεωµετρική ερµηνεία µιγαδικών

Caspar Wessel (1745-1818) ‘‘On the Analytic Representation of
Direction’’, 1799

Η παρούσα προσπάθεια αναφέρεται στο ερώτηµα, πώς να

αναπαραστήσουµε την κατεύθυνση (direction) αναλυτικά ...

... ∆ύο ευθύγραµµα τµήµατα προστίθενται αν τις ενώσουµε

έτσι ώστε η δεύτερη γραµµή να αρχίζει εκεί που τελειώνει η

πρώτη και µετά σχηµατίσουµε το ευθύγραµµο τµήµα που

συνδέει την αρχή της πρώτης γραµµής µε το τέλος της

δεύτερης.

Argand (1806): Essai sur une maniere de representer les quantites
imaginaires dans les constructions geometriques γεωµετρία µιγαδικών
και πράξεών τους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Αριθµοί σε 4 διαστάσεις
Τα τετραδόνια quaternions του Hamilton

In the THEORY OF SINGLE NUMBERS, the symbol
√
−1 is

absurd, and denotes an IMPOSSIBLE EXTRACTION, or a

merely IMAGINARY NUMBER; but in the THEORY OF

COUPLES, the same symbol
√
−1 is significant, and denotes

a POSSIBLE EXTRACTION, or a REAL COUPLE, namely ... the

principal square root of the couple (−1, 0). In the latter

theory, therefore, though not in the former, this sign may be

properly employed; and we may write, if we choose, for any

couple (a1, a2) whatever (a1, a2) = a1 + a2
√
−1 ... ‘‘Theory

of conjugate functions, or algebraic couples’’ (1837)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιανύσµατα

∆ιανύσµατα ως γεωµετρικά αντικείµενα

Σηµεία στο «χώρο»

Κατευθυνόµενα ευθύγραµµα τµήµατα

Ενδεχοµένως δείχνουν από συγκεκριµένη «αρχή» σε ένα άκρο

∆ιανυσµατικός λογισµός
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Πολλαπλές παράλληλες υπάρξεις των πρωταγωνιστών

Οι πρωταγωνιστές του παιχνιδιού συνυπάρχουν : αριθµητική

(διατεταγµένη n-άδα αριθµών, πίνακας m× n αριθµών),

γεωµετρική (σηµείο στο χώρο, ποσότητα µε κατεύθυνση και

µήκος), αφηρηµένη (στοιχείο ειδικού συνόλου που ονοµάζεται

διανυσµατικός χώρος, γραµµικός µετασχηµατισµός).

Τρόποι περιγραφής στη Γραµµική ΄Αλγεβρα [Ηιλ00]

Γεωµετρικός : µε τη γλώσσα και τις έννοιες του γνωστού Ευκλείδειου χώρου
(2 ή 3 διαστάσεις): κατευθυνόµενο ευθύγραµµο τµήµα,
σηµείο, γραµµή, επίπεδο, γεωµετρικός µετασχηµατισµός.

Αλγεβρικός : µε τη γλώσσα και τις έννοιες της ϑεωρίας εξειδικευµένης
στον Rn ή Cn: π.χ. n-άδες, µήτρες/µητρώα, λύσεις γραµµικού
συστήµατος, χώρος γραµµών, χώρος στηλών.

Αφαιρετικός : µε τη γλώσσα και τις έννοιες της γενικής ϑεωρίας : π.χ.
διανυσµατικος χώρος, υπόχωρος, γραµµικό διάνοιγµα,
διάσταση, τελεστής, πυρήνας.

19 / 42



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Πρωταγωνιστές : Μητρώα ή Μήτρες
Το είναι ; Συστοιχία (mn-άδα) στοιχείων, αi,j , από µία αλγεβρική δοµή.
(΄Ενας αλγεβριστής ϑα έλεγε, για να είναι όσο γενικοί ϑέλουν να είναι
οι Μαθηµατικοί, ότι τα στοιχεία προέρχονται από έναν αντιµεταθετικό
δακτύλιο ή από ένα σώµα. Εδώ αρκεί να σκέφτεστε πραγµατικούς ή
µιγαδικούς αριθµούς, οπότε τα στοιχεία ανήκουν στο R ή στο C.1 Τα
στοιχεία δεικτοδοτούνται µε 2 δείκτες (συνήθως υποδείκτες) και
γράφονται σε µορφή πίνακα m γραµµών, n στηλών :

A =


α1,1 α1,2 · · · α1,n

α2,1 α2,2 · · · α2,n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
αm,1 αm,2 · · · αm,n


1Το σύνολο των πραγµατικών µε τις πράξεις + και · και τους κανόνες που τις διέπουν

είναι µία περίπτωση αλγεβρικού σώµατος. Το ίδιο και οι µιγαδικοί.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Λέµε ότι το A είναι ένα µητρώο m γραµµών και n στηλών, ή ένα
µητρώο µεγέθους m× n.

΄Οταν αναφερόµαστε στη ϑέση ενός στοιχείου στον πίνακα (π.χ.
µε δείκτες), πρώτα αναφέρουµε τη γραµµή και µετά τη στήλη. ΄Ετσι
γίνεται και η δεικτοδότηση.

Τα αi,j λέγονται τα στοιχεία ή οι συνιστώσες του µητρώου.

Πολλές ϕορές χρησιµοποιούµε το συµβολισµό [αi,j ]m,n.

Αν δύο µητρώα έχουν το ίδιο πλήθος γραµµών και το ίδιο πλήθος
στηλών ϑα τα ονοµάζουµε σύµµορφα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Αν το µητρώο έχει µόνο µία γραµµή (m = 1) ή µία µόνο στήλη
(n = 1) καλείται διάνυσµα γραµµή ή διάνυσµα στήλη αντίστοιχα.
Στην περίπτωση αυτή παραλείπουµε τον δείκτη που είναι 1.
Σκεφτείτε τα διανύσµατα ως «εκφυλισµένους» πίνακες.

Προσοχή Συνήθως στη συνέχεια ϑα ϑεωρούµε ότι τα ‘διανύσµατα’
χαρακτηρίζονται από 2 διάστασεις εκ των οποίων η µία είναι 1.

... µπορείτε επίσης να ϑεωρήσετε τα µητρώα ως παράθεση
σύµµορφων διανυσµάτων, π.χ. n στηλών ή m γραµµών.

Αν m = n το µητρώο λέγεται τετραγωνικό.

Τα στοιχεία των οποίων η ϑέση τους στη γραµµή είναι ίδια µε τη
ϑέση τους στη στήλη αποτελούν την «κύρια διαγώνιο» του
µητρώου. Αναφερόµαστε επίσης και στην υποδιαγώνιο,

υπερδιαγώνιο και κύρια αντιδιαγώνιο.

Αν τα στοιχεία του A ορίζονται επί ενός αλγεβρικού χώρου
(αντιµεταθετικος δακτύλιος ή σώµα) K, γράφουµε A ∈ Km×n.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Συµβολισµοί

αριθµοί (ϐαθµωτοί) Πεζά ελληνικά γράµµατα για ϐαθµωτούς, π.χ.
α, β, ξ, ψ, ενδεχοµένως µε δείκτες.

διαστάσεις, δείκτες πεζά λατινικά, π.χ. i, j, k,m, n

διανύσµατα πεζά λατινικά, π.χ. x, y, a, b

µητρώα Κεφαλαία λατινικά για µητρώα π.χ. A, B, X , Y , P

Κεφαλαίο λατινικό→ πεζό λατινικό→ πεζό ελληνικό
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Απλές πράξεις
Χρησιµοποιούµε το συµβολισµό που αναφέραµε

Πρόσθεση σύµµορφων διανυσµάτων ή σύµµορφων µητρώων :
Παράγεται το (σύµµορφο) διάνυσµα ή µητρώο µε
στοιχεία που προέρχονται από την πρόσθεση των
αντίστοιχων στοιχείων των διανυσµάτων ή µητρώων.

c = a + b,C = A + B

Πολλαπλασιασµός µε αριθµό (ϐαθµωτό): Παράγεται το (σύµµορφο)
διάνυσµα ή µητρώο µε στοιχεία που προέρχονται από
τον πολλαπλασιασµό µε το ϐαθµωτό κάθε στοιχείου του
διανύσµατος ή µητρώου.

c = ψa,C = ψA

Παρατήρηση : Παρόλο που εδώ ϕαίνεται ότι κάνουµε τη διάκριση µεταξύ µητρώων και
διανυσµάτων, ϑα αρκούσε να ορίσουµε τις πράξεις αυτές µεταξύ µητρώων και να ϑεωρήσουµε
ότι ισχύουν (κατά µείζονα λόγο) και για τα διανύσµατα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Απλή Γραµµική ΄Αλγεβρα

(1 ≤ m, n ≤ 2)
Τα όντα µας στην ΕΠΙΠΕ∆ΟΧΩΡΑ !! Εξετάζοντας το σχήµα και το
περιεχόµενό τους !

{−1, 0, 1.1, 10−4, 2, . . .},
{(

1 2
)
,
(
0 0

)
,
(
1 0

)
,

(
1
2

)
,

(
1
0

)
,

(
0
1

)
, . . .

}
{(

1 2
0 0

)
,

(
1 0
0 1

)
,

(
1 0
1 2

)
,

(
0 0
0 0

)
,

(
1 1
0 1
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(
1 2
2 1

)
, . . .

}
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Απλή Γραµµική ΄Αλγεβρα
(1 ≤ m, n ≤ 2)
Τα όντα µας στη ΕΠΙΠΕ∆ΟΧΩΡΑ !! Με ΟΝΟΜΑ

a = (1 2) b = (0 0) c = (1 0) p =

(
1
2

)
e1 =

(
1
0

)
e2 =

(
0
1

)
A =

(
1 2
0 0

)
I =

(
1 0
0 1

)
L =

(
1 0
1 2

)
Z =

(
0 0
0 0

)
U =

(
1 1
0 1

)
B =

(
1 2
2 1

)

ΠΡΟΣΟΧΗ : Θεωρούµε ότι δύο αντικείµενα είναι ίσα αν και µόνον αν έχουν α) το ίδιο σχήµα
και ϐ) τα ίδια στοιχεία στις ίδιες ϑέσεις. Αυτό γιατί το ϐασικό αλγεβρικό αντικείµενο είναι
το ΜΗΤΡΩΟ, το σχήµα του οποίου είναι ίδιο µε πίνακα µε m γραµµές και n στήλες. Στην
επιπεδοχώρα, σηµαίνει 1 ή 2 γραµµές και 1 ή 2 στήλες.

Παραδείγµατα

Τα A, I, L, Z , U, B είναι µητρώα 2 γραµµών, 2 στηλών. Λέµε ότι είναι 2× 2

Τα a, b, c είναι µητρώα 1 γραµµής, 2 στηλών.
Λέµε ότι είναι 1× 2. Είναι διανύσµατα-γραµµές.

Τα p, e1, e2 είναι µητρώα 2 γραµµών, 1 στήλης.
Λέµε ότι είναι 2× 1. Είναι διανύσµατα-στήλες.

΄Ενας αριθµός (ϐαθµωτός) µπορεί να ϑεωρηθεί ως µητρώο 1× 1.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Απλή Γραµµική ΄Αλγεβρα

(1 ≤ m, n ≤ 2)

a = (1 2) b = (0 0) c = (1 0) p =

(
1
2

)
e1 =

(
1
0

)
e2 =

(
0
1

)
A =

(
1 2
0 0

)
I =

(
1 0
0 1

)
L =

(
1 0
1 2

)
Z =

(
0 0
0 0

)
U =

(
1 1
0 1

)
B =

(
1 2
2 1

)
ΠΡΟΣΟΧΗ : Στα διανύσµατα που έχετε µάθει στο «διανυσµατικό λογισµό» (ϐλ. Φυσικοµαθηµατικά)
δεν γινόταν διάκριση αν ένα διάνυσµα ήταν γραµµή ή στήλη. Ε∆Ω ΘΕΩΡΟΥΝΤΑΙ ∆ΙΑΦΟΡΕΤΙΚΑ !

ΕΠΟΜΕΝΩΣ το a και το b είναι ∆ΙΑΦΟΡΕΤΙΚΑ ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΑ (ϕρούτα µεν, αλλά όπως τα µήλα µε τα
πορτοκάλια). ∆εν µπορούµε καν να τα συγκρίνουµε.

ΠΡΟΣΟΧΗ : ΕΞΕΙ∆ΙΚΕΥΟΥΜΕ→ ∆ύο αντικείµενα που έχουν το ίδιο σχήµα είναι ίσα αν και µόνον αν

τα στοιχεία τους στις αντίστοιχες ϑέσεις είναι ίσα.

27 / 42



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Πράξεις : ΑΘΡΟΙΣΗ
αντικειµένων ίδιου σχήµατος

Προσθέτουµε τα στοιχεία που ϐρίσκονται στις αντίστοιχες ϑέσεις. Το
αποτέλεσµα έχει το ίδιο σχήµα !(

2
2

)
=

(
1 + 1
2 + 0

)
=

(
1
2

)
+

(
1
0

)
,

(
0
2

)
=

(
1 − 1
2 − 0

)
=

(
1
2

)
−

(
1
0

)
Υπολογίσαµε τα p + e1 και p − e1

Να υπολογίσουµε το A + I:(
2 2
0 1

)
=

(
1 + 1 2 + 0
0 + 0 0 + 1

)
=

(
1 2
0 0

)
+

(
1 0
0 1

)
ΠΡΟΣΟΧΗ Απαγορεύεται να αθροίζουµε αντικείµενα διαφορετικού σχήµατος !

������
(

1
2

)
+ (1 0),

�������
(

1
2

)
+

(
0 0
0 0

)
,
�
�
��

(
1
2

)
+ 3
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Πράξεις : ΑΘΡΟΙΣΗ
αντικειµένων ίδιου σχήµατος

Προσθέτουµε τα στοιχεία που ϐρίσκονται στις αντίστοιχες ϑέσεις. Το
αποτέλεσµα έχει το ίδιο σχήµα !(

2
2

)
=

(
1 + 1
2 + 0

)
=

(
1
2

)
+

(
1
0

)
,

(
0
2

)
=

(
1 − 1
2 − 0

)
=

(
1
2

)
−

(
1
0

)
Υπολογίσαµε τα p + e1 και p − e1

Να υπολογίσουµε το A + I:(
2 2
0 1

)
=

(
1 + 1 2 + 0
0 + 0 0 + 1

)
=

(
1 2
0 0

)
+

(
1 0
0 1

)
ΠΡΟΣΟΧΗ Απαγορεύεται να αθροίζουµε αντικείµενα διαφορετικού σχήµατος !
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ µε ϐαθµωτό

Πολλαπλασιάζουµε κάθε στοιχείο µε το ϐαθµωτό. Το αποτέλεσµα έχει
το ίδιο σχήµα.

(3 6) = (3 · 1 3 · 2) = 3 · (1 2) ,

(
3
6

)
=

(
3 · 1
3 · 2

)
= 3 ·

(
1
2

)
,(

3 6
6 3

)
=

(
3 · 1 3 · 2
3 · 2 3 · 1

)
= 3 ·

(
1 2
2 1

)
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Συµβολισµοί και αναστροφή
Το ϐιβλίο του Strang χρησιµοποιεί τετραγωνικές αγκύλες για να ορίσει
διανύσµατα και µητρώα. Γράφει επίσης[

1
2
3

]
ή (1, 2, 3)

που είναι 3× 1 και διαφορετικά από το 1× 3 διάνυσµα γραµµή

[1 2 3]

Εµείς χρησιµοποιούµε παρενθέσεις για να εγκλείσουµε διανύσµατα στήλες,
διανύσµατα γραµµές ή µητρώα. ΄Οταν ϑέλουµε να εξοικονοµίσουµε χώρο,
χρησιµοποιούµε το σύµβολο της αναστροφής:

(1 2 3)> για το

(
1
2
3

)

(µε ή χωρίς τα κόµµατα). Ο υπερδείκτης > σηµαίνει αναστροφή του
αντικειµένου, δηλ. οι γραµµές γίνονται στήλες και οι στήλες γραµµές.
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Κανόνες αριθµητικής µε µητρώα :
΄Αθροιση µητρώων, πολλαπλασιασµός µε ϐαθµωτούς

Περί ισότητας είδαµε ήδη ότι A = B είναι ίσα αν και µόνον αν
(# γραµµών A) = (# γραµµών B) και (# στηλών A) = (# στηλών B)
Τα στοιχεία τους στις αντίστοιχες ϑέσεις είναι ίσα.

επίσης Αν A, B είναι µητρώα :
A = B ή A 6= B.
A = A,
A = B ⇔ B = A,
A = B, B = C ⇒ A = C.
Αν A, B,C µητρώα ίδιου µεγέθους :]

Το σύνολο των µητρώων ίδιου µεγέθους είναι κλειστό ως προς +
µητρώων
A + (B + C) = (A + B) + C (προσεταιριστική ιδιότητα ως προς +
µητρώων)
A + B = B + A (αντιµεταθετική ιδιότητα ως προς + µητρώων)
Αν 0 είναι το µηδενικό ίδιου µεγέθους µε το A τότε A + 0 = A. Το
µηδενικό µητρώο είναι µοναδικό.
Για κάθε µητρώο A υπάρχει µοναδικό B τέτοιο ώστε A + B = 0.
Ειδικότερα, B = −A.
Το σύνολο των µητρώων ίδιου µεγέθους είναι κλειστό ως προς την
πράξη · (µε ϐαθµωτούς)

Αν α, β ϐαθµωτοί
1 · A = A

(α+ β) · A = αA + βA

α(βA) = (αβ)A
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Γραµµικός συνδυασµός και διάνοιγµα

Γραµµικός συνδυασµός

Αν P,Q είναι αντικείµενα του ίδιου χώρου και α, β κάποιοι ϐαθµωτοί
τότε το αντικείµενο

R = α · P + β · Q

αποκαλείται γραµµικός συνδυασµός (γ.ς .) των P,Q. Τα α, β είναι οι
συντελεστές του συνδυασµού.
Από εδώ και πέρα παραλείπουµε το · για τον πολλαπλασιασµό µε
ϐαθµωτό.
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Πολλαπλασιασµός µητρώων

Γραµµικός συνδυασµός και ∆ιάνοιγµα

Ορισµός

΄Εστω η συλλογή των διανυσµάτων U = {u1, u2, ..., us} και οι (µη
µηδενικοί) ϐαθµωτοί α1, .., αs . Η έκφραση

α1u1 + α2u2 + · · ·+ αsus

αποκαλείται γραµµικός συνδυασµός (των εν λόγω s διανυσµάτων). Το
σύνολο Υ όλων των διανυσµάτων u τ.ώ.

U := {u = α1u1 + α2u2 + · · ·+ αsus|αj ∈ R }

λέγεται διάνοιγµα (span) των διανυσµάτων του U.

Παρατήρηση Θεωρούµε τα διανύσµατα δοθέντα και τους συντελεστές
αj παραµέτρους που µπορούν να πάρουν οποιαδήποτε τιµή.
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Πολλαπλασιασµός µητρώων

Ενδιαφέροντα ερωτήµατα

∆ίνεται σύνολο από διανύσµατα, π.χ. U = {u1, ..., us} (ϑεωρούµε
πάντα ότι εκκινούν από το 0).

Ποιό είναι το διάνοιγµα του U;

∆οθέντος ενός διανύσµατος v , µπορούµε να το γράψουµε ως
γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων του U;

Παράδειγµα 1 Αν U = {u1} το διάνοιγµα είναι όλα τα σηµεία της
ευθείας που περιέχει το u1.

Παράδειγµα 2 Αν U = {u1, u2} και δεν είναι συγγραµµικά, το
διάνοιγµα είναι όλο το επίπεδο που ορίζεται από τις 2
ευθείες επί των οποίων κείνται τα διανύσµατα.
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Πολλαπλασιασµός µητρώων

Πολλαπλασιασµός µητρώων

Μπορούµε να πολλαπλασιάσουµε µητρώα µεταξύ τους µόνον εφόσον
ικανοποιούνται ορισµένοι απλοί κανόνες που αφορούν στις διαστάσεις
τους.
Οι πράξεις που επιτελούνται µπορούν να ερµηνευτούν µε διάφορους
τρόπους.
Μητρώο επί διάνυσµα-στήλη : ερµηνεία µε γραµµικό συνδυασµό Το
αποτέλεσµα είναι το διάνυσµα στήλη που σχηµατίζεται από το γραµµικό
συνδυασµό των διανυσµάτων-στηλών που σχηµατιζονται από τις στήλες
του µητρώου µε συντελεστές τα στοιχεία του δεξιού διανύσµατος
(πολλαπλασιαστέου).(

1
1

)
= (−1) ·

(
1
3

)
+ 1 ·

(
2
4

)
=

(
1 2
3 4

)
·
(
−1
1

)
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Πολλαπλασιασµός µητρώων

Πολλαπλασιασµός µητρώων

Μπορούµε να πολλαπλασιάσουµε µητρώα µεταξύ τους µόνον εφόσον
ικανοποιούνται ορισµένοι απλοί κανόνες που αφορούν στις διαστάσεις
τους.
Οι πράξεις που επιτελούνται µπορούν να ερµηνευτούν µε διάφορους
τρόπους.
∆ιάνυσµα-γραµµή επί µητρώο : ερµηνεία µε γραµµικό συνδυασµό Το
αποτέλεσµα είναι το διάνυσµα γραµµή που σχηµατίζεται από το
γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων-γραµµών που σχηµατιζονται
από τις γραµµές του µητρώου µε συντελεστές τα στοιχεία του
αριστερού διανύσµατος (πολλαπλασιαστή).

(
2 2

)
= (−1) ·

(
1 2

)
+ 1 ·

(
3 4

)
=
(
−1 1

)
·
(

1 2
3 4

)
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Πολλαπλασιασµός µητρώων
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Πολλαπλασιασµός µητρώων
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