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΄Ασκηση 1 — Να υπολογίσετε το Ω για την πράξη

C ← C +AB

αν C ∈ Rn1×n2 , A ∈ Rn1×n3 και B ∈ Rn3×n2

Απάντηση — Στη γενική περίπτωση τα n1, n2, n3 > 1, άρα η πράξη ϑα αποτελείται από ένα
πολλαπλασιασµό µητρώων, και µία πρόσθεση µεταξύ µητρώων.

Πολλαπλασιασµός Μητρώων Ο πολλαπλασιασµός AB κοστίζει n1n2 εσωτερικά γινόµενα µε-
γέθους n3, και αυτό γιατί κάθε στοιχείο (i, j) του γινοµένου προκύπτει ως η πράξη
A(i, :)>B(:, j). Κάθε εσωτερικό γινόµενο, κοστίζει 2n3 − 1 πράξεις (n3 πολλαπλασιασµο-
ύς και n3 − 1 προσθέσεις). ΄Αρα συνολικά ΩAB = n1n2(2n3 − 1) .

Πρόσθεση Μητρώων Η πρόσθεση C+AB είναι µια πράξη στοιχείο προς στοιχείο. Για αυτό απαι-
τεί τα µητρώα να είναι ιδίων διαστάσεων. Κάθε στοιχείο (i, j) του αποτελέσµατος προκύπτει
ως η πρόσθεση των στοιχείων AB(i, j) µε το C(i, j). ΄Αρα συνολικά ΩC+AB = n1n2 .

Συνολικά Ω = ΩAB + ΩC+AB = n1n2(2n3 − 1) + n1n2 =⇒ Ω = 2n1n2n3 .�

΄Ασκηση 2 — Να υπολογίσετε το Φmin για την πράξη

C ← A>B +D

αν C ∈ Rn×n, A ∈ Rn×m, B ∈ Rm×n και D ∈ Rn×n

Απάντηση — Για να υπολογίσουµε το Φmin µας ενδιαφέρει να δούµε πόσα LOAD και πόσα STORE

ϑα γίνουν κατά τη διάρκεια εκτέλεσης του προγράµµατος ϑεωρώντας ότι η κρυφή µνήµη που
διαθέτουµε είναι άπειρη. Στην πράξη την οποία πρέπει να αναλύσουµε παρατηρούµε ότι τα
δεδοµένα εισόδου είναι τα µητρώα A,B και D. ΄Αρα πριν αρχίσει η εκτέλεση της πράξης αυτά τα
τρία µητρώα πρέπει να ϕορτωθούν στην κρυφή µνήµη. Οπότε έχουµε:

#LOAD = LOADA + LOADB + LOADD = mn+mn+ n2 = 2mn+ n2

΄Αρα #LOAD = 2mn+ n2 . Αφού γίνει η πράξη το αποτέλεσµα εκχωρείτε στο µητρώο C, άρα
αυτό πρέπει να εγγραφεί στη µνήµη.

#STORE = STOREC = n2

΄Αρα #STORE = n2 . Συνολικά Φmin = #LOAD + #STORE = 2mn + n2 + n2 ⇒

Φmin = 2(mn+ n2) .�

΄Ασκηση 3 — Να υπολογίσετε το µmin για την πράξη

C ← C +AB

αν C ∈ Rn1×n2 , A ∈ Rn1×n3 και B ∈ Rn3×n2 στην περίπτωση που n1 = n2 = 1 και n3 = n.

Απάντηση — Στην περίπτωση αυτή το C είναι ένας ϐαθµωτός, ενώ τα A,B είναι διανύσµατα του
Rn. Για να ϐρούµε το µmin πρέπει αρχικά να υπολογίσουµε το Ω και το Φmin της πράξης.

Ω Η πράξη αποτελείται από ένα εσωτερικό γινόµενο µήκους n άρα 2n−1 πράξεις, και µία πρόσθε-
ση. ΄Αρα Ω = 2n .
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Φmin Για την πράξη ϕορτώνονται ένας ϐαθµωτός και δύο διανύσµατα µήκους n, άρα #LOADS =

2n+ 1 και αποθηκεύεται ένας ϐαθµωτός, άρα #STORES = 1. Τότε Φmin = 2n+ 2 .

΄Αρα

µmin =
Φmin

Ω
=

2n+ 2

2n

΄Ασκηση 4 — ΄Εστω η πράξη
(I − uv>)2

όπου I ∈ Rn×n το ταυτοτικό µητρώο και u, v ∈ Rn διανύσµατα. α) Να υπολογίσετε τον αριθµό των
πράξεων Ω1, ϐ) να προσπαθήσετε να µειώσετε το κόστος πράξεων και να το αναφέρετε ως Ω2.

Απάντηση — (α) Ακολουθώντας τους κανόνες µεταξύ πράξεων, αρχικά ϑα γίνει η πράξη του εξω-
τερικού γινοµένου uv>, η οποία ϑα κοστίζει Ωuv> = n2 πράξεις. Εφόσον υπολογιστεί αυτό ϑα

γίνει η πρόσθεση µε το ταυτοτικό µητρώο η οποία ϑα κοστίζει ΩI+uv> = n2 πράξεις. Στη συνέχεια
πρέπει να υπολογιστεί το τετράγωνο το οποίο στην ουσία είναι ένα πολλαπλασιασµός µητρώων και
ϑα κοστίσει Ω(I+uv>)2 = n2(2n− 1) = 2n3 − n2 πράξεις. Συνολικά η πράξη αυτή ϑα χρειαστεί :

Ω1 = Ωuv> + ΩI+uv> + Ω(I+uv>)2 = 2n2 + 2n3 − n2 ⇒ Ω1 = 2n3 + n2

ϐ) Ο µόνος τρόπος να µειώσουµε το κόστος πράξεων είναι να προσπαθήσουµε να γράψουµε την
πράξη µε διαφορετικό τρόπο. Σκοπός είναι να αποφύγουµε τον παράγοντα n3 που παρουσιάζεται
στο Ω1. Αρχικά ϑα αναλύσουµε την πράξη επεκτείνοντας την.

(I−uv>)2 = (I−uv>)(I−uv>) = I+uv>+uv>+uv>uv> = I+2uv>+u(v>u)v = I+(2+v>u)uv>

Η πράξη στην οποία καταλήξαµε παρατηρούµε ότι αποτελείται από ένα εσωτερικό γινόµενο, v>u µε
αριθµό πράξεων Ωv>u = 2n− 1 , µία πρόσθεση ϐαθµωτών, 2+v>u µε κόστος Ω2+v>u = 1 , ένας

πολλαπλασιασµός ϐαθµωτού µε διάνυσµα, (2 + v>u)u, µε κόστος Ω(2+v>u)u = n , ένα εξωτερικό

γινόµενο, uv> µε κόστος πράξεων Ω(2+v>u)uv> = n2 και µία πρόσθεση ενός µητρώου µε το

ταυτοτικό, I + (2 + v>u)uv>, µε κόστος πράξεων ΩI+(2+v>u)uv> = n . Το κόστος της τελευταίας

πράξης, περιµένουµε ότι ϑα είναι n2, ωστόσο µπορούµε να αξιοποιήσουµε την ειδική δοµή του
ταυτοτικού µητρώου, δηλαδή ότι έχει µη µηδενικά στοιχεία µόνο στη διαγώνιο και να κάνουµε τις
πράξεις µόνο µε αυτά τα στοιχεία, τα οποία είναι n. ΄Αρα συνολικά το κόστος πράξεων Ω2 ϑα είναι :

Ω2 = Ωv>u+Ω2+v>u+Ω(2+v>u)u+Ω(2+v>u)uv>+ΩI+(2+v>u)uv> = 2n−1+1+n+n2+n⇒ Ω2 = n2 + 4n

Παρατηρούµε ότι αλλάζοντας τη σειρά πράξεων µπορέσαµε και κατεβήκαµε µία τάξη στον αριθµό
πράξεων που απαιτούνται για τον υπολογισµό του αποτελέσµατος.
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Σηµείωµα Αναφοράς

Copyright Πανεπιστήµιο Πατρών, Ευστράτιος Γαλλόπουλος 2015, ¨Επιστηµονικός Υπολογισµός
Ι¨, ΄Εκδοση: 1.0 Πάτρα 2013-2014.
∆ιαθέσιµο από τη δικτυακή διεύθυνση: https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1096/

Σηµείωµα Αδειοδότησης

Το παρόν υλικό διατίθεται µε τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons Αναφορά, Μη
Εµπορική Χρήση, ΄Οχι ∆ιανοµή 4.0 ή µεταγενέστερη, ∆ιεθνής ΄Εκδοση. Εξαιρούνται τα αυτοτελή
έργα τρίτων π.χ. ϕωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.π., τα οποία εµπεριέχονται σε αυτό και τα οποία
αναφέρονται µαζί µε τους όρους χρήσης τους στο ‘‘Σηµείωµα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων’’.

Ως Μη Εµπορική ορίζεται η χρήση:

• που δεν περιλαµβάνει άµεσο ή έµµεσο οικονοµικό όφελος από την χρήση του έργου, για το
διανοµέα του έργου και αδειοδόχο

• που δεν περιλαµβάνει οικονοµική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση στο
έργο

• που δεν προσπορίζει στο διανοµέα του έργου και αδειοδόχο έµµεσο οικονοµικό όφελος
(π.χ. διαφηµίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο Ο δικαιούχος µπορεί
να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιµοποιεί το έργο για εµπορική χρήση,
εφόσον αυτό του Ϲητηθεί.

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στο πλαίσιο του εκπαιδευτικού έργου του
διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει
µόνο τη αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια
Βίου Μάθηση» και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό
Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.
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