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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative
Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου
άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται ϱητώς.
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Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος
«Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και συγχρηµατοδοτείται από την
Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς
πόρους.
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Σκοπός Ενότητας

• Μητρώα Ϲώνης

• Αραιά µητρώα

• Βιβλιοθήκη LAPACK

• Στοιχεία επαναληπτικών µεθόδων για την επίλυση γραµµικών συστηµάτων
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Περιεχόµενα

1 Ειδικά µητρώα
Μητρώα Ϲώνης

2 Η ϐιβλιοθήκη LAPACK
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Μητρώα Ϲώνης I

Ορισµός

Αν σε ένα µητρώο αριθµήσουµε τις υπερδιαγωνίους, 1, 2, ..., n− 1 και τις
υποδιαγωνίους 1, 2, ...,m− 1, τότε µητρώα Ϲώνης (banded matrices)
ονοµάζονται τα µητρώο που έχουν µόνο µηδενικά από µια υπερδιαγώνιο και
άνω ή/και από µία υποδιαγώνιο και κάτω.
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Μητρώα Ϲώνης II

Αλγόριθµοι διαχείρισης τριδιαγώνιων µητρώων µε O(n) πράξεις α.κ.υ.

Αλγόριθµοι διαχείρισης µητρώων Ϲώνης (banded matrices) µε O(nb)
πράξεις α.κ.υ. όπου το b εξαρτάται από το «εύρος της Ϲώνης».

Στοιχεία γενικών αραιών µητρώων (αποθήκευση)

Παρατήρηση : Η διαχείριση µητρώων µε ειδική δοµή είναι σηµαντική, γιατί:

1 Στις εφαρµογές πολύ συχνά προκύπτουν τέτοια µητρώα,

2 ΄Εχουν µειωµένο κόστος διαχείρισης σε σύγκριση µε τα γενικά µητρώα,

3 ... εποµένως πολλοί αλγόριθµοι (π.χ. εύρεσης ιδιοτιµών, ιδιαζουσών τιµών)
ανάγουν πρώτα το µητρώο σε τέτοια µορφή.
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Αν όλα τα στοιχεία άνω της
υπερδιαγωνίου q και όλα τα στοιχεία
κάτω της υποδιαγωνίου p είναι 0 τότε
λέµε ότι το µητρώο έχει εύρος Ϲώνης
(bandwidth) p + q + 1. Εποµένως
αij = 0 αν j > i + q ή i > j + p.

Εµφανίζονται σε πάρα πολλές
περιστάσεις ! Η παρουσία ‘κοντινών’
στοιχείων σχετίζεται µε την ‘τοπικότητα’
πολλών δράσεων.

.... µερικές ϕορές τα µητρώα είναι
‘σχεδόν’ µητρώα Ϲώνης, χονδρικά το
‖A−A(p|q)‖
‖A‖ είναι µικρό,

(συµβολισµός : A(p|q) για µητρώο Ϲώνης
µε p κάτω q άνω q διαγωνίους ή για το
τµήµα αυτό δεδοµένου A)



Παρατηρήσεις

Τα µητρώα για τα οποία το πλήθος των µη µηδενικών nnz = O(n) λέγονται
αραιά.

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι αναπαράστασής τους (αραιές
αναπαραστάσεις) µε ειδικές δοµές που επιτρέπουν την αποθήκευσή τους
σε χώρο µικρότερο του O(mn).

... τότε οι πράξεις µε αυτά πρέπει να γράφονται µε τρόπο που να λαµβάνει
υπόψη την αραιή δοµή.

Αν επιτελέσουµε µία πράξη µεταξύ δύο µητρώων, το αποτέλεσµα µπορεί
να είναι αραιό ή όχι. Π.χ. αν A ∈ Rn×n τριδιαγώνιο τότε το A

n−1 ϑα είναι
πυκνό.

ΠΡΟΣΟΧΗ - 1) Το αντίστροφο αραιού µητρώου δεν είναι αραιό !

ΠΡΟΣΟΧΗ - 2) Αν PA = LU, οι παράγοντες L, U µπορεί να έχουν περισσότερα
µη µηδενικά από τον A.
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1 A=toeplitz(single([4,-1,zeros(1,4)]))
2 A =
3 4 -1 0 0 0 0
4 -1 4 -1 0 0 0
5 0 -1 4 -1 0 0
6 0 0 -1 4 -1 0
7 0 0 0 -1 4 -1
8 0 0 0 0 -1 4
9 inv(A)

10 ans =
11 0.2679 0.0718 0.0192 0.0052 0.0014 0.0003
12 0.0718 0.2872 0.0769 0.0206 0.0055 0.0014
13 0.0192 0.0769 0.2886 0.0773 0.0206 0.0052
14 0.0052 0.0206 0.0773 0.2886 0.0769 0.0192
15 0.0014 0.0055 0.0206 0.0769 0.2872 0.0718
16 0.0003 0.0014 0.0052 0.0192 0.0718 0.2679

ούτε αραιό ούτε Toeplitz
ένας ακόµα λόγος να µην αντιστρέφουµε !



Ενδιαφέρουσα δοµή
Μπορεί το µητρώο να είναι ‘σχεδόν’ Ϲώνης

1 A=inv(toeplitz([4,-1,zeros(1,10)]));
2 A(1:end,1:2)
3 ans =
4 2.679491924311180e-001 7.179676972447216e-002
5 7.179676972447216e-002 2.871870788978886e-001
6 1.923788646677060e-002 7.695154586708242e-002
7 5.154776142610260e-003 2.061910457044104e-002
8 1.381218103670437e-003 5.524872414681748e-003
9 3.700962720714876e-004 1.480385088285951e-003

10 9.916698461551368e-005 3.966679384620547e-004
11 2.657166639056713e-005 1.062866655622685e-004
12 7.119680946754830e-006 2.847872378701932e-005
13 1.907057396452187e-006 7.628229585808746e-006
14 5.085486390539163e-007 2.034194556215665e-006
15 1.271371597634791e-007 5.085486390539163e-007
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Οπτικοποίηση µεγεθών

ΓΙΑΤΙ ; ∆Κ του A συνεπάγεται ϕθίνουσα συµπεριφορά του A
−1 καθώς

αποµακρυνόµαστα από την κύρια διαγώνιο
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Παραγοντοποίηση µητρώου Ϲώνης

Θεώρηµα

΄Εστω A(p|q) ∈ Rn×n το οποίο επιδέχεται παραγοντοποίησης A = LU. Τότε L

έχει κάτω εύρος p και U άνω εύρος p, δηλ. A(p|q) = L(p|0)U(0|q).

΄Αρα

αν δεν χρειάζεται οδήγηση, οι παράγοντες ϑα έχουν το ίδιο (αντίστοιχο)
εύρος Ϲώνης

οι παράγοντες L, U µπορούν να αποθηκευθούν στον ίδιο χώρο που
καταλαµβάνει ο A. Ο αλγόριθµος παραγοντοποίησης µπορεί και αυτός να
εκµεταλλευτεί τη µηδενική δοµή µε αποτέλεσµα τη ελάττωση των πράξεων.
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Παραγοντοποίηση µητρώου Ϲώνης

Είσοδος : Μητρώο Ϲώνης A(p|q). ΄Εξοδος : Παράγοντες L(p|0), U(0|q)
αποθηκευµένοι στα κάτω και άνω τριγωνικά τµήµατα του A. Κόστος : Ω ≈ 2npq

όταν n� q.
for k = 1 : n− 1

for i = k + 1 : min(k + p, n)
αik = αik/αkk

end
for j = k + 1 : min(k + q, n)

for i = k + 1 : min(k + p, n)
αij = αij − αikαkj

end
end

end
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Σε τριδιαγώνια µητρώα : Αν δεν χρειάζεται οδήγηση, A(1|1) = L(1|0)U(0|1).


α1 β1

γ2
. . .

. . .
. . .

. . . βn−1

γn αn

 =


1 0

λ2
. . .

. . .
. . .

. . .

λn 1




η1 β1

0
. . .

. . .
. . .

. . . βn−1

0 ηn





∆ιάσπαση LU τριδιαγώνιου συστήµατος
χωρίς οδήγηση

1 function [L,U] = lutx_trid(A); %(EG)
2 % tropopoihm’eno LU gia tridiag’wnia
3 % QWRIS od’hghsh - sto t’eloc L*U = A;
4 [n,n] = size(A);
5 for k = 1:n-1
6 % Compute multipliers
7 A(k+1,k) = A(k+1,k)/A(k,k);
8 % anti gia A(k+1•n,k) = A(k+1:n,k)/A(k,k);
9 % Update the remainder of the matrix

10 A(k+1,k+1) = A(k+1,k+1) - A(k+1,k)*A(k,k+1);
11 % ant’i gia A(k+1:n,k+1:n) = A(k+1:n,k+1:n) - ...

A(k+1:n,k)*A(k,k+1:n);
12 end
13 L = tril(A,-1) + eye(n,n); U = triu(A);

Αν εφαρµόσουµε οδήγηση, η δοµή µπορεί να επηρεαστεί µε εµφάνιση
περισσότερων µη µηδενικών (γέµισµα - fill-in)
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Επρός και πίσω αντικατάσταση

1 function x = tr_forward(L,x) %NCM software
2 % Forward elimination gia k’atw didiag’wnio L
3 [n,n] = size(L);
4 x(1) = x(1)/L(1,1);
5 for k = 2:n
6 x(k) = (x(k) - L(k,k-1)*x(k-1))/L(k,k);
7 end
8 function x = tr_backsubs(U,x)
9 % Back substitution. Gia ’anw didiag’wnio U

10 [n,n] = size(U);
11 x(n) = x(n)/U(n,n);
12 for k = n-1:-1:1
13 x(k) = (x(k) - U(k,k+1)*x(k+1))/U(k,k);
14 end

1 Για παραγοντοποίηση Ω = 3n + O(1)

2 Για επίλυση, επιπλέον Ω = 5n + O(1) (λαµβάνοντας υπόψη ότι
L(k,k)=1.
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Πώς επιδρά η οδήγηση ;

Αν είναι απαραίτητη η µερική οδήγηση για «ασφαλή» παραγοντοποίηση :

Θεώρηµα

΄Εστω A ∈ Rn×n αντιστρέψιµο και A = A(p|q) και ότι χρησιµοποιείται απαλοιφή
Gauss µε µερική οδήγηση για τον υπολογισµό της παραγοντοποίησης PA = LU.
Τότε το άνω τριγωνικό µητρώο U έχει ηµιεύρος p + q και το κάτω τριγωνικό
µητρώο L έχει κατά µέγιστο p + 1 µη µηδενικά στοιχεία ανά στήλη.

Εποµένως : Εφόσον για τον A χρειαζόµαστε περίπου (p + q + 1)n στοιχεία όταν
p, q � n:

χωρίς οδήγηση A(p|q) = L(p|0)U(0|q) και τα L, U µπορούν να αποθηκευτούν
στο A

µε οδήγηση PA(p|q) = L(?|0)U(0|p + q) και χρειάζονται περίπου pn

επιπλέον ϑέσεις αποθήκευσης.

∆ηλαδή: Μπορεί να χρειαστεί επιπρόσθετος χώρος από αυτόν που έχουµε για
τον A ... αλλά όχι πάρα πολύς !
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Παράδειγµα
Οδήγηση οδηγεί σε αλλαγή της δοµής των παραγόντων και ‘γέµισµα’
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Βιβλιοθήκη LAPACK

Η σηµαντικότερη ϐιβλιοθήκη προγραµµάτων αιχµής για την επίλυση των

ϑεµελιωδών προβληµάτων γραµµικής άλγεβρας LAPACK [ΑΒΒ
+

99]. Πολλά

περιβάλλοντα του ΕΥ στηρίζονται σ΄ αυτήν (MATLAB, Octave, Scilab) ενώ

µερικές ϱουτίνες της χρησιµοποιούνται ως µετροπρόγραµµα για την αξιολόγηση

επίδοσης υπολογιστικών συστηµάτων. Το εγχειρίδιο της LAPACK είναι ϐασική

πηγή του ΕΥ.

X Με την LAPACK λύνονται συστήµατα γραµµικών εξισώσεων (ΑΓΑ.1), γραµµικά
προβλήµατα ελαχίστων τετραγώνων, προβλήµατα ιδιοτιµών, και προβλήµατα
ιδιαζουσών τιµών. Η LAPACK εκτελεί πολλούς συναφείς υπολογισµούς, όπως
παραγοντοποιήσεις µητρώων και εκτίµηση δεικτών κατάστασης.
X Παρέχονται ϱουτίνες για υπολογισµούς µε πυκνά µητρώα και µητρώα Ϲώνης
αλλά όχι για γενικά αραιά µητρώα. Επίσης υπάρχει η δυνατότητα για
υπολογισµούς µε πραγµατική ή µιγαδική α.κ.υ.
X Περισσότερες από 800,000 γραµµές κώδικα+σχόλια Fortran.
X LAPACKe εκδοχή C, παράδειγµα ονοµατολογίας LAPACKE_dgetrf
X http://www.netlib.org/lapack/lawnspdf/lawn270.pdf: LAPACK σε Visual
Studio
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X Η πιο πρόσφατη εκδοχή LAPACK 3.5.0 (11/2013).
X Αποτελείται από ϱουτίνες οδηγούς (drivers) για την επίλυση των ϐασικών
προβληµάτων, υπολογιστικές ϱουτίνες µε πιο εξειδικευµένο στόχο, και
ϐοηθητικές ϱουτίνες για υπολογισµούς χαµηλοτέρου επιπέδου. Οι οδηγοί
καλούν µια σειρά από υπολογιστικές ϱουτίνες. Οι υπολογιστικές ϱουτίνες
ϕέρουν σε πέρας ένα ευρύτερο ϕάσµα υπολογισµών από αυτό που
αναφέρεται στους οδηγούς. Οι ϐοηθητικές ϱουτίνες είναι χρήσιµες για πολλές
άλλες εφαρµογές.
X Το αρχείο διανοµής περιέχει τον κώδικα πηγής (Fortran), προγράµµατα
ελέγχου, και προγράµµατα για την εκτίµηση της απόδοσής τους στο
υπολογιστικό σύστηµα που χρησιµοποείται.
X Το αρχείο διανοµής περιέχει κώδικες αναφοράς για τα BLAS επιπέδων 1, 2 και
3. Πρέπει όµως να σηµειωθεί ότι οι κώδικες αυτοί πρέπει να χρησιµοποιούνται
µόνον αν δεν υπάρχει εναλλακτική, πιο αποδοτική, υλοποίηση για το
υπολογιστικό σας σύστηµα (πράγµα σπάνιο)! Μην ξεχνάτε ότι η απόδοση της
LAPACK καθορίζεται σε µεγάλο ϐαθµό από την απόδοση των BLAS, εποµένως
είναι κρίσιµο να ϐρείτε και να εγκαταστήσετε αποδοτικούς κώδικες για τα BLAS
αντί για τους κώδικες αναφοράς. Τα BLAS δεν είναι µέρος της LAPACK.
X Η LAPACK στη MATLAB, στην Intel MKL, στην IBM SSL, στην NVIDIA.

http://www.netlib.org/lapack/lapack-3.5.0.html
http://software.intel.com/en-us/articles/new-in-intel-mkl-10-2/
http://publib.boulder.ibm.com/infocenter/clresctr/vxrx/index.jsp?topic=/com.ibm.cluster.essl.v5r1.essl100.doc/am501_xtslae.html
http://www.culatools.com/dense/


Χαρακτηριστικά

Προσοχή:

Σχετικά µε την ακρίβεια : επιστρέφονται δείκτες που πληροφορούν το
χρήστη για την αξιπιοπιστία των αποτελεσµάτων (π.χ. δείκτες κατάστασης,
εµπρός σφάλµα, πίσω σφάλµα, κ.ά.)

Σχετικά µε αποτελεσµατικότητα και ταχύτητα : Χρήση BLAS-3, αξιοποίηση
δοµής για ϕθηνότερη αποθήκευση, κ.ά.

Ειδικότερα σχετικά µε το τελευταίο :
Ανάλογα µε το είδος του µητρώου, µπορεί να χρησιµοποιηθεί και δοµή
αποθήκευσης που αξιοποιεί τα συγκεκριµένα χαρακτηριστικά. Ειδικότερα :
Για τετραγωνικό µητρώο n× n:

γενική δοµή: συνηθισµένη αποθήκευση σε διδιάστατο πίνακα n× n

συµµετρική, ερµιτιανή ή τριγωνική δοµή: στιβαγµένη αποθήκευση ανά στήλη

δοµή Ϲώνης: αποθήκευση Ϲώνης

τριδιαγώνια ή διδιαγώνια δοµή: αποθήκευση σε 2 ή 3 µονοδιάστατους πίνακες
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Ονοµατολογία και δοµές αναπαράστασης LAPACK

Τα ονόµατα έχουν τη µορφή SYYZZZ όπου S δηλώνει τον αριθµητικό τύπο των
δεδοµένων και της αριθµητικής που ϑα ακολουθηθεί, YY το είδος του µητρώου
και τον τρόπο αποθήκευσής του, ZZZ την πράξη που εκτελείται.

X τύπος στοιχείων ZZZ υπολογισµός

S REAL TRF παραγοντοποίηση
D DOUBLE PRECISION TRS επίλυση από παραγοντοποίηση
C COMPLEX COND εκτίµηση δείκτη κατάστασης
Z COMPLEX*16 RFS refine επίλυση

TRI αντιστροφή από παραγοντοποίηση
EQU κλιµάκωση

YY είδος µητρώου→ δοµή πίνακα YY είδος µητρώου→ δοµή πίνακα

GE γενικός PO συµ. (Ερµιτιανός) ϑετ. ορισµ.
TR τριγωνικός PP στιβαγµένος συµµ. (Ερµιτιανός) ϑετ. ορισµ.
TB τριγωνικός Ϲώνης PB συµµ. (Ερµιτιανός) ϑετι. ορισµ. Ϲώνης
TP στιβαγµένος τριγωνικός PT συµµ. (Ερµιτιανός) ϑετ. ορισµ. τριδιαγώνιος
GB γενικός ταινιακός SY συµµ. (µιγ.) αόριστος
GT γενικός τριδιαγώνιος SP στιβαγµένος συµµ. (µιγ.) αόριστος
HE Ερµιτιανός αόριστος
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Για παράδειγµα, η ανά στήλη στιβαγµένη αποθήκευση ενός κάτω τριγωνικού
µητρώου A είναι όπως στο AP.

A =


α11 0 0 0
α21 α22 0 0
α31 α32 α33 0
α41 α42 α43 α44


AP = [α11, α21, α31, α41, α22, α32, α42, α33, α43, α44]

Για περισσότερες πληροφορίες δείτε

http://www.netlib.org/lapack/lug/node121.html



Ρουτίνες

Παρέχονται δύο τύποι οδηγών για γραµµικά συστήµατα :

1 απλός οδηγός (επίθεµα ονόµατος -SV), που λύνει το AX = B µέσω
παραγοντοποίησης του A και εγγραφής της λύσης X επί του B.

2 έµπειρος οδηγός (επίθεµα ονόµατος -SVX), που επιπλέον υπολογίζει τα
εξής (µερικά προαιρετικά): επίλυση A

>
X = B ή A

∗
X = B (εκτός αν το A

είναι συµµετρικό ή ερµιτιανό)· εκτίµηση δείκτη κατάστασης του A, έλεγχος
αν το µητρώο είναι σχεδόν µη αντιστρέψιµο (µοναδικό), έλεγχος
µεγέθυνσης του παράγοντα οδήγησης· εκλέπτυνση της λύσης και
υπολογισµός ϕραγµάτων για το εµπρός και πίσω σφάλµα· Ϲυγοστάθµιση
του A αν έχει διαπιστωθεί κακή κλιµάκωση.

Οι έµπειροι οδηγοί χρειάζονται περί το διπλάσιο χώρο αποθήκευσης και
επιπλέον χρόνο. Αµφότεροι οδηγοί µπορούν να λύσουν για πολλά δεξιά µέλη
(δηλ. B πολλών στηλών). Οι οδηγοί διαφέρουν ανάλογα µε το είδος του τύπου
(αποθήκευσης) του A.
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DGESV driver για την επίλυση γενικού πραγµατικού συστήµατος σε
αριθµητική διπλής ακρίβειας.

DGESVX expert driver για το παραπάνω

DGECON εκτίµηση του αντιστρόφου του δείκτη κατάστασης γενικού
πραγµατικού µητρώου ως προς την νόρµα 1 ή τη νόρµα µεγίστου
χρησιµοποιώντας την LU παραγοντοποίηση που προκύπτει από τη
ϱουτίνα DGETRF.

Η αντιστροφή µητρώων επιτελείται µέσω των υπολογιστικών ϱουτινών (και όχι των
ϱουτινών οδήγησης).



LAPACK για QR και ελάχιστα τετράγωνα

Για QR: ΄Οταν ο A είναι «πλήρους τάξεως» χρησιµοποιείται η ϱουτίνα
_GEQRF που υπολογίζει κατά πλοκάδες QR.

Ο Q αναπαρασταίνεται σαν γινόµενο στοιχειωδών
ανακλαστών και δεν σχηµατίζεται άµεσα.
Η ϱουτίνα _ORGQR (_ORMQR) υλοποιούν
πολλαπλασιασµό από τα αριστερά (δεξιά) του Q ή Q

> µε
µητρώο A.

Για το ΑΓΑ.2:
µε QR η LQ _GELS
µε πλήρη ορθογώνια παραγοντοποίηση _GELSU
µε διάσπαση SVD _GELSS

Στις _GELSU, _GELSS δεν απαιτείται πλήρης τάξη από τον A.
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