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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative
Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου
άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται ϱητώς.
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Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος
«Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και συγχρηµατοδοτείται από την
Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς
πόρους.
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Σκοπός Ενότητας

• Επίλυση γραµµικών συστηµάτων και εκµετάλλευση ιδιοτήτων του µητρώου

• Παραγοντοποίηση LU µε µερική οδήγηση

• Επαναληπτική εκλέπτυνση

• Συµµετρικά ϑετικά ορισµένα µητρώα

• Παραγοντοποίηση Cholesky και µέθοδος Συζυγών Κλίσεων (CG)
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Υπενθύµιση

∆ιαδικασία LU και επίλυση συστηµάτων µε BLAS-3

∆είκτης κατάστασης προβλήµατος→ δ.κ. µητρώου

Θεώρηµα Rigal-Gaches, εκ των υστέρων πίσω σφάλµα

πρακτικός υπολογισµός πίσω σφάλµατος : Αν βN = ‖r‖
‖A‖‖x̂‖+‖b‖ , και ισχύει

βNκ(A) < 1, τότε

‖∆x‖
‖x‖

≤ 2βNκ(A)

1− κ(A)βN

Επισήµανση

Σηµαντικές αναφορές για τα παρακάτω είναι τα συγγράµµατα των Golub και van
Loan [GV12], του N. Higham [Hig02] του J. Demmel [Dem97], και τη µονογραφία
των F. Chatelin και V. Fraysse [CCF96].
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Παραδείγµατα (υπενθύµιση)

∆εξί µέλος b = A ∗ ones(n, 1). Το ferr2 είναι το παραπάνω ϕράγµα. Λύση
µέσω ‘\’ σε MATLAB 7.5.

Μητρώο n κ2(A) βN ‖x − x̃‖2/‖x‖2 ferr2
H 10 1.6e+13 5.0804e-017 2.7571e-004 0.0016
V 10 1.5e+07 3.6797e-017 3.3080e-010 1.1181e-009
R 100 1.7737e+003 2.2492e-016 5.2216e-014 7.9788e-013

Rn 100 684 5.0267e-016 1.3761e-014 6.8694e-013
D 100 1.0e+10 0 0 0
G 60 26.8 0.0156 0.4714 1.4317

H : hilb(n) - µεγάλο κ(A), µικρό πίσω σφάλµα
V : vander(linspace(0,1,10)) - µεγάλο κ(A), µικρό πίσω

σφάλµα
R : rand(n) - µέτριο κ(A), µικρό πίσω σφάλµα

Rn : randn(n) - µέτριο κ(A), µικρό πίσω σφάλµα
D : diag([1e− 10,ones(1,n− 1)]), µεγάλο κ(A), 0 πίσω

σφάλµα, κακή εκτίµηση σφάλµατος
G : gfpp(n) - µικρό κ(A), µεγάλο πίσω σφάλµα

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 2 ∆εκεµβρίου 2013 6 / 35



Μερικές αδυναµίες των παραπάνω :

Η δυσκολία άµεσου υπολογισµού του δείκτη κατάστασης (O(n
3)),

ενδεχοµένως πιο ακριβός από την επίλυση του προβλήµατος !

... ανάγκη για µεθόδους εκτίµησής του (π.χ. condest της MATLAB ).

Η χρήση διαφορετικών νορµών δεν επιφέρει ουσιαστικές αλλαγές στις
τιµές (όλες οι νόρµες ισοδύναµες).

Γενικά, µια αδυναµία των παραπάνω είναι ότι ϐασίζονται σε πολύ
συνοπτικές πληροφορίες, όπως εκφράζονται από τις νόρµες.

... µπορούµε να έχουµε πολύ πιο λεπτοµερή ανάλυση επεκτείνοντας τις
µεθόδους «ανά στοιχείο» (componentwise).

Σε λογισµικό υψηλής ποιότητας παρέχονται τέτοιες δυνατότητες µε
ϕράγµατα που προέρχονται από «ανά στοιχείο» ανάλυση.

Ο κλασικός δείκτης κατάστασης αντικαθίσταται µε τον δείκτη κατάστασης
κατά Skeel ‖|A||A−1|‖∞.
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Παρατηρήσεις για το δείκτη κατάστασης

Η τιµή εξαρτάται από τη νόρµα που χρησιµοποείται

... χονδρικά όµως παραµένει στην ίδια τάξη µεγέθους (Μαθηµατική
τεκµηρίωση : ΄Ολες οι νόρµες είναι «ισοδύναµες» )

Ο υπολογισµός του δείκτη κατάστασης µπορεί να είναι ακριβός

... χρησιµοποιούνται τεχνικές εκτίµησής του

Γενικά ο δείκτης κατάστασης του A ως προς την επίλυση συστήµατος
πληροφορεί για το πόσα ψηφία ακρίβειας ϑα µπορούσαν να χαθούν κατά την
επίλυση.
Χονδρικός κανόνας : Αν γνωρίζουµε το A µε σχετική ακρίβεια t δεκαδικών
ψηφίων, π.χ. στην αριθµητική διπλής ακρίβειας IEEE το µέγιστο t είναι περίπου 16
και κ(A) ≈ 10p, τότε η λύση του Ax = b µε «πίσω ευσταθή αλγόριθµο»
αναµένεται να έχει περί τα t − p σωστά ψηφία.
Προσοχή: Το ϕράγµα µπορεί να είναι και αρκετά χαλαρό (δηλαδή να χαθούν
λιγότερα ψηφία). ΄Οµως ϑα πρέπει ο αλγόριθµος να είναι πίσω ευσταθής. ΄Οταν
αυτό δε τυχαίνει, ο κανόνας µπορεί να µην ισχύει και να χαθούν πολύ
περισσότερα ψηφία.
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Σχετικά µε την παραγοντοποίηση LU και τη λύση µέσω αυτής

Στα παραπάνω δεν λάβαµε καθόλου υπόψη τον αλγόριθµο επίλυσης.

Πρώτα τρέχαµε τον υπό µελέτη αλγόριθµο και µετά, µέσω του βN ,
εξετάζαµε αν ήταν πίσω ευσταθής για τα δεδοµένα.

Ιδανικά, ϑέλουµε να είµαστε ϐέβαιοι για την πίσω ευστάθεια ενός
αλγορίθµου πριν τον τρέξουµε, δηλ. ανεξάρτητα των δεδοµένων.

Η LU δεν είναι πάντα πίσω ευσταθής αν και (ευτυχώς), σπάνια εµφανίζει
µεγάλο πίσω σφάλµα.

Σηµαντικό :

Για να αναλύσουµε την LU πρέπει να προσδιορίσουµε ποιαν υλοποίηση
εννοούµε,

... τα αποτελέσµατα εξαρτώνται από τη µέθοδο οδήγησης !
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Παραγοντοποίηση και οδήγηση

Αν το A αντιστρέψιµο τότε υπάρχουν µητρώα µετάθεσης P1, P2, κάτω τριγωνικό L

µε τη µονάδα στη διαγώνιο και αντιστρέψιµο U ώστε P1AP2 = LU. Για να είναι
εφικτή η παραγοντοποίηση, αρκεί µόνο µε ένα από τα P1, P2 (τα L, U εξαρτώνται
από την επιλογή που κάνουµε για τα Pj).

GE: απλή απαλοιφή χωρίς οδήγηση. Λέγεται επίσης Gaussian
elimination with diagonal pivoting γιατί ο οδηγός είναι πάντα το
διαγώνιο στοιχείο στην αντίστοιχη ϑέση. Χρησιµοποιείται µόνον σε
ειδικές (όχι όµως σπάνιες) περιπτώσεις, π.χ. µητρώα που είναι
ΣΘΟ ή ∆Κ.

GEPP: (Gaussian elimination with partial pivoting) Επιλέγουµε P2 = I και
τον k παράγοντα του P1 ώστε στο ϐήµα k να ϕέρνει το µέγιστο σε
απόλυτη τιµή στοιχείο στις ϑέσεις (k : n, k). Υλοποιείται στην
DGETRF της LAPACK.

GECP: (Gaussian elimination with complete pivoting) Επιλέγουµε τους
παράγοντες των P2 και P1 ώστε στο ϐήµα k να ϕέρνουν το
µέγιστο σε απόλυτη τιµή στοιχείο στις ϑέσεις (k : n, k : n).

Rook pivoting: Πιο πρόσφατη µέθοδος οδήγησης που επιτυγχάνει
περιορισµένο σφάλµα µε µικρότερο κόστος από την GECP.
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Πώς συµπεριφέρεται η επίλυση µε διάσπαση LU; [Dem97]

Για ευκολία ϑεωρούµε ότι το A έχει ήδη µετασχηµατιστεί µε µεταθέσεις ώστε να
µην χρειάζονται οι εναλλαγές της οδήγησης. Αποδεικνύεται τα υπολογισµένα
L̂, Û ικανοποιούν

A + E = L̂Û

όπου
|E| ≤ γn |̂L||Û|, ‖|E|‖ ≤ γn‖|̂L|‖‖|Û|‖

ΠΡΟΣΕΞΤΕ

1 Η πίσω ευστάθεια της LU εξαρτάται από το ‖∆A‖
‖A‖ . Λέµε ότι έχουµε πίσω

ευστάθεια αν ‖∆A‖
‖A‖ ≈ Ο(u).

2 Αυτό ισχύει αν 3γn‖|̂L|‖‖|Û|‖ ≈ O(u)‖A‖
3 ... ελέγχεται εύκολα από τις διαθέσιµες τιµές L̂, Û.

4 Αν οι τιµές είναι µεγάλες (συνήθως οφείλεται στο |Û|), η LU αστοχεί.
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Συντελεστής αύξησης και ευστάθεια

Θεώρηµα [Wilkinson]

΄Εστω A ∈ Rn×n και ότι υπολογίζουµε τη λύση x̂ του Ax = b µέσω GEPP ή GECP.
Τότε υπάρχει ∆A τ.ώ.

(A + ∆A)x̂ = b, ‖∆A‖∞ ≤ p(n)ρn‖A‖∞u.

όπου p(n) είναι κυβικό πολυώνυµο και ο παράγοντας

ρn =
maxi,j,k |α(k)

i,j |
maxi,j |αi,j |

ονοµάζεται συντελεστής αύξησης της µεθόδου.

Συνεπώς µεγάλος συντελεστής δηλώνει ενδεχόµενη µικρή (κακή) πίσω
ευστάθεια.
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Σχετικά µε το συντελεστή αύξησης

Ερώτηµα Πόσο µεγάλος µπορεί να γίνει ο συντελεστής ;

µερικής οδήγησης

ρΜΟ
n
≤ 2n−1

πλήρους οδήγησης

ρΠΟ
n

<

√
nn

1+ 1
2
+···+ 1

n−1 = O(n
log n)

Παρόλα αυτά, η GEPP µπορεί να ϑεωρηθεί πρακτικά πίσω ευσταθής.

Για ορισµένα µητρώα όµως, η GEPP δεν είναι πίσω ευσταθής.

Οι αλγόριθµοι πρέπει να προειδοποιούν για την ύπαρξη τέτοιας δυσκολίας.
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Παράδειγµα αποτυχίας της GEPP

A =

 1 0 0 1
−1 1 0 1
−1 −1 1 1
−1 −1 −1 1


µε GEPP:

A =

 1 0 0 0
−1 1 0 0
−1 −1 1 0
−1 −1 −1 1


1 0 0 1

0 1 0 2
0 0 1 4
0 0 0 8

⇒ ρΜΟ = 8.

Με GECP:

PAQ =

 1 1 0 0
−1 1 1 0
−1 1 −1 1
−1 1 −1 −1

 =

 1 0 0 0
−1 1 0 0
−1 −1 1 0
−1 −1 −1 1


1 1 0 0

0 2 1 0
0 0 −2 1
0 0 0 −2


⇒ ρΜΟ = 8.
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Παρόµοια µορφή δίνουν το χειρότερο συντελεστή για µερική οδήγηση,
ρΜΟ

n
= 2n−1.

‘1.5’ γραµµές MATLAB
e=[ones(n,1)]; en = [zeros(1,n-1),1]; ...

A=-tril(e*e',-1)+eye(n)+e*en-en'*en

Παρόµοια µητρώα παράγονται µε τη συνάρτηση gfpp του MC toolbox:

1 n=64;a=gfpp(n);x=ones(n,1);b=a*x;
2 norm(x-a\b) ans = 3.1623
3 norm(b-a*(a\b)) ans = 177.4458
4 [l,u,rpp]=gePP(a);
5 cond(a) =
6 1.0775e+005
7 rpp = 1.8558e+016
8 condest(a) = 1200
9 [l,u,p,q,rcp]=geCP(a); rcp=1

Σχόλιο Wilkinson ‘‘ ... no matrix has yet been discovered for which ρ ΠΟ
n

> n.’’
΄Ενα αντιπαράδειγµα ϐρέθηκε (δύσκολα) από τον Gould: Μητρώο 13× 13 για το
οποίο ρΠΟ = 13.0205. Αυτό όµως ήταν µόνο µερικώς σωστό ! Περισσότερα
(για fanατικούς) διαβάστε στα άρθρα των άρθρο A. Edelman και των Higham.)

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/2360-the-matrix-computation-toolbox
http://math.mit.edu/~edelman/homepage/papers/largegrowth.pdf
http://eprints.ma.man.ac.uk/356/01/0610012.pdf


Παρόµοια µορφή δίνουν το χειρότερο συντελεστή για µερική οδήγηση,
ρΜΟ

n
= 2n−1.

‘1.5’ γραµµές MATLAB
e=[ones(n,1)]; en = [zeros(1,n-1),1]; ...

A=-tril(e*e',-1)+eye(n)+e*en-en'*en

Παρόµοια µητρώα παράγονται µε τη συνάρτηση gfpp του MC toolbox:

1 n=64;a=gfpp(n);x=ones(n,1);b=a*x;
2 norm(x-a\b) ans = 3.1623
3 norm(b-a*(a\b)) ans = 177.4458
4 [l,u,rpp]=gePP(a);
5 cond(a) =
6 1.0775e+005
7 rpp = 1.8558e+016
8 condest(a) = 1200
9 [l,u,p,q,rcp]=geCP(a); rcp=1

Σχόλιο Wilkinson ‘‘ ... no matrix has yet been discovered for which ρ ΠΟ
n

> n.’’
΄Ενα αντιπαράδειγµα ϐρέθηκε (δύσκολα) από τον Gould: Μητρώο 13× 13 για το
οποίο ρΠΟ = 13.0205. Αυτό όµως ήταν µόνο µερικώς σωστό ! Περισσότερα
(για fanατικούς) διαβάστε στα άρθρα των άρθρο A. Edelman και των Higham.)

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/2360-the-matrix-computation-toolbox
http://math.mit.edu/~edelman/homepage/papers/largegrowth.pdf
http://eprints.ma.man.ac.uk/356/01/0610012.pdf


Ειδικά µητρώα
1) ∆ιαγώνια κυρίαρχα, 2) Συµµετρικά ϑετικά ορισµένα

Υπενθύµιση (Strang σελ. 416, 601)

Θυµηθείτε ορισµούς για ∆Κ και ΣΘΟ. Επίσης το ϑεώρηµα Gerschgorin.

Για ορισµένες κατηγορίες µητρώων µπορούµε να αποφύγουµε οδήγηση. α) π.χ.
επειδή το διαγώνιο στοιχείο συµβαίνει και είναι το µέγιστο της στήλης, ή ϐ) γιατί
χωρίς να χρησιµοποιήσουµε οδήγηση, ο ‘συντελεστής αύξησης’ είναι µικρός
(π.χ. 1, 2).

Συµµετρικά ϑετικά ορισµένα (ΣΘΟ): υπάρχει παραγοντοποίηση A = LL
>

(Cholesky, δείτε σελ. 421, 430 στον Strang) και ο συντελεστής
αύξησης είναι ρn = 1. ΠΡΟΣΟΧΗ : Το L δεν έχει κατ΄ ανάγκη 1 στη
διαγώνιο.

∆ιαγώνια κυρίαρχα (∆Κ): Θεώρηµα (Wilkinson): A ∈ Rn×n ∆Κ κατά στήλες ή
γραµµές και αντιστρέψιµο, τότε υπάρχει A = LU και ο
συντελεστής αύξησης είναι ρn ≤ 2. Εποµένως, η απαλοιφή
Gauss χωρίς οδήγηση είναι πίσω ευσταθής.

Συµµετρικά ∆Κ: υπάρχει παραγοντοποίηση A = LU αν ισχύει αυστηρή ∆Κ.
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Γιατί ενδιαφερόµαστε για ∆Κ και ΣΘΟ µητρώα ;

Εµφανίζονται σε πάρα πολλές εφαρµογές : Στατιστική, οικονοµετρία, σήµατα
(µητρώα συσχέτισης, µητρώα συµµεταβλητότητας), επίλυση διαφορικών
εξισώσεων, κ.λπ.
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Βήµατα Cholesky σε ΣΘΟ A ∈ R3×3

Γράφουµε τις στήλες του L = [l1, l2, l3], λόγω ΣΘΟ τα διαγώνια στοιχεία του A

είναι όλα ϑετικά.

A = LL
> = l1l

>
1 + l2l

>
2 + l3l

>
3

=

 λ11

λ12

λ13

( λ11 λ12 λ13

)

+

 0
λ22

λ23

( 0 λ22 λ23

)
+

 0
0

λ33

( 0 0 λ33

)
Γράψαµε το A ως άθροισµα τριών συµµετρικών µητρώων τάξης 1. Προσέξτε τη
δοµή τους.
Υπολογίζουµε τις στήλες lj µε τη σειρά, ξεκινώντας πάντα από το διαγώνιο
στοιχείο της καθεµιάς.
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Μερικά ϐήµατα :

α11 = λ2
11: Επειδή το α11 > 0 λόγω ϑετικής ορισιµότητας, µπορούµε να

επιλέξουµε ϑετικό λ11 =
√
α11. Εποµένως γνωρίζουµε πλέον το λ11.

ΠΡΟΣΟΧΗ : Αν αποτύχει αυτό το ϐήµα, συµπεραίνουµε ότι το A δεν είναι
ϑετικά ορισµένο και σταµατάµε.

΄Αµεσα προκύπτει ότι [λ12, λ13] = [α12, α13]/λ11. ΄Εχουµε πλέον
υπολογίσει όλα τα στοιχεία του l1.

Θέτουµε A
(1) = A− l1l

>
1 . Στην πραγµατικότητα, οι µόνες πράξεις που

χρειάζονται πραγµατικά είναι για να υπολογιστούν τα στοιχεία του A
(1) στις

ϑέσεις (2, 2), (2, 3), (3, 3) λόγω συµµετρίας και εκ κατασκευής µηδενικής
πρώτης στήλης και γραµµής του. Λόγω ϑεωρίας, το A

(1) είναι ΣΘΟ και ϑα
επαναλάβουµε αντίστοιχα ϐήµατα για να υπολογίσουµε το l2.



(συνέχ.) Προσοχή, τώρα το πρόβληµα είναι 2× 2, αφού η µορφή του A
(1)

είναι πλέον :

A
(1) =

 0 0 0

0 α
(1)
22 α

(1)
23

0 α
(1)
23 α

(1)
33


όπου

α
(1)
22 = α22 − λ2

12, α
(1)
23 = α32 − λ13λ12, α

(1)
33 = α33 − λ2

13

α
(1)
22 = λ2

22 ⇒ λ22 =

√
α

(1)
22 , και πάλι αν το α

(1)
22 δεν είναι ϑετικό, το αρχικό

A δεν ϑα ήταν ΣΘΟ.

λ23 = [α
(1)
23 ]/λ22. ΄Εχουµε υπολογίσει όλα τα στοιχεία του l2.

A
(2) = A

(1) − l2l
>
2 . Στην πραγµατικότητα, χρειάζεται να υπολογίσουµε

µόνον το στοιχείο στη ϑέση (3, 3), που είναι α
(2)
33 = α

(1)
33 − λ2

23.

α
(2)
33 = λ2

33 ⇒ λ33 =

√
α

(2)
33 , και πάλι αν το α

(2)
33 δεν είναι ϑετικό, το αρχικό

A δεν ϑα ήταν ΣΘΟ.



Ιδιότητες ΣΘΟ µητρώων

Θεώρηµα

Αν ένα µητρώο A ∈ Rn×n και το γράψουµε σε µορφή πλοκάδων

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
τότε το A είναι ΣΘΟ αν και µόνον αν τα A11 και το S = A22 − A21A

−1
11 A12 είναι

αµφότερα ΣΘΟ.

Αν A ΣΘΟ τότε

το A είναι αντιστρέψιµο

κάθε κύριο υποµητρώο είναι ΣΘΟ⇒ αντιστρέψιµο⇒ υπάρχουν L, U ώστε
A = LU.

όλα τα στοιχεία της διαγωνίου είναι ϑετικά (γιατί;)

Αν εφαρµόσουµε LU χωρίς οδήγηση σε ΣΘΟ µητρώο, ο συντελεστής
αύξησης ρn = 1, εποµένως δεν χρειάζεται οδήγηση.
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Χρήσιµες και σηµαντικές ιδιότητες
Εφαρµογή: Μέθοδος κανονικών εξισώσεων

Αν το A συµµετρικό και ∆Κ και τα στοιχεία της διαγωνίου είναι όλα ϑετικά,
τότε το A είναι ΣΘΟ

Αν οι στήλες οποιουδήποτε A ∈ Rm×n είναι γραµµικά ανεξάρτητες, τότε το
µητρώο A

>
A ∈ Rm×m είναι ΣΘΟ.

Προσοχή: το 2ο αποτέλεσµα είναι κλειδί για µεθόδους επίλυσης µη
τετραγωνικών συστηµάτων µε τη µέθοδο των κανονικών εξισώσεων :
΄Εστω ότι A ∈ Rm×n, b ∈ Rm όπου m > n και ότι αναζητάµε το x ∈ Rn τ.ώ.

Ax = b

Τότε αν οι στήλες του A είναι γραµµικά ανεξάρτητες,

Ax = b⇔ A
>

Ax = A
>

b

x = (A
>

A)−1
A
>

b
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Παραγοντοποίηση Cholesky

Θεώρηµα

΄Εστω A ∈ Rn×n ΣΘΟ. Τότε υπάρχει µοναδικό κάτω τριγωνικό L µε ϑετικά
διαγώνια στοιχεία, ώστε A = LL

>.

Ιδιότητες

Το L ονοµάζεται παράγοντας Cholesky του A

η παραγοντοποίηση A = R
>

R = LL
> διάσπαση (ή παραγοντοποίηση)

Cholesky.

Στη MATLAB δείτε την εντολή chol.

Η παραγοντοποίηση Cholesky µπορεί να υλοποιηθεί µε πολλούς τρόπους.

και κατά πλοκάδες µε BLAS-3
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Σε MATLAB
Απόσπασµα από το help

1 chol Cholesky factorization.
2 chol(A) uses only the diagonal and upper triangle of A.
3 The lower triangle is assumed to be the (complex conjugate)
4 transpose of the upper triangle. If A positive definite,
5 R = chol(A) produces an upper triangular R so that R'*R ...

= A.
6 If A is not positive definite, an error message is printed.
7

8 L = chol(A,'lower') uses only the diag. and lower triangle
9 of A to produce a lower triangular L so that L*L' = A. If

10 A is not positive definite, an error message is printed.
11 When A is sparse, this syntax of chol is typically faster.
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Αλγόριθµος Cholesky

Υλοποίηση ϐασισµένη σε ανανεώσεις 1ης τάξης. Στο τέλος το κάτω τριγωνικό
τµήµα του A περιέχει το L.
Στο 1ο ϐήµα :

(
α1,1 v

>

v A2:n,2:n

)
=

(
λ1,1 0

v/λ1,1 I

)(
λ1,1 v

>/λ1,1

0 A2:n,2:n − vv
>/α1,1S

)
όπου λ1,1 =

√
α1,1. Συνεχίζουµε αναδροµικά µε την παραγοντοποίηση

Cholesky του S.
for k = 1 : n

A(k, k) = sqrt(A(k, k))
A(k + 1 : n, k) = A(k + 1 : n, k)/A(k, k)
for j = k + 1 : n

A(j : n, j) = A(j : n, j)− A(j : n, k)A(j, k)
end

end

Tαρθ ≈ n
3

3 , δηλ. περίπου το µισό της LU.
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Cholesky µε BLAS-3

΄Εστω ότι τεµαχίζουµε ως εξής :

(
A1,1 A

>
2,1

A2,1 A2:n,2:n

)
=

(
L1,1 0

A2,1L
−1
1,1 I

) L
>
1,1 L

−>
1,1 A

>
2,1

0 A2,2 − A2,1A
−1
1,1A

>
2,1︸ ︷︷ ︸

S


΄Εστω ότι το L1,1 περιέχει τις πρώτες β στήλες του L1,1 και ότι έχει ήδη
υπολογιστεί. Τότε τα στοιχεία A2,1L

−>
1,1 υπολογίζονται µε BLAS-3, το ίδιο και το S το

οποίο ϑα είναι και αυτό ΣΘΟ. Εποµένως, µπορούµε να εφαρµόσουµε την ίδια
ιδέα αναδροµικά, µε πράξεις σε πλοκάδες β στηλών κάθε ϕορά.
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Παρατηρήσεις για την Cholesky

Προσέξτε ότι τα στοιχεία του L είναι ϕραγµένα σε σύγκριση µε του A:

αii =
i∑

j=1

λijλji =
i∑

j=1

λ2
ij

εποµένως αii ≥ λ2
ij

.

Υπάρχει επίσης και η «παραγοντοποίηση Cholesky χωρίς τετραγωνικές
ϱίζες»:

A = LDL
>,

όπου D διαγώνιο και L κάτω τριγ. µε µονάδα διαγώνιο.

Η Cholesky είναι πίσω ευσταθής.

‖∆A‖∞ ≤ 3γn‖|L|‖∞‖|L>|‖∞
≤ 3nγn‖A‖∞
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Μέθοδος κανονικών εξισώσεων
Επίλυση µε Cholesky

1 Υπολογισµός του C = A
>

A και του d = A
>

b. (ΠΡΟΣΟΧΗ : Λόγω
συµµετρίας, ο υπολογισµός του C χρειάζεται Ω ≈ mn

2 αντί Ω ≈ 2mn
2.)

2 Παραγοντοποίηση Cholesky C = LL
>.

3 Επίλυση του Ly = d και του L
>

x = y .

Το αριθµητικό κόστος της µεθόδου είναι

Ω = mn
2 + n

3/3 + O(n
2)

ΧΡΗΣΙΜΟ Θα δούµε σύντοµα ότι το άνω ϕράγµα για το εµπρός σφάλµα της
λύσης µε κανονικές εξισώσεις καθορίζεται από το τετράγωνο του δ.κ. του A,
δηλ. (κ(A))2. Για ϐελτίωση της ακρίβειας του παραπάνω συνιστάται η χρήση
επαναληπτικής ϐελτίωσης. ∆είτε στο help qr στη MATLAB.
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Η λύση των $1,000,000
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Παρατηρήσεις για την επίλυση µέσω κανονικών εξισώσεων

Με ϐάση τα κριτήρια του ΕΥ :

ταχεία µέθοδος

... αλλά µπορεί να εντείνει υπάρχοντα αριθµητικά προβλήµατα

Βασική παρατήρηση : Πρόκειται για επίλυση του συστήµατος Bx = b όπου
B := A

>
A. ΄Οµως ο δείκτης κατάστασης του προβλήµατος «επίλυση κανονικών

εξισώσεων» κ2(B) = κ2
2(A).

Γιατί· A = UΣV
> ⇒ A

>
A = VΣ>ΣV

> οπότε κ2(B) =
(
σmax(A)

minmax(A)

)2

Ακόµα και αν ο αλγόριθµος επίλυσης είναι πισω ευσταθής, το εµπρός σφάλµα
µπορεί να καθοριστεί από το τετράγωνο του δείκτη κατάστασης του A.
Παράδειγµα : Αν κ2(A) = 1e8 για Ax = b και χρησιµοποιήσουµε MATLAB, ϑα
«χάσουµε» το πολύ 8 ψηφία (τα µισά της διπλής ακρίβειας IEEE) ενώ στη λύση
του A

>
Ax = A

>
b µπορεί να τα χάσουµε όλα !

Αν ο δείκτης κατάστασης του A είναι µεγάλος, καλύτερα ΝΑ ΜΗ
χρησιµοποιούµε κανονικές εξισώσεις αλλά µεθόδους που χρησιµοποιούν
ορθογώνιους µετασχηµατισµούς
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ΣΘΟ µητρώα : Μια (ακόµα) σηµαντική επιτυχία αποφοίτου του
CEID
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