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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative
Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου
άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται ϱητώς.
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Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος
«Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και συγχρηµατοδοτείται από την
Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς
πόρους.
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Σκοπός Ενότητας

• Επίλυση γραµµικών συστηµάτων και εκµετάλλευση ιδιοτήτων του µητρώου

• Παραγοντοποίηση LU µε µερική οδήγηση

• Επαναληπτική εκλέπτυνση

• Συµµετρικά ϑετικά ορισµένα µητρώα

• Παραγοντοποίηση Cholesky και µέθοδος Συζυγών Κλίσεων (CG)
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Περιεχόµενα

1 Επίλυση τετραγωνικών γραµµικών συστηµάτων (συνέχεια)
Επίλυση τριγωνικών συστηµάτων
Επίλυση µε αντικατάσταση και χρήση BLAS-1
Ανάλυση σφάλµατος αλγορίθµου επίλυσης τριγωνικού συστήµατος
Νόρµες µητρώων
Ανάλυση σφάλµατος στην επίλυση τριγωνικού συστήµατος (συνέχεια)
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Υπενθύµιση προηγούµενης διάλεξης

Γενικό πρόβληµα

Είδη/τύποι µητρώων

Πολυπλοκότητα αντιστροφής

Παραγοντοποίηση LU κατά πλοκάδες και συµπλήρωµα Schur

Μεθοδολογία παραγοντοποίησης και πλεονεκτήµατα

Κλασικές παραγοντοποιήσεις

Πολυπλοκότητα παραγοντοποίησης LU για διαφορετικά είδη µητρώων

... να αντιλαµβανόµαστε & να αξιοποιούµε τη δοµή (όταν υπάρχει)

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 25 Νοεµβρίου 2013 5 / 24



«Νέα» ϑέµατα !!

Υπολογιστικά
1 Συµπεριφορά «κλασικών» αλγορίθµων στο µοντέλο

ιεραρχικής µνήµης ;
2 Τροποποιήσεις για καλύτερη επί/απόδοση υπό το νέο

µοντέλο.
3 Υλοποιήσεις

Αριθµητικά
1 Συµπεριφορά «κλασικών» αλγορίθµων στο µοντέλο

αριθµητικής.
2 Συµπεριφορά «νέων» αλγορίθµων στο µοντέλο αριθµητικής.
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Επίλυση τριγωνικών συστηµάτων

΄Εστω A κάτω τριγωνικό : Γράφουµε :

λT

i,:x = βi , 1 ≤ i ≤ n,

Υλοποίηση µε BLAS-1 _DOT:

ξj = (βj −

DOT︷ ︸︸ ︷
λ>

j,1:j−1ξ1:j−1)/λjj , j = 1, ..., n.
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Ανάλυση

Ω =
∑

n

j=1(1 + (2j − 2)) = n
2

Φmin =
∑

n

j=1 j + 2n

µmin = n+5
2n

= 1
2 + O( 1

n
)

Οι αλγόριθµοι επίλυσης τριγωνικών συστηµάτων µε 1 δεξιό µέλος ϑεωρούνται

BLAS-2.

Αν υπάρχουν s δεξιά µέλη :

Ω =
∑

n

j=1(1 + (2j − 2)) = sn
2

Φmin =
∑

n

j=1 j + 2ns

µmin = n+4s+1
2ns

= 1
2s

+ O( 1
n
)

οπότε για s � 1 δεξιά µέλη η επίλυση κατατάσσεται στα BLAS-3.
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Εναλλακτική υλοποίηση

΄Εστω A κάτω τριγωνικός :

b = λ:,1ξ1 + ...+ λ:,nξn.


β1

...
βj

...
βn

 =


λ11

...
λj1

...
λn1

 ξ1 +


0
...
λj2

...
λn2

 ξ2 + ...+


0
0
...
0
λnn

 ξn

(
λ11 01,n−1

λ2:n,1 A2:n,2:n

)(
ξ1

ξ2:n

)(
β1

β2:n

)

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 25 Νοεµβρίου 2013 9 / 24



Το ξ1 υπολογίζεται από

λ11ξ1 = β1

A2:n,2:nξ2:n = β2:n − λ2:n,1ξ1

Υλοποίηση µε BLAS-1 _AXPY:

for j = 1 : n− 1
ξj = βj/λjj

for i = j + 1 : n

βi = βi − λijξj

end
end



Η επίλυση τριγωνικών συστηµάτων στο BLAS API

BLAS-2: _ TRSV επίλυση Ax = b

BLAS-3: _ TRSM επίλυση AX = B (περισσότερα δεξιά µέλη)
_ TRCON εκτίµηση του δείκτη κατάστασης
_ TRTRS επίλυση AX = B και A

>
X = B

_ TRTRI υπολογισµός A
−1
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Παρατηρήσεις

΄Εστω το σύνολο των κάτω τριγωνικών µητρώων
L = {A ∈ Rn×n|A κάτω τριγωνικό }. Τότε

Αν A, B ∈ L τότε ρA + σB,A · B,A−1 ∈ L.

Αντίστοιχα και για τα άνω τριγωνικά µητρώα

Οι πράξεις µε τριγωνικά µητρώα κοστίζουν O(n
2).

⇒ Αξίζει να αξιοποιούµε την πληροφορία ότι το µητρώο είναι τριγωνικό
καλώντας κατάλληλους αλγορίθµους.

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 25 Νοεµβρίου 2013 12 / 24



Παρατηρήσεις

΄Εστω το σύνολο των κάτω τριγωνικών µητρώων
L = {A ∈ Rn×n|A κάτω τριγωνικό }. Τότε

Αν A, B ∈ L τότε ρA + σB,A · B,A−1 ∈ L.

Αντίστοιχα και για τα άνω τριγωνικά µητρώα

Οι πράξεις µε τριγωνικά µητρώα κοστίζουν O(n
2).

⇒ Αξίζει να αξιοποιούµε την πληροφορία ότι το µητρώο είναι τριγωνικό
καλώντας κατάλληλους αλγορίθµους.

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 25 Νοεµβρίου 2013 12 / 24



Πίσω ανάλυση σφάλµατος εµπρός αντικατάστασης

΄Εστω n = 2 (
λ11 0
λ21 λ22

)(
ξ1

ξ2

)
=

(
β1

β2

)
1 ξ1 = β1

λ11
ξ̃1 = β1

λ11(1+δ1)

2 ξ2 = β2−λ21ξ1
λ22

ξ̃2 = fl(fl(β2 − fl(λ21ξ̃1))/λ22)
Χρησιµοποιώντας τις µεταβλητές ti για τα ενδιάµεσα αποτελέσµατα,

t1 = fl(λ21ξ̃1) = λ21ξ̃1(1 + δ2)

t2 = fl(β2 − t1) = (β2 − t1)/(1 + δ3)

ξ̃2 = fl(t2/λ22) =
t2

λ22(1 + δ4)

⇒ ξ̃2 =
β2

λ22(1 + δ4)(1 + δ3)
−

λ21β1

λ11(1+δ1) (1 + δ2)

λ22(1 + δ4)(1 + δ3)
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Εποµένως

ξ̃1 =
β1

λ11(1 + δ1)

ξ̃2 =
β2

λ22(1 + θ2)
−

λ21β1

λ11(1+δ1) (1 + δ2)

λ22(1 + θ2)

εποµένως (
λ11(1 + δ1) 0
λ21(1 + δ2) λ22(1 + θ2)

)(
ξ̃1

ξ̃2

)
=

(
β1

β2

)
άρα

(L + ∆L)x̃ = b, όπου |∆L| ≤ γn|L|



Πίσω ανάλυση σφάλµατος επίλυσης τριγωνικού συστήµατος

Αποδεικνύεται :
το υπολογισθέν x = x̂ ικανοποιεί τη σχέση

b = (L + ∆L)x̂

όπου τα στοιχεία του ∆L είναι ϕραγµένα

|∆L| ≤ γn|L|

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ Η επίλυση τριγωνικών συστηµάτων µε τον αλγόριθµο ϐασισµένο
σε DOT είναι προς τα πίσω ευσταθής. Μπορούµε να δείξουµε το ίδιο και για τον
αλγόριθµο που ϐασίζεται σε _AXPY.
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Νόρµες µητρώων

Μετρική µεγέθους των στοιχείων ενός µητρώου Επεκτείνει την έννοια που
είχαµε για τα διανύσµατα.
Υπενθυµίζουµε :

Νόρµα διανύσµατος

Νόρµα διανύσµατος x ∈ Cn, ‖x‖, είναι οποιαδήποτε συνάρτηση µε πεδίο
ορισµού το Cn και πεδίο τιµών το R που ικανοποιεί:

1 ‖x‖ > 0 εκτός αν x = 0 οπότε ‖x‖ = 0 (ϑετικά ορισµένη)·

2 ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (τριγωνική ανισότητα - υποαθροιστική)·

3 ‖αx‖ = |α|‖x‖ για α ∈ R (απόλυτα οµογενής).
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Νόρµα µητρώου

Βασική ιδέα Οποιαδήποτε συνάρτηση ‖ · ‖ : Cn×n → R που ικανοποιεί τις 3
συνθήκες ορισµού της νόρµας διανύσµατος ονοµάζεται νόρµα µητρώου.
Υποπολλαπλασιαστική νόρµα Αν επιπλέον ισχύει ότι

C = AB ⇒ ‖C‖ ≤ ‖A‖‖B‖

η νόρµα λέγεται υποπολλαπλασιαστική.

Ορισµός

Για οποιαδήποτε νόρµα διανύσµατος ‖ · ‖p, ορίζεται η επαγόµενη νόρµα
µητρώου

‖A‖p = max
x 6=0

‖Ax‖p

‖x‖p

.

Προσοχή: Οι επαγόµενες νόρµες είναι υποπολλαπλασιαστικές.
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Συνηθισµένες νόρµες µητρώων

΄Εστω A ∈ Cm×n.

‖A‖1 = maxj

∑
m

i=1 |αi,j |.
‖A‖2 =

√
λmax(A∗A) όπου λmax(·) συµβολίζει τη µέγιστη ιδιοτιµή

(ϕασµατική νόρµα).

‖A‖∞ = maxi

∑
n

j=1 |αi,j | (νόρµα µεγίστου)

Νόρµα Frobenius

‖A‖F =

(
m∑

i=1

n∑
j=1

|αi,j |2
)1/2

.

Σηµαντικές ιδιότητες και παρατηρήσεις

1 ‖A‖p = ‖|A|‖p για p = 1,∞,F αλλά όχι για την νόρµα-2.

2 Αν X
∗
X = Im, Y

∗
Y = In τότε ‖XAY‖ = ‖A‖ για τις νόρµες-2 και -F.

3 Η νόρµα ‖A‖ = maxi,j |αi,j | δεν έχει την υποπολλαπλασιαστική ιδιότητα.
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Ισοδυναµίες

Ισοδύναµες νόρµες Αν ‖ · ‖p και ‖ · ‖q είναι δύο νόρµες στον ίδιο δ.χ. V τότε λέγονται
ισοδύναµες αν υπάρχουν ϑετικές σταθερές γ1, γ2 τ.ώ. για κάθε x ∈ V ,

γ1‖x‖p ≤ ‖x‖q ≤ γ2‖x‖p

Σε δ.χ. πεπερασµένων διαστάσεων, όλες οι νόρµες είναι ισοδύναµες.

για τις νόρµες διανύσµατος
1 2 ∞

1 1
√

n n

2 1 1
√

n

∞ 1 1 1

για τις νόρµες µητρώου (παραδείγµατα)

‖A‖2 ≤ ‖A‖F ≤
√

n‖A‖2

1√
n
‖A‖∞ ≤ ‖A‖2 ≤

√
m‖A‖∞

1√
m
‖A‖1 ≤ ‖A‖2 ≤

√
n‖A‖1.

Στον πίνακα για τις νόρµες διανυσµάτων, στη γραµµή που αντιστοιχεί στη νόρµα 2, οι
αριθµοί 1, 1,

√
n σηµαίνουν

‖x‖2 ≤ ‖x‖1, ‖x‖2 ≤ ‖x‖2, ‖x‖2 ≤
√

n‖x‖∞

Αντίστοιχος πίνακας µπορεί να συνταχθεί για νόρµες µητρώων.
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Κατάσταση προβλήµατος

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Να λυθεί το κάτω τριγωνικό σύστηµα Lx = b ως προς x

Πώς επιδρούν µικρές διαταραχές ;

(L + ∆L)(x + ∆x) = b + ∆b

Lx = b

L∆x + ∆Lx + ∆L∆x = ∆b

∆x = L
−1∆b − L

−1∆Lx − L
−1∆L∆x

‖∆x‖ ≤ ‖L−1‖ (‖∆L‖‖x‖+ ‖∆L‖‖∆x‖+ ‖∆b‖)
‖∆x‖
‖x‖

≤ κ(L)

(
‖∆L‖
‖L‖

+
‖∆L‖
‖L‖

‖∆x‖
‖x‖

+
‖∆b‖
‖L‖‖x‖

)

εποµένως

‖∆x‖
‖x‖

≤ κ(L)

1− κ(L)‖∆L‖
‖L‖

(
‖∆L‖
‖L‖

+
‖∆b‖
‖b‖

)
.
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+
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‖L‖

‖∆x‖
‖x‖

+
‖∆b‖
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Παρατηρήσεις

Εµπρός σφάλµα από την πίσω ανάλυση
΄Εστω ότι επιλύουµε Lx = b και ότι η υπολογισµένη λύση µε εµπρός
αντικατάσταση είναι x̂ . Χρησιµοποιούµε µία από τις νόρµες-1, −∞, −F:

από την πίσω ανάλυση, ισχύει (L + ∆L)x̂ = b, όπου

|∆L| ≤ γn|L|

.. επίσης, (για τις νόρµες-1, −∞, −F), ‖∆L‖ ≤ γn‖L‖
Το εµπρός σφάλµα ϕράσσεται ως εξής,

‖x̂ − x‖
‖x‖

≤ κ(L)

1− κ(L)‖∆L‖
‖L‖

‖∆L‖
‖L‖

και κ(L)‖∆L‖
‖L‖ � 1, τότε το επόµενο ϕράγµα είναι πιο εύληπτο (και αγνοεί

όρους τετραγωνικής τάξης)

‖x̂ − x‖
‖x‖

≤ κ(L)γn.
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