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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative
Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου
άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται ϱητώς.
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Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος
«Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και συγχρηµατοδοτείται από την
Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς
πόρους.
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Σκοπός Ενότητας

• Απώλεια πληροφορίας στον επιστηµονικό υπολογισµό.

• Αριθµητικό µοντέλο και πρότυπο αριθµητικής κινητής υποδιαστολής ΙΕΕΕ.

• Σφάλµατα στρογγύλευσης και διάδοσή τους.

• Σφάλµατα στρογγύλευσης και διάδοσή τους.

• ∆είκτες κατάστασης προβλήµατος και αλγορίθµου.

• Θεωρία και εργαλεία εκτίµησης σφάλµατος και ποιότητας υπολογισµών.
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Περιεχόµενα

1 Υπενθυµίσεις και µεθοδολογία πίσω ανάλυσης σφάλµατος

2 Παραδείγµατα εφαρµογής πίσω ανάλυσης σφάλµατος

3 Σφάλµατα στη MM Strassen

4 Το πρόβληµα της άθροισης

5 Προς µια ακριβέστερη αριθµητική
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Γενική εικόνα
Στόχοι της «προς τα πίσω ανάλυσης σφάλµατος» [Hig02]

Ορισµός Ονοµάζουµε «προς τα πίσω ανάλυση σφάλµατος» τη διαδικασία
εύρεσης ϕράγµατος για το πίσω σφάλµα.
Στόχοι :

1 Να ερµηνεύσουµε τα σφάλµατα στρογγύλευσης στους υπολογισµούς ως
ισοδύναµες διαταραχές στα δεδοµένα.

2 Να αναχθεί το πρόβληµα της εύρεσης ϕράγµατος ή της εκτίµησης του
εµπρός σφάλµατος σε πρόβληµα της µαθηµατικής ϑεωρίας διαταραχών.
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Μεθοδολογία

Ισχύει ότι

‖fprog(x
∗)− f(x)‖
‖f(x)‖

≤ cond(f ; x
∗)cond(fprog)u

‖f(x
∗)‖

‖f(x)‖
+ cond(f ; x)E

Βήµατα για να ϕράξουµε το εµπρός σφάλµα
‖fprog(x∗)−f(x)‖

‖f(x)‖ χρησιµοποιώντας
την πίσω ανάλυση σφάλµατος :

Υπολογισµός κατάστασης αλγορίθµου cond(fprog). από την οποία προκύπτει το
πίσω σφάλµα.

Υπολογισµός κατάστασης προβλήµατος cond(f ; x)

Εκτίµηση του E όταν χρειάζεται

΄Οταν ο παράγοντας E είναι µικρός και ‖f(x
∗)‖

‖f(x)‖ ≈ 1:

προς τα εµπρός σφάλµα < δείκτης κατάστασης× πίσω σφάλµα
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Πίσω ανάλυση σφάλµατος στο DOT I

Αν sn = x
>

y τότε

s̃1 = fl(ξ1ψ1) = ξ1ψ1(1 + δ1)

s̃2 = fl(̃s1 + fl(ξ2ψ2))

= (ξ1ψ1(1 + δ1) + ξ2ψ2(1 + δ2))(1 + δ3)

= ξ1ψ1(1 + δ1)(1 + δ3) + ξ2ψ2(1 + δ2)(1 + δ3)

όπου |δi | ≤ u.
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Πίσω ανάλυση σφάλµατος στο DOT II

s̃n = ξ1ψ1

n+1∏
j = 1
j 6= 2

(1 + δj) + ξ2ψ2

n+1∏
j=2

(1 + δj) + . . . ξ3ψ3

n+1∏
j=3

(1 + δj) + · · ·+ ξnψn

n+1∏
j=n

(1 + δj).

Από το Λήµµα :

s̃n = ξ1ψ1(1 + θn) + ξ2ψ2(1 + θ̂n) + . . .+ ξ3ψ3(1 + θn−1) + · · ·+ ξnψn(1 + θ2).

Το DOT που υπολογίστηκε στην α.κ.υ. είναι η ακριβής τιµή του εσωτερικού γινοµένου
για τα διανύσµατα x = (ξ1(1 + θn), ξ2(1 + θ̂n)..., ξn(1 + θ2))>, και (ψ1, ψ2, ..., ψn)>,
όπου για τα θj ισχύει το ϕράγµα

|θj | ≤
ju

1− ju
= γj .

Παρατήρηση : Παρόµοια ανάλυση ισχύει χρησιµοποιώντας x και κάποιο y + ∆y
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Πίσω ανάλυση σφάλµατος στο DOT III

Αποδείξαµε fl(x
>

y) = (x + ∆x)>y = όπου |∆x| ≤ γn|x|, |∆y| ≤ γn|y|
∆ηλαδή το υπολογισµένο DOT είναι ίδιο µε το ακριβές εσωτερικό γινόµενο µε στοιχεία
εισόδου x + ∆x, y , όπου

|∆x| ≤ γn|x| ⇒ ‖∆x‖1 ≤ γn‖x‖1.

΄Αρα το σχετικό πίσω σφάλµα ϕράσσεται ως εξής

‖∆x‖1

‖x‖1
≤ γn

και µπορούµε να λάβουµε ως δείκτη κατάστασης του αλγορίθµου cond(fprog) = γn

u .

ο απλός αλγόριθµος για το εσωτερικό γινόµενο (πολλαπλασιασµός στοιχείο προς
στοιχείο και άθροιση από τα αριστερά προς τα δεξιά) είναι προς τα πίσω ευσταθής

ΠΡΟΣΟΧΗ Το ακριβές ϕράγµα µπορεί να εξαρτάται από τη σειρά υπολογισµού. Π.χ. το
παραπάνω αντιστοιχεί στην άθροιση (από τα αριστερά προς τα δεξιά).
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∆είκτης κατάστασης προβλήµατος «εσωτερικού γινοµένου»

f([x; y]) :=
n∑

j=1

ξjψj = x
>

y, x, y ∈ Rn

Θέτουµε X := [x; y] ∈ R2n και υπολογίζουµε το δείκτη κατάστασης µε ϐάση την
«ευαισθησία» του αποτελέσµατος ως προς κάθε στοιχειο :

K =
1

|x>y|
[|ξ1

∂f

∂ξ1
|, . . . , |ξn

∂f

∂ξn

|, |ψ1
∂f

∂ψ1
|, . . . , |ψn

∂f

∂ψn

|]

=
1

|x>y|
[|ξ1ψ1|, . . . , |ξnψn|, |ξ1ψ1|, . . . , |ξnψn|]

εποµένως

‖K‖1 =
2
∑

n

j=1 |ξj ||ψj |
|
∑

n

j=1 ξjψj |
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Προς τα εµπρός σφάλµα

Προς τα πίσω ανάλυση |xT
y−fl(xT

y)|
|xT y| ≤ γn

2
∑

n

j=1 |ξj ||ψj |
|
∑

n

j=1 ξjψj |

Προς τα εµπρός ανάλυση Χρησιµοποιώντας προς τα εµπρός ανάλυση
συµπεραίνουµε ότι

|xT
y − fl(x

T
y)| ≤ γn

n∑
i=1

|ξi ||ψi | = γn|x|T |y|

≤ nu|x|T |y|+ O(u
2)
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Παράδειγµα : πίσω ανάλυση σφάλµατος της µεθόδου Horner

sn = αn

for k = n− 1 : −1 : 0
sk = xsk+1 + αk

end
Χρησιµοποιώντας το γνωστό λήµµα :

ŝn−1 = (xsn(1 + δ1) + αn−1)(1 + δ2) = xαn(1 + θ2) + αn−1(1 + δ2)

ŝn−2 = (xŝn−1(1 + δ3) + αn−2)(1 + δ4)

ŝ0 = α0(1 + δ) + α1x(1 + θ3) + · · ·αn−1x
n−1(1 + θ2n−1) + αnx

n(1 + θ2n)

= fprog(α0, ..., αn, x) = f(α0(1 + θ1), ..., αn(1 + θ2n), x)

για κάποια θj ϕραγµένα σε απόλυτη τιµή από τα αντίστοιχα γj .

Εποµένως, το προς τα πίσω σφάλµα της µεθόδου Horner είναι µικρό και η
µέθοδος είναι πίσω ευσταθής.
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Ειδικότερα :

Αφού |θ2n| ≤ γ2n η µέγιστη ασάφεια στους συντελεστές ϑα είναι γ2n.

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι αν κάθε συντελεστής αj δεν είναι

γνωστός ακριβώς αλλά γνωρίζουµε προσέγγισή του τ.ώ.

|αj − α̂j | ≤ γ2n|αj |, το σφάλµα στο αποτέλεσµα από την ασάφεια

αυτή ϑα είναι µεγαλύτερο ή ίσο από το τελικό σφάλµα που ϑα

προέκυπτε αν οι πράξεις του Horner εκτελούνταν µε α.κ.υ.

Η πίσω ευστάθεια του Horner από µόνη της δεν αρκεί για να εγγυηθούµε ότι
το τελικό (σχετικό) προς τα εµπρός σφάλµα στην υπολογισµένη τιµή ϑα είναι
µικρό. Επιτρέπει όµως να το µελετήσουµε ανεξάρτητα από τον αλγόριθµο.

Εύκολα αποδεικνύεται η σχέση

|p(x)− ŝ0|
|p(x)|

≤ γ2n

∑
n

k=0 |αk ||x|k

|p(x)|
,

που συνεπάγεται ότι δεν µπορούµε να εγγυηθούµε µικρό προς τα εµπρός
σχετικό σφάλµα. Το σηµαντικό είναι όµως ότι αν το εµπρός σφάλµα είναι
µεγάλο, αυτό δεν ϑα οφείλεται στον αλγόριθµο.
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Γιατί τόσο ενδιαφέρον για πολυώνυµα

Φαίνονται «εύκολα» αλλά επιπλέον :

Τα πολυώνυµα είναι από τις πιο σηµαντικά «αλγεβρικά αντικείµενα» και η
ορθή χρήση τους είναι σηµαντικό ϑέµα.

Το πρόβληµα του υπολογισµού τιµών πολυωνύµου εµφανίζεται σε πολλές
εφαρµογές.

Για παράδειγµα, αποτελεί υπολογιστικό πυρήνα για την εύρεση των ϱιζών.

Προσοχή: Αν και τα πολυώνυµα ϕαίνονται εύκολα στη διαχείρισή τους,
χρειάζονται προσοχή. Ο Wilkinson τα χαρακτήρισε perfidious (ύπουλα,
δόλια) στο ϐραβευµένο άρθρο [Wil84].
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Μερικά εµπόδια

Η πίσω ανάλυση σφάλµατος :

Μπορεί να είναι δύσκολη

Μπορεί να είναι ανέφικτη.

∆ιαστατικό επιχείρηµα : Γενικά αν η διάσταση του διανύσµατος εξόδου είναι
µεγαλύτερη από τη διάσταση της εισόδου, τότε ϑα έχουµε δυσκολία να
αποδείξουµε πίσω ευστάθεια.

Παράδειγµα Ο υπολογισµός

fl(C) = fl(ab
>), a, b ∈ Rn

άρα
fl(γij) = αiβj(1 + δij)

που σηµαίνει ότι

fl(C) = ab
> + E ⇒

|C − fl(C)| = |E| ≤ uee
>

όπου [E]ij = αiβjδij και ee
> είναι ίσο µε το µητρώο µε όλα τα στοιχεία του 1.

∆ηλ. το καλύτερο δυνατό άνω ϕράγµα για το εµπρός σφάλµα !
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Για πίσω ευστάθεια ϑάπρεπε να υπάρχουν ã, b̃ κοντά στα a, b τ.ώ.

fl(C) = ãb̃
> = (a + ∆a)(b + ∆b)>

Τότε ϑα ίσχυε

E =

τάξη ≤ 2︷ ︸︸ ︷
a∆b

> + ∆a(b
> + ∆b

>)

Αν ο αλγόριθµος υπολογισµού εξωτερικού γινοµένου ήταν πίσω ευσταθής ϑα
ίσχυε ότι

n = rank(E) ≤ 2

πράγµα που είναι γενικά αδύνατο (δεν υπάρχουν αρκετά δεδοµένα εισόδου
στα οποία να «αναθέσουµε» τα σφάλµατα στα αποτελέσµατα)

Το εξωτερικό γινόµενο διανυσµάτων δεν είναι πίσω ευσταθής πράξη

ΠΡΟΣΟΧΗ : Αυτό δεν σηµαίνει ότι ο αλγόριθµος υπολογισµού έχει πρόβληµα !
Μόνον ότι δεν µπορούµε να εφαρµόσουµε πίσω ανάλυση σφάλµατος για να
ϕράξουµε το εµπρός σφάλµα ....



∆είκτης κατάστασης προβλήµατος
Πολλαπλασιασµός µητρώου µε διάνυσµα (πράξη MV)

΄Εστω f([A; x]) = Ax , όπου το A ∈ Rn×n είναι αντιστρέψιµο. ∆ιεξάγουµε την
µελέτη της ευαισθησίας ως προς διαταραχές του x . Ισχύει ότι

sup
‖h‖6=0

‖f(x + h)− f(x)‖
‖h‖

= sup
‖h‖6=0

‖Ah‖
‖h‖

= ‖A‖

Εποµένως

cond(f ; x) =
‖x‖
‖Ax‖

‖A‖

cond(f ; x) =
‖A−1

b‖
‖b‖

‖A‖

≤ ‖A‖‖A−1‖.
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∆ιατύπωση σε MATLAB

Το µητρώο hilb(n) έχει όρους αi,j = 1/(i + j − 1). ΄Εστω A = hilb(4).
Χρησιµοποιούµε ευκλείδεια νόρµα.
Τότε ‖A‖2 = 1.5. Θέλουµε να υπολογίσουµε κ ώστε

‖A(x + h)− Ax‖
‖Ax‖

≤ κ
‖h‖
‖x‖

Αν A = USV
>, x = U(:, 4), h = V(:, 4). Τότε ‖x‖ = ‖h‖ = 1. Για τις επιλογές

αυτές έχουµε
‖A(x + h)− Ax‖

‖Ax‖
= 1.5× 104 ≤ κ.

∆ηλαδή η αλλοίωση στο αποτέλεσµα µπορεί να είναι σχετικά µεγάλη.
Αν ϐέβαια ‖Ax‖ � 0 δεν ϑα παρουσιαζόταν τέτοιο πρόβληµα.
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∆είκτης κατάστασης µητρώου

Ορισµός

Ο παράγοντας κ(A) := ‖A‖‖A−1‖ ονοµάζεται δείκτης κατάστασης του A.

΄Οταν ο δείκτης υπολογίζεται, χρησιµοποιείται κάποια από τίς νόρµες. Οι
νόρµες είναι ισοδύναµες και συνήθως µας ενδιαφέρει η τάξη µεγέθους
και ο ϱυθµός αύξησης του δείκτη κατάστασης, και όχι η συγκεκριµένη τιµή.

Αν γνωρίζουµε τις ιδιάζουσες τιµές του A, κ2(A) := σmax/σmin.

Για µερικά µητρεία, το κ(A) µεγαλώνει πολύ γρήγορα µε το µέγεθος του A.

Ο ακριβής υπολογισµός του κ(A) είναι δαπανηρός !
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Σύνοψη µερικών αποτελεσµάτων για τα πίσω σφάλµατα
σε πράξεις BLAS

_AXPY: fl(y + αx) = y + ∆y + α(x + ∆x) όπου |∆y| ≤ u|y|,
|∆x| ≤ γ2|x|.
DOT: fl(x

>
y) = (x + ∆x)>y όπου |∆x| ≤ γn|x|

MV: fl(Ax) = (A + ∆A)x όπου , |∆A| ≤ γn|A|.
MM: fl(AB) = (A + ∆A)B, όπου |∆A| ≤ γn|A||B||B−1|. Προσοχή:
Η ευστάθεια εξαρτάται από το B

−1.
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Εµπρός σφάλµα Strassen

Θεώρηµα [Brent]

΄Εστω A, B ∈ Rn×n µε n = 2k και έστω ότι C = AB υπολογίζεται µε την Strassen

ενώ από την διάσταση n0 = 2r+1 και κάτω χρησιµοποιείται κλασικός
πολλαπλασιασµός. Τότε για το υπολογιζόµενο Ĉ ισχύει :

‖Ĉ − C‖ ≤
[

(
n

n0
)log2 12(n

2
0 + 5n0)− 5n

]
u‖A‖‖B‖+ O(u

2).

όπου η νόρµα ‖A‖ := maxi,j |αij |.
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Παρατηρήσεις

Αν n0 = 1 ο παράγοντας σφάλµατος είναι ≈ 6n
3,58.

Αν n0 = n/2 ο παράγοντας σφάλµατος είναι ≈ 3n
2 + 25n.

Αποδεικνύεται ότι το εµπρός σφάλµα στον κλασικό πολλαπλασιασµό µητρώων
C = AB ϕράσσεται ως εξής :

|fl(C)− C| ≤ γn|A||B|+ O(u
2).

΄Ενα ενδιαφέρον (αρνητικό) αποτέλεσµα [Mil75]

΄Ενα σηµαντικό αποτέλεσµα του Webb Miller λέει ότι οποιοσδήποτε αλγόριθµος
πολλαπλασιασµού µητρώων ικανοποιεί ανισότητα τόσο σφικτή όσο η παραπάνω
για το εµπρός σφάλµα, ϑα πρέπει αναγκαστικά να εκτελεί τουλάχιστον n

3

πολλαπλασιασµούς.
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Το πρόβληµα της άθροισης [Higham’02]

∆ίδεται σύνολο αριθµών S = {ξ1, ..., ξn} και Ϲητούµε το άθροισµα sum(S).
Μια από τις πιο συχνές πράξεις σε επιστηµονικούς και εµπορικούς
υπολογισµούς
π.χ. στον υπολογισµό στατιστικών και άλλων συνοπτικών χαρακτηριστικών,
π.χ. µέσος όρος, απόκλιση, νόρµα, ...
Αξίζει τον κόπο µια πιο προσεκτική ϑεώρηση
... σε σχέση µε την ταχύτητα και την ακρίβεια

Αναδροµική άθροιση

s = 0
for i = 1 : n

s = s + ξi

end
Σχετικά µε την αναδροµική άθροιση

Πολύ απλή υλοποίηση
Ιδιαίτερα χρήσιµη για οµόσηµα στοιχεία µετά από ταξινόµηση σε αύξουσα σειρά
κατ΄ απόλυτη τιµή
Αποφυγή προβληµάτων «απορρόφησης» από µεγάλα στοιχεία,
... πρέπει να είναι γνωστά τα στοιχεία και να ταξινοµήσουµε πριν την άθροιση.
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Πίσω σφάλµα άθροισης

΄Οπως ϕαίνεται εύκολα

fl(s) = (· · · ((ξ1 + ξ2)(1 + δ1) + ξ3)(1 + δ2) · · ·+ ξn)(1 + δn−1)

= ξ1(1 + θn−1) + ξ2(1 + θ̂n−1) + ξ3(1 + θ̂n−2) + · · ·+ ξn(1 + θ1)

όπου ως συνήθως

|θj | ≤ γj =
ju

1− ju

Εποµένως, το πίσω σφάλµα εξαρτάται άµεσα από το n, όπως ϑα περιµέναµε...
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Μερικές ακόµα µέθοδοι

Αναγωγική άθροιση ανά Ϲεύγη1 που χρησιµοποιείται σε παράλληλες
υλοποιήσεις άθροισης

Ενθετική άθροιση

Αντισταθµισµένη άθροιση και νεώτερες παραλλαγές

Χρήσιµα χαρακτηριστικά

είναι οι αριθµοί οµόσηµοι ;

είναι η ακολουθία διαθέσιµη από την αρχή;

ποιό είναι το εύρος (µέγιστο, ελάχιστο);

είναι η ακολουθία διατεταγµένη/ταξινοµηµένη ;

1paiwise / cascade / fan-in
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Ενθετική άθροιση

1 ταξινόµηση του S κατ΄ απόλυτη τιµή σε αύξουσα σειρά
L := ξ1 ≤ ξ2 ≤ ξ3 ≤ · · · ≤ ξn

2 Υπολογισµός του ξ1 + ξ2, διαγραφή των ξ1, ξ2 από την L, και ένθεση του
ξ1 + ξ2 στην L στην κατάλληλη ϑέση ώστε να διατηρηθεί η µονοτονικότητα.
Επαναρίθµηση του L και αν περιέχει 2 ή περισσότερα στοιχεία, επιστροφή
στο (2).

3 ∆ηµιουργείται ένα «δυαδικό δένδρο άθροισης» µε ϕύλλα τους αρχικούς
αριθµούς {ξ1, . . . , ξn} και ϱίζα την άθροιση από την οποία προκύπτει το
τελικό άθροισµα. Οι υπόλοιπο κόµβοι αντιστοιχούν στις ενδιάµεσες
αθροίσεις.

Παρατήρηση Η διαδικασία είναι παρόµοια µε την προθετική κωδικοποίηση
Huffman.

[KW00]
Αν τα δεδοµένα έχουν µικτό πρόσηµο (ϑετικά και αρνητικά στοιχεία) η εύρεση
του αθροίσµατος που ελαχιστοποιεί το µέγιστο σφάλµα στρογγύλευσης για
όλους τους δυνατούς τρόπους άθροισης είναι NP-hard.
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Συστάσεις

Εφόσον το πρόβληµα κατασκευής του ϐέλτιστου δένδρου άθροισης είναι πολύ
δύσκολο :

χαλαρώνουµε τις απαιτήσεις και αναζητούµε κάτι λιγότερο ϕιλόδοξο,

αξιοποιούµε ό,τι πληροφορία υπάρχει για το S .

Αν χρειάζεται µεγάλη ακρίβεια, εξετάστε τη χρήση επανορθωµένης
άθροισης ή άθροισης µε εκτεταµένη ακρίβεια

Για τις περισσότερες µεθόδους, το σφάλµα είναι στη χειρότερη περίπτωση
ανάλογο µε το n. Για πολύ µεγάλο n καθίσταται ενδιαφέρουσα η χρήση της
επανορθωµένης άθροισης ή της αναγωγικής άθροισης

Αν υπάρχει πιθανότητα σηµαντικής (ως καταστροφικής) απαλοιφής λόγω
µεικτών προσήµων, η αναδροµική άθροιση µε ϕθίνουσα διάταξη είναι
συνήθως καλύτερη.

Αν το σύνολο οµόσηµο, όλες οι µέθοδοι προσφέρουν σχετικό σφάλµα το
πολύ nu µε καλύτερη την επανορθωµένη άθροιση2 (compensated
summation).

2Στις επόµενες διαφάνειες.
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Επανορθωµένη άθροιση I

Σχήµα : Ιδιοφυής ιδέα [Gill’51, Kahan’65] από [Higham’02]

Για κάθε α.κ.υ. |a| ≥ |b| µπορούµε να υπολογίσουµε

ŝ = fl(a + b), ê = fl((a − ŝ) + b)

χρησιµοποιώντας στρογγύλευση προς το πλησιέστερο. Το υπολογισµένο ê είναι το ακριβές
σφάλµα τής άθροισης ! Ειδικότερα,

a + b = ŝ + ê

Παρόλα αυτά, fl(̂s + ê) = ŝ γιατί το αποτέλεσµα ŝ = fl(a + b) είναι το καλύτερο δυνατό (λόγω
αρχής ακριβούς στρογγύλευσης). ΄Αρα το ê από µόνο του δεν παρέχει µεγαλύτερη ακρίβεια.
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Επανορθωµένη άθροιση II

Ιδέα επανόρθωσης για 3 τιµές : Αν αθροίζονται 3 τιµές, αποθηκέυουµε το ακριβές σφάλµα ê1 ως
την επόµενη πρόσθεση. Τότε αυτό και το ακριβές σφάλµα της επόµενης πρόσθεσης, έστω ê2, αν
προστεθούν σε e = ê1 + ê2 µπορεί η τιµή να είναι τόσο (σχετικά) µεγάλη που να επανορθώνει
την τελική τιµή ώστε το υπολογισµένο (a + b) + c + e να είναι ακριβέστερο του υπολογισµένου
(a + b) + c. Η ιδέα αυτή µπορεί να επεκταθεί µε διάφορους τρόπους σε αθροίσµατα
περισσοτέρων τιµών.
Πλεονεκτήµατα επανορθωµένης άθροισης Γενικά πιο ακριβής από την συνηθισµένη άθροιση.

Εµπρός σφάλµα [Knuth, Kahan]
ϕράσσεται ως

|
n∑

j=1

ξj − fl

(
n∑

j=1

ξj

)
| ≤ (2u + O(nu2))

n∑
j=1

|ξj |.

Πίσω σφάλµα
Ο παράγοντας 1ης τάξης στο ϕράγµα δεν εξαρτάται από το n:

fl(s) =
n∑

j=1

(1 + µj)ξj , όπου |µj | ≤ 2u + O(nu2)
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Επανορθωµένη αριθµητική;
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Χρήση ΄Εργου Τρίτων I

1 κωδικοποίηση Huffman (ϐλ. σελ 32)

2 http://link.springer.com/article/10.1007%2FBF01397083 (ϐλ. σελ 36)
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