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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative
Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου
άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται ϱητώς.
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Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος
«Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και συγχρηµατοδοτείται από την
Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς
πόρους.
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Σκοπός Ενότητας

• Απώλεια πληροφορίας στον επιστηµονικό υπολογισµό.

• Αριθµητικό µοντέλο και πρότυπο αριθµητικής κινητής υποδιαστολής ΙΕΕΕ.

• Σφάλµατα στρογγύλευσης και διάδοσή τους.

• Σφάλµατα στρογγύλευσης και διάδοσή τους.

• ∆είκτες κατάστασης προβλήµατος και αλγορίθµου.

• Θεωρία και εργαλεία εκτίµησης σφάλµατος και ποιότητας υπολογισµών.
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Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση

2 Κριτική της εµπρός ανάλυσης σφάλµατος

3 Πίσω ανάλυση σφάλµατος

4 ∆είκτες κατάστασης

5 Προς τα πίσω ανάλυση σφάλµατος και πίσω ευστάθεια

6 Κλασική ϑεωρία κατάστασης
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Στόχος

Στόχος

∆οθέντος του (µαθηµατικού) προβλήµατος f : Rm → Rm, και του
αλγορίθµου/προγράµµατος fprog να εκτιµηθεί άνω ϕράγµα για το εµπρός
σχετικό ή απόλυτο σφάλµα :

ΣΣ :
‖f(x)− fprog(x

∗)‖
‖f(x)‖

, ΑΣ :‖f(x)− fprog(x
∗)‖

Εµπρός ανάλυση σφάλµατος : Θεωρούµε τον αλγόριθµο ως µιά σειρά
στοιχειωδών πράξεων. Σε κάθε ϐήµα, υπολογίζεται µία τιµή αk+1 µε ϐάση
προηγούµενες τιµές και στοιχεία εισόδου, π.χ. αk+1 = gk(α1, ..., αk). Μερικές
από τις τιµές µπορεί να είναι δεδοµένα εισόδου. Στη συνέχεια, υπολογίζουµε
ϕράγµατα για τα σφάλµατα στα τελικά αποτελέσµατα.
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Κριτική

Η ιδέα της εµπρός ανάλυσης είναι απλή, αλλά

... η εφαρµογή της µπορεί να είναι περίπλοκη

... σκληρή άσκηση σε ανισότητες

... τεράστιες εκφράσεις, κ.λπ.

ΠΡΟΣΟΧΗ ... δεν αναδεικνύεται κάτι ευδιάκριτο για την ποιότητα του
αλγορίθµου

Vel Kahan: ‘‘In the 1950’s almost no programmers knew how to distinguish

numerical instability from ill condition. In other words, the distinction between

an algorithm’s hypersensitivity to its own internal rounding errors, and a true

solution’s hypersensitivity to roundoff-like errors in its problem’s data, as

contributors to wrongly computed solutions, was obscure. By the 1960s the

distinction had been clarified through ‘‘Bacwkward Error Analyses’’ ....’’
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Βιβλία σταθµοί στη µελέτη των σφαλµάτων στρογγύλευσης
των (Βρεττανών) J.H. Wilkinson [Wil63] και N. Higham [Hig96]

J.H. Wilkinson: ‘‘It is a matter of some surprise that one of the simplest methods of solution

generally leads to an error, the expected value of which is precisely that resulting from random

perturbations ... This means that when the original elements are not exactly representable ... the

errors resulting from any initial rounding that may be necessary are as serious as those arising

from any initial rounding from all the steps in the solution...’’
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Κατάσταση (conditioning)

΄Εννοιες που ϑα εισαγάγουµε για να µετρήσουµε την επίδραση διαταραχών και
σφαλµάτων στα δεδοµένα του προβλήµατος και στις πράξεις α.κ.υ. επί των
υπολογισµένω αποτελεσµάτων.

Κατάσταση προβλήµατος: Αφορά στην ευαισθησία των αποτελεσµάτων της f

ως προς µικρές διαταράξεις των στοιχείων εισόδου, και µόνο ως
προς αυτές.

Κατάσταση (υλοποίησης) αλγορίθµου: Αφορά στην επίδραση της αριθµητικής
πεπερασµένης ακριβειας στην υλοποίηση του αλγορίθµου (µέσω
ενός προγράµµατος).
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Πρός τα πίσω ανάλυση - προς τα πίσω ευστάθεια

Ορισµός

Με τον γνωστό συµβολισµό, έστω ότι υπάρχει xprog κοντά στο x τέτοιο ώστε
fprog(x) = f(xprog). Τότε ο αλγόριθµος χαρακτηρίζεται (αριθµητικά) «πϱος τα
πίσω ευσταθής» στο x .
Αν αυτό συµβαίνει για κάθε x στο πεδίο ορισµού της f ο αλγόριθµος αποκαλείται
«προς τα πίσω ευσταθής»

«΄Ενας πίσω ευσταθής αλγόριθµος απαντά µε ακρίβεια σε ένα

παραπλήσιο ερώτηµα.»

Κρίσιµη παρατήρηση: Αν κατασκευάσουµε xprog «κοντά» στο x ώστε αν το
αποτέλεσµα που υπολογίστηκε µε πράξεις α.κ.υ. είναι zprog = fprog(x) τότε
zprog = f(xprog). Τότε

‖zprog − z‖ = ‖fprog(x)− f(x)‖ = ‖f(xprog)− f(x)‖.
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Ιδέα

Αντί να εκτιµούµε το προς τα εµπρός σφάλµα απευθείας, εκτιµούµε πρώτα τη
διαφορά ‖f(xprog)− f(x)‖ που αφορά την ευαισθησία της f σε αλλαγές.
Αν υπάρχει xprog ώστε το ‖xprog − x‖ να είναι µικρό, τότε το πρόβληµα ανάγεται
στο µαθηµατικό (και όχι αριθµητικό) πρόβληµα της ευαισθησίας της f σε µικρές
διαταράξεις (= perturbations) των στοιχείων εισόδου.

«Ρίξαµε το σφάλµα προς τα πίσω»
1

αναγάγοντάς το σε (εικονικές)

διαταραχές των στοιχείων εισόδου. Από εκεί και πέρα δεν χρειάζεται

να ασχοληθούµε µε τα σφάλµατα των ενδιάµεσων πράξεων !

Η fprog αποτελείται από όλες τις στοιχειώδεις πράξεις (ό,τι επηρεάζει δεδοµένα
α.κ.υ. του προβλήµατος) και µε τη σειρά που εκτελούνται από το πρόγραµµα
που υλοποιεί την f .

∆εν περιµένουµε η υλοποίηση fprog να λύνει το πρόβληµα µε πιστότητα αν
τα δεδοµένα x

∗ είναι κοντά σε στοιχεία όπου η f είναι «ευαίσθητη».
Αυτό που µας ενδιαφέρει είναι η υλοποίηση της f να µην εισάγει από µόνη
της «µεγάλα» σφάλµατα.

1Θυµηθείτε το συµπέρασµα του Wilkinson!
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΄Εχουµε ήδη συναντήσει την πίσω ευστάθεια !

Θυµηθείτε την Αρχή Ακριβούς Στρογγύλευσης :

Αν �̃ είναι η υλοποίηση της αριθµητικής πράξης �, τότε αν x, y ∈ F

ισχύει ότι

x�̃y = fl(x � y) = (x � y)(1 + δ), για κάποιο |δ| ≤ u.

Παράδειγµα : από άµεση επαλήθευση,

fprog(x) = f(xprog)

όπου

x = [ξ1, ξ2]>

xprog = [ξ1(1 + δ), ξ2(1 + δ)]

και

‖xprog − x‖ = ‖[ξ1δ, ξ2δ]>‖ ≤ ‖x‖u

Συµπέρασµα ΄Ολες οι απλές αριθµητικές πράξεις ικανοποιούν την αρχή
ακριβούς στρογγύλευσης εποµένως είναι πίσω ευσταθείς.
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Παράδειγµα
΄Αθροιση 3 αριθµών κ.υ. (από τα αριστερά προς δεξιά)

Αν οι x1, x2, x3 είναι α.κ.υ. τότε για τον ‘αλγόριθµο’ f(x) = (x1 + x2) + x3 όπου
x = [x1, x2, x3] ισχύει ότι

fprog(x) = (x1+̃x2)+̃x3 = x1(1 + θ2) + x2(1 + ζ2) + x3(1 + δ)

όπου |θ2‖, |ζ2| ≤ γ2 και |δ| ≤ u.
Εποµένως αν ϑέσουµε xprog = [x1(1 + θ2), x2(1 + ζ2), x3(1 + δ)] ισχύει
ταυτοτικά ότι

fprog(x) = f(xprog).

Επίσης

‖x − xprog‖ = ‖[x1θ2, x2ζ2, x3δ]‖

Επειδή όµως για τις γνωστές νόρµες διανύσµατος (όχι µητρώων) ισχύει ότι
‖x‖ = ‖|x|‖ τότε ‖x − xprog‖ ≤ γ2‖x‖ άρα αν x 6= 0

‖x−xprog‖
‖x‖ ≤ γ2.

Συνεπώς ο αλγόριθµος (άθροισης τριών αριθµών από τα αριστερά προς τα

δεξιά) είναι πίσω ευσταθής.
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Παράδειγµα
Γινόµενο 3 αριθµών κ.υ. (από τα αριστερά προς δεξιά)

Αν f(x) = (x1 × x2)× x3 όπου x = [x1, x2, x3] µπορείτε να συµπεράνετε ότι

fprog(x) = (x1×̃x2)×̃x3 = x1x2(1 + δ1)x3(1 + δ2) = x1x2x3(1 + θ2)

όπου |θ2| ≤ γ2.
Εποµένως αν ϑέσουµε xprog = [x1, x2, x3(1 + θ2)] ισχύει ταυτοτικά ότι

fprog(x) = f(xprog).

Επίσης (ένα χαλαρό άνω ϕράγµα)

‖x − xprog‖ = ‖[0, 0, x3θ2]‖ ≤ γ2‖x‖.

άρα αν x 6= 0
‖x−xprog‖
‖x‖ ≤ γ2.

Ο αλγόριθµος (πολλαπλασιασµού τριών αριθµών από τα αριστερά προς τα

δεξιά) είναι πίσω ευσταθής.
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Παράδειγµα (συνέχεια)

ΠΡΟΣΟΧΗ Μπορείτε εύκολα να διαπιστώσετε ότι υπάρχουν και άλλα xprog για τα
οποία να ισχύει το Ϲητούµενο fprog(x) = f(xprog).
Προσέξτε ΄Ολα τα παρακάτω διανύσµατα µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως xprog:

[x1, x2, x3(1 + θ2)], [x1, x2(1 + θ2), x3], [x1(1 + θ2), x2, x3],

καθώς επίσης και

[x1, x2

√
1 + θ2, x3

√
1 + θ2], [x1

√
1 + θ2, x2

√
1 + θ2, x3],

καθώς επίσης και

[x1(1 + θ2)1/3, x2(1 + θ2)1/3, x3(1 + θ2)1/3], ...

όπως ϐλέπετε, µπορεί να υπάρχουν άπειρες επιλογές !

Μπορούµε εποµένως να αναζητήσουµε την καλύτερη (δηλ.

πλησιέστερη στο x)

αλλά συχνά αρκούµαστε σε κάποιο xprog που είναι αρκούντος κοντά στο x και
αφήνουµε τα περαιτέρω για τους ερευνητές !!!
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Παρατηρήσεις

Προσοχή: ΄Οταν λέµε ότι

υπολογισµός είναι «προς τα πίσω ευσταθής»

πρόκειται για κάτι που αφορά αποκλειστικά το συγκεκριµένο πρόγραµµα
υπολογισµού.

Επίσης συχνά απλουστεύουµε και δεν διακρίνουµε τον αλγόριθµο από το
πρόγραµµα που τον υλοποιεί.

Εποµένως για ένα υπολογιτικό πρόβληµα µπορεί κάποιοι αλγόριθµοι
επίλυσης να είναι πίσω ευσταθείς και άλλοι όχι.

Προσοχή: ένας αλγόριθµος που δεν µπορεί να αποδειχτεί ότι είναι πίσω
ευσταθής δεν συνεπάγεται αυτόµατα ότι είναι αναξιόπιστος.

Ποσοτικοποίηση : ανάµεσα σε όσους µπορούµε να δείξουµε ότι είναι πίσω
ευσταθείς, µπορεί να υπάρχει διαφορά ως προς το πόσο πίσω ευσταθείς
είναι.

Μετράµε την «πίσω ευστάθεια» µε το πίσω σφάλµα και το δείκτη
κατάστασης του αλγορίθµου.
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«∆είκτης κατάστασης αλγορίθµου» και µέτρηση πίσω
σφάλµατος

Ορισµός

΄Εστω ότι ένας αλγόριθµος (πρόγραµµα) fprog αποδείχθηκε ότι είναι πίσω
ευσταθής.

1 Ο δείκτης κατάστασης του αλγορίθµου fprog συµβολίζεται cond(fprog) και
είναι η µικρότερη τιµή (το ελάχιστο άνω ϕράγµα) για την οποία

‖x − xprog‖
‖x‖

≤ cond(fprog)u.

για όλα τα δυνατά xprog.

2 Το
‖x−xprog‖
‖x‖ είναι το πίσω σφάλµα στο x .

3 Το cond(fprog)u είναι το πίσω σφάλµα για όλο το πεδίο ορισµού της f .
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«Από πίσω προς τα µπρος !»

΄Εστω ότι ένας αλγόριθµος είναι «προς τα πίσω ευσταθής.»

Είναι αρκετό για να συµπεράνουµε ότι το (προς τα εµπρός) σφάλµα είναι µικρό ;

Αφού είναι προς τα πίσω ευσταθής, υπάρχει xprog κοντά στο x ώστε
fprog(x) = f(xprog). Εποµένως

‖fprog(x)− f(x)‖ = ‖f(xprog)− f(x)‖

Για να δείξουµε ότι το προς τα εµπρός σφάλµα είναι µικρό ϑα πρέπει να
ϕράξουµε το ‖f(xprog)− f(x)‖ δεδοµένου του άνω ϕράγµατος του ‖xprog − x‖
που προϋποθέτει η προς τα πίσω ευστάθεια.
Προσοχή: Η απόσταση ‖f(xprog)− f(x)‖ εξαρτάται από την απόσταση
‖xprog − x‖ και την ευαισθησία ή µεταβλητότητα της f .
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Κατάσταση προβλήµατος

Για µερικές κατηγορίες προβληµάτων, η απόλυτη ή σχετική απόσταση
µεταξύ των f(x

∗) και f(x) µπορεί να είναι µεγάλη ακόµα και όταν x
∗ ≈ x .

άρα το f είναι πολύ ευαίσθητο για µικρές αλλαγές σε τιµές εισόδου περί
το x .

Αυτό το γεγονός είναι ανεξάρτητο των σφαλµάτων στρογγύλευσης.

Τότε λέµε ότι

η κατάσταση του προβλήµατος είναι κακή κοντά στο x.

Πώς ποσοτικοποιούµε τον παραπάνω ποιοτικό χαρακτηρισµό ;

Χρειαζόµαστε µετρητές που ονοµάζονται δείκτες κατάστασης.
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Παράδειγµα

Υπολογισµός σηµείου τοµής της γραµµής y = sin(x) µε το ευθύγραµµο τµήµα
y = c όπου c ∈ [0, 1] και x ∈ [0, π/2].
Πρόβληµα ευαισθησίας: Πόσο µετακινείται το σηµείο τοµής αν µετακινηθεί λίγο
η ευθεία y = c; (πολύ, λίγο, είναι παντού το ίδιο ;)
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Ανάλυση όταν f : R → R

΄Εστω f : R → R και ότι υπολογίζουµε το y := f(x). Αν στην είσοδο
χρησιµοποιηθεί το x

∗ = x + ∆x (λόγω σφαλµάτων στρογγύλευσης ή εισόδου),
ακόµα και αν δεν προέκυπτε κανένα σφάλµα κατά τη διάρκεια του υπολογισµού
της f , το αποτέλεσµα ϑα είναι ỹ = f(x + ∆x).
Τότε

ỹ − y = f(x + ∆x)− f(x)

= f
′
(x)∆x +

f
′′

(x + θ∆x)

2!
(∆x)2, θ ∈ (0, 1)

αν τα f , f
′
, f
′′

υπάρχουν και είναι συνεχείς περί το (x, x + ∆x). Αν η παράγωγος
f
′
(x) είναι µεγάλη, το σφάλµα µπορεί να είναι µεγάλο.
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Για να λάβουµε υπόψη µας και το µέγεθος των δεδοµένων, γράφουµε

ỹ − y

y
= f

′(x)x
f(x)

∆x

x
+ O((∆x)2)

Το | f
′(x)x
f(x) | αποκαλείται σχετικός ασυµπτωτικός δείκτης κατάστασης• της f

στο x .

... καθορίζει τη σχετική αλλαγή στο αποτέλεσµα y που οφείλεται σε σχετικά
µικρές αλλαγές του x .

Παρατηρήσεις :

Ο δείκτης είναι το γινόµενο τριών στοιχείων και το µέγεθός του εξαρτάται
από τον τρόπο που συνδυάζονται µεταξύ τους. π.χ. ϑα είναι µεγάλος αν
|f ′(x)x| � |f(x)|.
Ο δείκτης εξαρτάται συνήθως από το x : Για µία περιοχή του πεδίου ορισµού
ο δείκτης µπορεί να είναι µεγάλος ενώ για άλλη να είναι αποδεκτός.
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Παραδείγµατα συναρτήσεων

... όλα µε το x ∈ R και τέτοιο ώστε f : R → R

f(x) | f
′(x)x
f(x) |

x
k

k

x
k − 1 |k x

k

xk−1 |
e

x |x|
ln x | 1

ln x
|
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Κλασική ϑεωρία κατάστασης

Ασυµπτωτικός δείκτης κατάστασης [Rice’ 66]

΄Εστω δύο νορµισµένοι γραµµικοί χώροι X , Y και η απεικόνιση f : Ω ⊂ X → Y ,
όπου D είναι ανοικτό χωρίο. ΄Εστω x σταθερό και η τιµή y := f(x). Υποθέτουµε
ότι τα x, y δεν είναι τα µηδενικά στοιχεία των X , Y . Ο ασυµπτωτικός σχετικός

δείκτης κατάστασης της απεικόνισης f στο x ως προς µικρές αλλαγές του x

ορίζεται ως

cond(f ; x) := lim
δ→0

sup
‖h‖=δ


‖f(x+h)−f(x)‖
‖f(x)‖
‖h‖
‖x‖


εφόσον το όριο υπάρχει.
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Παρατηρήσεις

Ο δείκτης είναι

σχετικός γιατί περιγράφει τη σχετική αλλαγή στο f(x) για σχετικές αλλαγές
του x .

ασυµπτωτικός γιατί αφορά την αλλαγή στο f για απειροστικές αλλαγές στο x .

΄Οταν f : R → R :

cond(f ; x) = lim
h→0


|f(x+h)−f(x)|
|f(x)|
|h|
|x|


= lim

h→0

{
|f(x + h)− f(x)|

|h|
|x|
|f(x)|

}
= |f ′(x)| |x|

|f(x)|

όπως ορίσαµε και προηγουµένως.
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Λεπτοµερής µέτρηση ευαισθησίας συνάρτησης

Ιακωβιανό µητρώο

Το J = [ ∂fi

∂ξj

] ∈ Rm×n αποκαλείται Ιακωβιανό µητρώοα΄ της f στο x .

α΄γενίκευση της 1ης παραγώγου για συναρτήσεις πολλών µεταβλητών.

∆είκτες ευαισθησιας

Αν η f είναι διαφορίσιµη στο x = (ξ1, . . . , ξm)
>, οι mn παράγοντες

κij =
|ξj

∂fi

∂ξj

|
|fi(x)|

δείχνουν την ευαισθησία των συνιστωσών της f ως προς διαταραχές των
στοιχείων x .

Ειδικές περιπτώσεις : Αν x = 0, f(x) = 0 χρησιµοποιούµε ως δείκτη το
|f ′(x)|.
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∆είκτες κατάστασης κοινών (ϐαθµωτών) συναρτήσεων

Συνοπτικοί δείκτες : Συνοπτικές µορφές που προκύπτουν χρησιµοποιώντας
νόρµες.

΄Αθροισµα n αριθµών
∑

n

j=1 |ξj |
|
∑

n

j=1 ξj |

Εσωτερικό γινόµενο
2
∑

n

j=1 |ξjψj |
|
∑

n

j=1 ξjψj |

Τιµή πολυωνύµου σε µορφή δύναµης
∑

n

j=1 |αj ||x j |
|
∑

n

j=1 αjx
j |

Απλή ϱίζα πολυωνύµου σε µορφή δύναµης
∑

n

j=1 |αj ||ξ j |
|ξp′(ξ)|
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Παράδειγµα

΄Εστω f(ξ1, ξ2) = ξ1 − ξ2. Τότε f : R2 → R και ∂f

∂x
= [1,−1]

|f(x + ∆x)− f(x)|
|f(x)|

=
|((ξ1 + ∆ξ1)− (ξ2 + ∆ξ2))− (ξ1 − ξ2)|

|ξ1 − ξ2|

=
|∆ξ1 −∆ξ2|
|ξ1 − ξ2|

Ο παράγοντας µπορεί να γίνει πολύ µεγάλος αν |f(ξ1, ξ2)| = |ξ1 − ξ2| είναι
πολύ µικρό.

Αυτό είναι που ονοµάσαµε καταστροφική απαλοιφή

Η αφαίρεση οµόσηµων αριθµών που είναι πολύ κοντά µεταξύ τους οδηγεί σε

ανάδειξη και µεγέθυνση του σφάλµατος που περιέχεται στον κάθε ένα.
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Φράζοντας το εµπρός σφάλµα µε τους δείκτες κατάστασης

∆είκτης κατάστασης αλγορίθµου cond(fprog) είναι είναι η µικρότερη τιµή (το
ελάχιστο άνω ϕράγµα) για την οποία

‖x − xprog‖
‖x‖

≤ cond(fprog)u.

για όλα τα δυνατά xprog. Το
‖x−xprog‖
‖x‖ είναι το πίσω σφάλµα στο x .

∆είκτης κατάστασης προβλήµατος

cond(f ; x) = lim
δ→0

sup
‖h‖=δ


‖f(x+h)−f(x)‖
‖f(x)‖
‖h‖
‖x‖


ΠΡΟΣΟΧΗ : Στη συνέχεια ϑα χρησιµοποιήσουµε το πίσω
σφάλµα και το δείκτη κατάστασης προβλήµατος για να
εκτιµήσουµε το πίσω σφάλµα.
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Τυπική απόδειξη (π.χ. [Gau97])

‖fprog(x
∗)− f(x)‖
‖f(x)‖

=
‖f(x

∗
prog)− f(x)‖
‖f(x)‖

≤
‖f(x

∗
prog)− f(x

∗)‖
‖f(x)‖

+
‖f(x

∗)− f(x)‖
‖f(x)‖

.

Εξετάζουµε και ϕράζουµε τον κάθε όρο ξεχωριστά :

‖f(x
∗
prog)− f(x

∗)‖
‖f(x)‖

≤
‖f(x

∗
prog)− f(x

∗)‖
‖f(x∗)‖

‖f(x
∗)‖

‖f(x)‖

≤ cond(f ; x
∗)
‖x∗ − x

∗
prog‖

‖x∗‖
‖f(x

∗)‖
‖f(x)‖

≤ cond(f ; x
∗)cond(fprog)u

‖f(x
∗)‖

‖f(x)‖
.
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και εξ ορισµού

‖f(x
∗)− f(x)‖
‖f(x)‖

≤ cond(f ; x)
‖x∗ − x‖
‖x‖

≤ cond(f ; x)E

όπου
‖x∗ − x‖
‖x‖

≤ E

Εποµένως

‖fprog(x
∗)− f(x)‖
‖f(x)‖

≤ cond(f ; x
∗)cond(fprog)u

‖f(x
∗)‖

‖f(x)‖
+ cond(f ; x)E

Χονδρικά, όταν ο παράγοντας E είναι µικρός και ‖f(x
∗)‖

‖f(x)‖ ≈ 1, έχουµε τη σχέση :

προς τα εµπρός σφάλµα < δείκτης κατάστασης πρβλ.× πίσω σφάλµα
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