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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative
Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου
άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται ϱητώς.
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Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος
«Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και συγχρηµατοδοτείται από την
Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς
πόρους.
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Σκοπός Ενότητας

• Απώλεια πληροφορίας στον επιστηµονικό υπολογισµό.

• Αριθµητικό µοντέλο και πρότυπο αριθµητικής κινητής υποδιαστολής ΙΕΕΕ.

• Σφάλµατα στρογγύλευσης και διάδοσή τους.

• Σφάλµατα στρογγύλευσης και διάδοσή τους.

• ∆είκτες κατάστασης προβλήµατος και αλγορίθµου.

• Θεωρία και εργαλεία εκτίµησης σφάλµατος και ποιότητας υπολογισµών.
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Περιεχόµενα

1 Το γενικό πρόβληµα της µελέτης του σφάλµατος στην α.κ.υ.

2 Μετρικές σφάλµατος και άνω ϕράγµατα

3 Μονάδα στρογγύλευσης και αρχή ακρινούς στρογγύλευσης

4 ∆ιαδικασίες διάδοσης σφάλµατος στρογγύλευσης

5 Από την κλασική αριθµητική στους υπολογισµούς σε Η/Υ
Προειδοποιήσεις
Καταστροφική απαλοιφή

6 Προς τα εµπρός σφάλµα και ανάλυση σφάλµατος
Εκτίµηση σφάλµατος : «Ανάλυση διαστηµάτων» και «προς τα εµπρός
ανάλυση σφάλµατος»
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Υπενθύµιση

Αριθµητική κ.υ. και πρότυπο IEEE-754 (τάξη στο χάος, αλλά ....)

Ειδικοί αριθµοί και αναπαραστάσεις

Υποκανονικοποιηµένοι αριθµοί

Χαρακτηριστικοί αριθµοί eps, realmax, realmin

Είδη στρογγύλευσης προς πλησιέστερο Ϲυγό, αποκοπή, ...

Αν �̃ είναι η υλοποίηση της αριθµητικής πράξης �,

κλειστό σύστηµα : αν x, y ∈ F ⇒ x�̃y ∈ F .

ΑΑΣ (Αρχή ακριβούς (ή ορθής) στρογγύλευσης): Αν
x, y ∈ F ⇒ x�̃y = fl(x � y).
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Κλασική αναφορά [Gol91]
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Μελέτη σφαλµάτων : Το «σκηνικό» ([Gau97])

Ας ϑεωρήσουµε ότι το πρόβληµα αντιστοιχεί στον υπολογισµό της απεικόνισης
f : U ⊂ Rm → Rn για ορισµένα δεδοµένα.
Προσοχή Αν τρέξουµε τον αλγόριθµο διακρίνουµε :

x ∈ U τα m στοιχεία στο πεδίο ορισµού της f ·

f(x) τα n στοιχεία της τιµής της συνάρτησης στο x , χωρίς λάθη
υπολογισµών·

x
∗ τα στοιχεία εισόδου που χρησιµοποιούνται στην υλοποίηση, οπότε

x
∗ ∈ F . Αν τα µόνα λάθη που υπάρχουν στο x

∗ είναι αυτά που
προέρχονται από τη στρογγύλευση του x , τότε x

∗ = fl(x).

f(x∗) η τιµή της f(x∗), υπολογισµένη χωρίς σφάλµατα (δηλ. µε την
αριθµητική του R .

fprog(x
∗) η υλοποίηση του υπολογισµού της f(x∗) µε πεπερασµένο πλήθος

διακριτών πράξεων α.κ.υ. στο F .
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Στόχος

Να εκτιµήσουµε το απόλυτο ή σχετικό σφάλµα

‖fprog(x
∗)− f(x)‖ ή αν f(x) 6= 0

‖fprog(x
∗)− f(x)‖
‖f(x)‖

.

Αν το σφάλµα είναι µικρό (π.χ. της τάξης του ε της µηχανής) ο αλγόριθµος, f ,
ϑεωρείται ακριβής.

Εµπρός Σφάλµα (forward error).

Το παραπάνω αποκαλείται (απόλυτο ή σχετικό) εµπρόςα΄ σφάλµα.

α΄Ο χαρακτηρισµός «εµπρός» ϑα εξηγηθεί στη συνέχεια των διαλέξεων.

ΠΡΟΣΟΧΗ Γενικά είναι ανέφικτο να υπολογιστεί. Στόχος είναι η εκτίµησή του, π.χ.
ϐρίσκοντας σφικτά ϕράγµατα.
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Παρατηρήσεις

Το ‖ · ‖ συµβολίζει κάποια µετρική - π.χ.

... απόλυτη τιµή, στους ϐαθµωτούς,

... µία από τις γνωστές νόρµες, για διανύσµατα και µητρώα

... πίνακας απολύτων τιµών (απόσταση κατά συνιστώσες).

Οι έννοιες του απόλυτου και σχετικού σφάλµατος είναι γενικές και
ξεπερνούν την α.κ.υ.

Αν το x
∗ χρησιµοποιείται ως προσέγγιση του x , τότε

ΑΣ : ‖x∗ − x‖ ΣΣ αν x 6= 0
‖x∗ − x‖
‖x‖

Μερικές ϕορές ϑέτουµε ΣΣ το ‖x
∗−x‖
‖x∗‖

Αν x = 0 τότε αυτό το ΣΣ είναι πάντα 1 όσο καλή και να είναι η προσέγγιση
x
∗ !!! (... το άλλο ΣΣ δεν ορίζεται)

Για προσεγγίσεις πολύ µικρών τιµών χρησιµοποιείται το απόλυτο σφάλµα.

Χονδρικά, αν |x
∗−x|
|x| ≤ 5 · 10−d τότε λέµε ότι οι (αριθµοί) x

∗ και x

συµφωνούν σε d δεκαδικά ψηφία.
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Από το εM στο u – Μονάδα στρογγύλευσης

Στη MATLAB για οποιοδήποτε α.κ.υ. x, η εντολή eps(x) επιστρέφει την
αποστασή του από τον διαδοχικό του. Στη ϐιβλιογραφία αυτό αναφέρεται και ως
ulp(x) (units in the last place).

Αν χρησιµοποιούµε t bits για την αναπαράσταση της ουράς (το 1ο κρυµµένο) και
x = m× βe τότε η απόσταση του x από τον αµέσως επόµενο α.κ.υ. είναι
ulp(x) = (m + 2−(t−1))2e −m2e = 2e+1−t .

Η µέγιστη σχετική απόσταση είναι 2e+1−t

2e = 21−t .

... προφανώς ίση µε εM.

Θα εκφράζουµε τα σφάλµατα ως πολλαπλάσια της µονάδας στρογγυλευσης που ϑα
χρησιµέυσει ως µονάδα µέτρησης των σφαλµάτων.

Μονάδα στρογγύλευσης (unit roundoff)

Η µονάδα στρογγύλευσης είναι το µέγιστο δυνατό σχετικό σφάλµα για

τον επιλεγµένο τρόπο στρογγύλευσης. Για στρογγύλευση προς το

πλησιέστερο, u = maxz 6=0
|z−fl(z)|
|z| = 21−t

2
.

IEEE double: u = 1.1102e-016· IEEE single: u = 5.9605e-008.
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Αρχή Ακριβούς Στρογγύλευσης→ ∆ιάδοση Σφαλµάτων

Αρχή ακριβούς στρογγύλευσης (υπενθύµιση)

Αν �̃ είναι η υλοποίηση της αριθµητικής πράξης �, τότε αν x, y ∈ F ισχύει ότι
x�̃y = fl(x � y) ∈ F .

Το υπολογισµένο αποτέλεσµα είναι ακριβώς ίδιο µε το να εκτελούνταν

η πράξη µε «ϑεϊκή» αριθµητική και µετά να εφαρµοζόταν

στρογγύλευση.

ΕΠΟΜΕΝΩΣ

|x�̃y − x � y| = |fl(x � y)− x � y| ≤ u|x � y|

άρα

−u(x � y) ≤ fl(x � y)− x � y ≤ u(x � y)

(1− u)(x � y) ≤ x�̃y ≤ (1 + u)(x � y)
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Μοντέλο διάδοσης σφαλµάτων στρογγύλευσης

Μοντέλο διάδοσης

Μετά από κάθε αριθµητική πράξη � επί δεδοµένων α.κ.υ. x, y ∈ F και δεν
υπάρχει υπερ- ή υποχείλιση, ισχύει :

fl(x � y) = (1 + δ)(x � y), για δ τ.ώ. |δ| ≤ u

Σχετικά µε το δ:

ϕράσσεται σε απόλυτη τιµή! Εποµένως −u ≤ δ ≤ u (µε πιο ενδελεχή
ανάλυση |δ| < u.)

διαφέρει για κάθε πράξη και στοιχεία x, y

δεν απαιτείται να το γνωρίζουµε ακριβώς - χρησιµοποιούµε το µοντέλο
γνωρίζοντας µόνον πώς ϕράσσεται το δ!

.... το µοντέλο δεν προβλέπει πότε δ = 0 (αυτή η πληροφορία µπορεί να
είναι χρήσιµη, αλλά χάνεται).
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Ιδιότητες αριθµητικών πράξεων στο πεδίο των πραγµατικών R

Αξιώµατα πρόσθεσης

Α0 Το άθροισµα x + y ∈ R .
Α1 Η πρόσθεση είναι αντιµεταθετική: x + y = y + x .
Α2 Η πρόσθεση είναι προσεταιριστική

x + (y + z) = (x + y) + z.
Α3 Υπάρχει στοιχείο 0 ώστε x + 0 = x για κάθε

x ∈ R .
Α4 Για κάθε x ∈ R υπάρχει αντίστροφο στοιχείο
−x ∈ R ως προς την πρόσθεση, δηλ.
x + (−x) = 0.

Αξιώµατα πολλαπλασιασµού

Π0 Το γινόµενο x × y ∈ R .
Π1 Αντιµεταθετική ιδιότητα πολλαπλασιασµού : x × y = y × x .
Π2 Προσεταιριστική ιδιότητα πολλαπλασιασµού :

x × (y × z) = (x × y)× z.
Π3 Υπάρχει στοιχείο 1 ώστε x × 1 = x για κάθε x ∈ R .
Π4 Για κάθε µη µηδενικό x υπάρχει αντίστροφο ως προς τον

πολλαπλασιασµό 1
x
∈ R ώστε x × ( 1

x
) = 1.

Ε Επιµεριστική ιδιότητα : x × (y + z) = x × y + x × z.
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Παράδειγµα : ∆εν ισχύει πάντα το Α2

t1 = fl(x + y) s1 = fl(y + z)
t2 = fl(t1 + z) s2 = fl(x + s1)

και δεν υπάρχει λόγος να ισχύει πάντα (αν και πολλές ϕορές ισχύει !)

fl(fl(x + y) + z) = fl(x + fl(y + z)).
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Παράδειγµα : ∆εν ισχύει πάντα το Α2

Κώδικας 1: Παράδειγµα

1 (1+eps/2)+eps/2 % = 1
2 1+(eps/2+eps/2) % = 1.000000000000000
3 (-10^20+10^20)+1 % = 1
4 -10^20+(10^20+1) % = 0

Κώδικας 2: Παράδειγµα

1 a = 0.123456700000000;
2 b = 4.711325195312500e+008; c = -b;
3 (a+b)+c % = 0.123456716537476
4 a+(b+c) % = 0.123456700000000
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Παράδειγµα : ∆εν ισχύει πάντα το Π4

Γενικά για x ∈ F ,fl(x · fl( 1
x
)) 6= 1.

Κώδικας 3: Παράδειγµα

1 index = []; for i=1:170
2 if ((1/i)*i ~= 1)
3 index = [index i];
4 end;
5 end;
6 index
7 49 98 103 107 161
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Προειδοποιήσεις : Προσοχή για τους συγγραφείς
µεταφραστών !

Επειδή στο F δεν ισχύουν όλες οι ιδιότητες πεδίου, δεν µπορούµε να κάνουµε
τις ίδιες απλοποιήσεις και µετατροπές των αριθµητικών εκφράσεων που
επιτρέπονται στο R .
Π.χ. αν µε δύο προσθετές που υπολογίζουν ταυτόχρονα το άθροισµα των α.κ.υ.
x1, x2 και των x3, x4 το άθροισµα x1 + x2 + x3 + x4 µπορεί να υπολογισθεί
ταχύτερα από το κλασικό ((x1+̃x2)+̃x3)+̃x4 χησιµοποιώντας (x1+̃x2)+̃(x3+̃x4).

Το σφάλµα και τα αποτελέσµατα µπορεί να είναι διαφορετικά !

Προειδοποίηση Οι επεξεργαστές Intel εκτελούν τις πράξεις σε εκτεταµένη
διπλή ακρίβεια (80 bits) ... Αυτό ορισµένες ϕορές οδηγεί σε απρόσµενα
αποτελέσµατα (double rounding).
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Βασικές σχέσεις : Υπενθύµιση

Στρογγύλευση : Από x ∈ R στο fl(x) ∈ F

Αν x ∈ G τότε µπορούµε να γράψουµε fl(x) = x(1 + δ) για κάποιο |δ| ≤ u.

Σφάλµα πράξεων

΄Εστω ότι x, y ∈ F και x � y ∈ G και ότι � ∈ {±,×, ,√ }. Τότε

fl(x � y) = (x � y)(1 + δ), για κάποιο |δ| < u

και

fl(x � y) =
x � y

1 + δ
, για κάποιο |δ| ≤ u
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ΠΗΓΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ ΣΤΙΣ ±ΣΕΙΣ : Καταστροφική απαλοιφή

Προσοχή ΄Οταν αφαιρούνται δύο αριθµοί που είναι σχεδόν ίσοι και περιέχουν
µικρά σφάλµατα ‘αναδύονται σκουπίδια’ ακόµα και αν χρησιµοποιούσαµε
αριθµητική άπειρης ακρίβειας !
Αν A = A1 + ϑόρυβος,A′ = A2 + ϑόρυβος και οι τιµές A1,A2 είναι σχεδόν ίσες
και ϑέλουµε να υπολογίσουµε το (µικρό) A1 − A2 αφαιρώντας A− A

′, τότε :

(A1 + ϑόρυβος)− (A2 + ϑόρυβος) = (A1 − A2) + ϑόρυβος

καταστροφική απαλοιφή όταν |A1 − A2| = O(ϑόρυβος) ή λιγότερο.

Η µόλυνση από τα σκουπίδια επηρεάζει και έχει καταστροφικά
αποτελέσµατα αν, για παράδειγµα, τα «ασήµαντα σκουπίδια»
πολλαπλασιαστούν µε µεγάλους αριθµούς και χρησιµοποιηθούν
περαιτέρω.

∆ιαβάστε την ιστορία Catastrophic cancellation in the high seas της A.
Langville [Lan01].
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«Προς τα εµπρός ανάλυση» και εκτίµηση σφάλµατος
Παράδειγµα

Θεωρούµε ότι οι µεταβλητές xj περιέχουν α.κ.υ.

(x1+̃x2)+̃x3 = ((x1 + x2)(1 + δ1) + x3)(1 + δ2)

= x1(1 + δ1)(1 + δ2) + x2(1 + δ1)(1 + δ2) + x3(1 + δ2)

εποµένως αν ϑέσουµε

E := (x1+̃x2)+̃x3 − (x1 + x2 + x3)

E = (x1 + x2)(δ1 + δ2 + δ1δ2) + x3δ2

εποµένως µπορούµε να ϕράξουµε ως εξής :

|E| ≤ (|x1|+ |x2|)(2u + u2) + |x3|u.
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Με τον ίδιο τρόπο καταλήγουµε και σε άνω ϕράγµα για το σφάλµα στον
υπολογισµό του x1 + (x2 + x3). Θέτουµε για συντοµία
Ê := x1+̃(x2+̃x3)− (x1 + x2 + x3).
Εντέλει έχουµε τα παρακάτω άνω ϕράγµατα για τους δύο εναλλακτικούς
τρόπους υπολογισµού :

|E| ≤ (|x1|+ |x2|)(2u + u2) + |x3|u
|Ê| ≤ |x1|u + (2u + u2)(|x2|+ |x3|).

Αναδεικνύεται λεπτοµερώς η (διαφορετική) συνεισφορά του κάθε όρου
στο άνω ϕράγµα.

∆ιαφαίνεται ότι µε ϐάση τα xj , ϑα µπορούσαµε να επιλέξουµε σειρά
άθροισης που να ελαχιστοποιεί το άνω ϕράγµα (αλλά όχι κατ΄ ανάγκη το
σφάλµα !).
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Ενδιαφέροντα συµπεράσµατα

Πώς (µε ποια σειρά) αθροίζουµε 3 α.κ.υ ; Η παρακάτω συζήτηση ϑα γίνει
αποκλειστικά µε ϐάση τα παραπάνω. Περισσότερα σε επόµενη διάλεξη
αφιερωµένη στην άθροιση.
Υπάρχουν 3 µη ισοδύναµοι αριθµητικά τρόποι αθροισης (δεν ισχύει
προσεταιριστικότητα):

(x1 + x2) + x3, x1 + (x2 + x3), (x1 + x3) + x2

Οι υπόλοιποι (9) τρόποι είναι αριθµητικά ισοδύναµοι µε έναν απο τους
παραπάνω (γιατί ισχύει αντιµεταθετικότητα), π.χ.

x3+̃(x1+̃x2), x3+̃(x2+̃x1), (x2+̃x3)+̃x1,

(x3+̃x2)+̃x1, x2+̃(x1+̃x3), x2+̃(x3+̃x1),

x1+̃(x3+̃x2), (x3+̃x1)+̃x2, (x2+̃x1)+̃x3,
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Με ποιόν τρόπο προκύπτει το µικρότερο άνω ϕράγµα ; Με ϐάση τα παραπάνω,
αυτός που αφήνει το µεγαλύτερο στοιχείο τελευταίο (εκτός παρένθεσης):

Αν |x3| = max(|x1|, |x2|, |x3|) τότε maxxj∈F |E| ≤ maxxj∈F |Ê|
Αν |x1| = max(|x1|, |x2|, |x3|) τότε maxxj∈F |Ê| ≤ maxxj∈F |E|
Αν |x2| = max(|x1|, |x2|, |x3|) τότε επιλέγουµε (x1+̃x3)+̃x2.

΄Οµως : Το άνω ϕράγµα δείχνει την χειρότερη περίπτωση !

Τα πράγµατα µπορεί να είναι πολύ καλυτερα !!

... για παράδειγµα αν γνωρίζουµε ότι x1 = −x2, ή/και το αντίστοιχο δ να
είναι 0.

Αυτά δεν προβλέπονται αν εφαρµόσουµε το µοντέλο χωρίς ειδικές
τροποποιήσεις.
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Χαλαρώνοντας λίγο !

|E| ≤ (|x1|+ |x2|)(2u + u2) + |x3|u
≤ (|x1|+ |x2|+ |x3|)2u + (|x1|+ |x2|) u2︸︷︷︸

αµελητέο

αν αγνοήσουµε όρους µε παράγοντα u2 (δηλ. όρους 2ης τάξης) µπορούµε να
ϕράξουµε αµφότερους όρους |E|, |Ê|

|E|, |Ê| ≤ (|x1|+ |x2|+ |x3|)2u.

ΠΡΟΣΟΧΗ Από τα παραπάνω και µόνον το σχετικό σφάλµα ϕράσσεται ως εξής
(οµοίως και για το |Ê|):

|E|
|x1 + x2 + x3|

≤ |x1|+ |x2|+ |x3|
|x1 + x2 + x3|

2u

ΕΡΩΤΗΣΗ : Ποιο είναι το µειονέκτηµα αυτού του ϕράγµατος·
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Ποιο είναι το µειονέκτηµα αυτού του ϕράγµατος·

Το ϕράγµα εξαρτάται από τις τιµές των x1, x2, x3 ...

Ο όρος |x1|+|x2|+|x3|
|x1+x2+x3| µπορεί να γίνει πολύ µεγάλος.

Αν υπολογίσουµε (µη µηδενικό) x1×̃x2×̃x3, τότε

|(x1×̃x2)×̃x3 − x1x2x3|
|x1x2x3|

=
|(x1x2)(δ1)x3(1 + δ2)− x1x2x3|

|x1x2x3|

=
|x1x2x3(δ1 + δ2 + δ1δ2)|

|x1x2x3|
|(x1×̃x2)×̃x3 − x1x2x3|

|x1x2x3|
≤ 2u + u2
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Σηµαντική ειδική περίπτωση

΄Οταν οι όροι xj είναι οµόσηµοι, |x1|+ |x2|+ |x3| = |x1 + x2 + x3|, εποµένως

|E|
|x1 + x2 + x3|

≤ 2u.

Παραδείγµατα :

άθροισµα οµόσηµων όρων (π.χ. µη αρνητικών στατιστικών µεγεθών,
µετρήσεων, ...)

υπολογισµός νόρµας πραγµατικών διανυσµάτων
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Γενικεύσεις

Εύρεση άνω ϕράγµατος του εµπρός σφάλµατος για τον υπολογισµό των

... (x1 + x2) + x3 όταν xj ∈ G και όχι κατ΄ ανάγκη α.κ.υ.

... αθροίσµατος n αριθµών (για εναλλακτικούς τρόπους άθροισης)

... εσωτερικού γινοµένου διανυσµάτων ...

Π.χ. στην πρώτη περίπτωση

fl((x1 + x2) + x3) = fl(fl(fl(x1) + fl(x2)) + fl(x3))

= ((x1(1 + δ1) + x2(1 + δ2))(1 + δ3) + (1 + δ4)x3)(1 + δ5)

Το παραπάνω µπορεί να ξαναγραφτεί ως :

x1(1 + δ1)(1 + δ3)(1 + δ5) + x2(1 + δ2)(1 + δ3)(1 + δ5) + x3(1 + δ4)(1 + δ5)

Οι εκφράσεις γίνονται πολύπλοκες ακόµα και στην απλή αυτή µελέτη !
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Πολύ χρήσιµο εργαλείο

Για την απλοποίηση όρων όπως pn =
∏

n

i=1(1 + δi) όταν γνωρίζουµε ότι |δi | ≤ u.
Αµέσως ϐλέπουµε ότι

(1− u)n ≤ pn ≤ (1 + u)n.

και ότι pn = 1 + nu + O(u2).
Ακόµα καλύτερα :

Λήµµα

Αν |δi | ≤ u και ρi = ±1 για i = 1 : n και nu < 1 τότε υπάρχει κάποια τιµή θn τ.ώ.

n∏
i=1

(1 + δi)
ρi = 1 + θn,

όπου
|θn| ≤

nu

1− nu
:= γn.
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Εφαρµογή

Εύρεση άνω ϕράγµατος του εµπρός σφάλµατος για τον υπολογισµό του

(x1 + x2) + x3 όταν xj ∈ G και όχι κατ΄ ανάγκη α.κ.υ.

Με ϐάση το Λήµµα, υπάρχουν θ3, ζ3, θ2 τέτοια ώστε

|θ3| ≤ γ3, |ζ3| ≤ γ3, |θ2| ≤ γ2

και µπορούµε να γράψουµε

fl((x1 + x2) + x3) = x1(1 + θ3) + x2(1 + ζ3) + x3(1 + θ2)

εποµένως ένα (χαλαρό) άνω ϕράγµα για το σφάλµα ϑα είναι

|fl((x1 + x2) + x3)− (x1 + x2 + x3)| ≤ |x1|γ3 + |x2|γ3 + |x3|γ2

≤ (|x1|+ |x2|+ |x3|)γ3.

Για οµόσηµα xj , το σχετικό σφάλµα ϕράσσεται άµεσα από

|fl((x1 + x2) + x3)− (x1 + x2 + x3)|
|x1 + x2 + x3|

≤ (|x1|+ |x2|+ |x3|)
|x1 + x2 + x3|

γ3

όπου γ3 =
3u

1−3u .
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Κριτική

Εκκινώντας από τα στοιχεία εισόδου και παρακολουθώντας το σφάλµα σε κάθε
πράξη προσπαθούµε να ϕράξουµε το µέγιστο απόλυτο ή σχετικό σφάλµα που
ϑα µπορούσε να προκύψει στο τελικό αποτέλεσµα.

Η ιδέα είναι απλή

... η εφαρµογή της µπορεί να είναι περίπλοκη

... σκληρή άσκηση σε ανισότητες

... τεράστιες εκφράσεις, κ.λπ.
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Παρατηρήσεις

΄Εχουν γίνει πολλές προσπάθειες για την αυτοµατοποίηση της ανάλυσης των
σφαλµάτων που υπεισέρχονται στις υπολογιστικές διαδικασίες µε µέτρια ή
µεγαλύτερη επιτυχία.
Εµπρός ανάλυση σφάλµατος : Θεωρούµε τον αλγόριθµο ως µιά σειρά
στοιχειωδών πράξεων. Σε κάθε ϐήµα, υπολογίζεται µία τιµή αk+1 µε ϐάση
προηγούµενες τιµές και στοιχεία εισόδου, π.χ. αk+1 = gk(α1, ..., αk). Μερικές
από τις τιµές µπορεί να είναι δεδοµένα εισόδου. Στη συνέχεια, υπολογίζουµε
ϕράγµατα για τα σφάλµατα στα τελικά αποτελέσµατα.

Ανάλυση διαστηµάτων : Θεωρούµε ότι κάθε δεδοµένο x εγκλείεται σε κάποιο
διάστηµα [xL, xU) οπότε οι πράξεις επί των δεδοµένων εκτελούνται
χρησιµοποιώντας «αριθµητική διαστηµάτων» (interval arithmetic).
Πίσω ανάλυση σφάλµατος : Στη συνέχεια !

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 8 Νοεµβρίου 2013 31 / 34



Παρατηρήσεις

΄Εχουν γίνει πολλές προσπάθειες για την αυτοµατοποίηση της ανάλυσης των
σφαλµάτων που υπεισέρχονται στις υπολογιστικές διαδικασίες µε µέτρια ή
µεγαλύτερη επιτυχία.
Εµπρός ανάλυση σφάλµατος : Θεωρούµε τον αλγόριθµο ως µιά σειρά
στοιχειωδών πράξεων. Σε κάθε ϐήµα, υπολογίζεται µία τιµή αk+1 µε ϐάση
προηγούµενες τιµές και στοιχεία εισόδου, π.χ. αk+1 = gk(α1, ..., αk). Μερικές
από τις τιµές µπορεί να είναι δεδοµένα εισόδου. Στη συνέχεια, υπολογίζουµε
ϕράγµατα για τα σφάλµατα στα τελικά αποτελέσµατα.
Ανάλυση διαστηµάτων : Θεωρούµε ότι κάθε δεδοµένο x εγκλείεται σε κάποιο
διάστηµα [xL, xU) οπότε οι πράξεις επί των δεδοµένων εκτελούνται
χρησιµοποιώντας «αριθµητική διαστηµάτων» (interval arithmetic).

Πίσω ανάλυση σφάλµατος : Στη συνέχεια !

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 8 Νοεµβρίου 2013 31 / 34



Παρατηρήσεις

΄Εχουν γίνει πολλές προσπάθειες για την αυτοµατοποίηση της ανάλυσης των
σφαλµάτων που υπεισέρχονται στις υπολογιστικές διαδικασίες µε µέτρια ή
µεγαλύτερη επιτυχία.
Εµπρός ανάλυση σφάλµατος : Θεωρούµε τον αλγόριθµο ως µιά σειρά
στοιχειωδών πράξεων. Σε κάθε ϐήµα, υπολογίζεται µία τιµή αk+1 µε ϐάση
προηγούµενες τιµές και στοιχεία εισόδου, π.χ. αk+1 = gk(α1, ..., αk). Μερικές
από τις τιµές µπορεί να είναι δεδοµένα εισόδου. Στη συνέχεια, υπολογίζουµε
ϕράγµατα για τα σφάλµατα στα τελικά αποτελέσµατα.
Ανάλυση διαστηµάτων : Θεωρούµε ότι κάθε δεδοµένο x εγκλείεται σε κάποιο
διάστηµα [xL, xU) οπότε οι πράξεις επί των δεδοµένων εκτελούνται
χρησιµοποιώντας «αριθµητική διαστηµάτων» (interval arithmetic).
Πίσω ανάλυση σφάλµατος : Στη συνέχεια !

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 8 Νοεµβρίου 2013 31 / 34



Βιβλιογραφία I

W. Gautschi.

Numerical Analysis: An Introduction.

Birkhauser, Boston, 1997.

D. Goldberg.

What every computer scientist should know about floating point arithmetic.

ACM Comput. Surveys, pages 5--48, 1991.

A.N. Langville.

Catastrophic cancellation on the high seas.

The Pi Mu Epsilon Journal, 11(4):205--208, 2001.

http://www4.ncsu.edu/~ipsen/ma798I/langville.pdf.

Ε. Γαλλόπουλος.

Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι.

Πανεπιστήµιο Πατρών, 2008.

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 8 Νοεµβρίου 2013 32 / 34

http://www4.ncsu.edu/~ipsen/ma798I/langville.pdf


Σηµείωµα Αναφοράς

Copyright Πανεπιστήµιο Πατρών - Ευστράτιος Γαλλόπουλος 2015

‘‘Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι’’, ΄Εκδοση : 1.0, Πάτρα 2013-2014.
∆ιαθέσιµο από τη δικτυακή διεύθυνση : https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1096/

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 8 Νοεµβρίου 2013 33 / 34

https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1096/


Τέλος Ενότητας

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 8 Νοεµβρίου 2013 34 / 34


	To genik'o pr'oblhma thc mel'ethc tou sf'almatoc sthn a.k.u.
	Metrik'ec sf'almatoc kai 'anw fr'agmata
	Mon'ada strogg'uleushc kai arq'h akrino'uc strogg'uleushc
	Diadikas'iec di'adoshc sf'almatoc strogg'uleushc
	Ap'o thn klasik'h arijmhtik'h stouc upologismo'uc se H/U
	Proeidopoi'hseic
	Katastrofik'h apaloif'h

	Proc ta empr'oc sf'alma kai an'alush sf'almatoc
	Ekt'imhsh sf'almatoc: ((An'alush diasthm'atwn)) kai ((proc ta empr'oc an'alush sf'almatoc))


