TMHMA MHXANIKQN H/Y & TAHPO®OPIKHX
EEETAYH XTO MAOHMA «AIAKPITA MAOHMATIKA» - 31/01/2023
Ouada A (Aapketo EE&taong 2 mpeg kot 30 Aemtd)?

2TIC TOPOKAT® OOKNOELS, OEV YPELGLETAL VO DTOLOYILETE TIS QKPLPNS OPLOUNTIKES TIUES EKTOS KOL OV GOG
(nreitan pnro. 2e kale TEPInTON, ATOYOPEVETAL 1] YPHON OTOI0GONTOTE VITOLOVIGTIKIG LUHYOVHG.

1.(1,5) ®éhovpe Vo LETPTICOVUE TOVG SLAPOPETIKOVG TPOTOVS LE TOVE OTTOIOVG UTOPOVLE VAL TapKApovpe 50
avtokivnta oe 70 Béceig otdOucvong (mpopavag kdbe Béon otdBusvong propel va ypnoipomondel and 1o
oA éva avtokivnto) og kdbe pio amd TG TaPaKAT® TEPMTMGELS (Oev YpeldleTal vo KAVETE apOUNTIKEG
npaéelg, o TOmOG apKel):

1. Toa avtokivnta kot ot B€celg oTabpevong eivotl S10POPETIKES.

2. Ta avtokivnta eivor idwo aALd o1 Béce1g oTAOUEVON G ETvaL dLOPOPETIKES.

3. Ta avtokivnto eivon dtopopetikd aAld ot 0écelg oTabevoNg etvar 1d1eG.

4. To avtoxkivnta eivorn id1a ko o1 0éoelg otdOuevong sivon 1d1eg.

2.(1) 'Eoto 6t 10 Y eivon éva obvoro pe n otoyeio kor éotw Ot P(Y) eivor to duvapocivord tov.
Opilovpe ™ oxéon R mévw oto P(Y) oc e€nc: (4,B) € R av |A| = |B]. o) (0,5) Na deiéete 6T1n R givan
uia oyéon woodvvapiog. B) (0,5) H dwauépion mov opilein R oto P(Y) mdosc kAGoelg icoduvopiog éxet;

3.(1,5) 'Eoto o mapakaTm Kot yopiuoto e TOUEN avapopas OAOVE TOVS PLOIKOVE optOpode:
P(x): 0 x eivor TpdTOC
Q(x,y): o x dwpei tov y (x|y)

"Eoto 1 €€ng dMAwon:

Lo kaBe pvoko apiBuo mov v EIVol TPWTOS, DIOPYEL KOTOI0S TPMDTOG TOD TOV OLOIPEL.

a) (0,3) Ipayte T ONA®ON ®C AOYIKN TPOTOGT YPTCLOTOIMVTOS TO d0OEVTA KOTITYOPTLLATA.

B) (0,3) Xvurinpdote T AOYIKY TPATACT OO TO £pOTNUA () (EQapuOSTE TV TPAEN NG dpvnong o€
OAM ™V AOYIKY TPATAOT)) KOl KAVTE TIC OTAOTOM|GELS MCTE VO UNV LIAPYEL 1| TPAEN TS APVNONG
UTPOOTA 0td TOGOOEIKTN 1 ad mopévOeoT).

v) (0,2) I'phyte ™ Aoywkn mpdtaon tov epwtuatos (B) oe puoikn yAdooao (Yopic vo ypnoylonoleite
ovopato LETAPANTAOV).

9) (0.7) Amodei&te av 1oyvovv 1 Oyl KabEva amd T TopaKaTm Bempnuoto:

vxvy ((P() A Q%)) » PX))

vxvy ((P() AQ(y, 1)) - P(x))
Yrooeiln: O apiBuog 1 dev eivou mpwrog.

4.(1,5) a) (0,5) Na Bpeite v apduntuch tyun tov e€fg abpoiopatog: Y120(2i + 1)
B) (1) Na amodeifete pe emoymyn OTL 0 KAEloTOG TOMOG TOL adpoicuatog S, = Y., k2% eivor o S, =
(n—1)2m1 42

5.(1,5) Eoto o mopaxdto optopdc:
"Bvag aképoiog n kakettar pofepds av woyder 6Tt 3|n? + 2n.
No amodeilete av i1oydovv 1 Oy1 Ol TOPOKAT® TPOTAGES, OVOPEPOVINS TOV TOMO amOOEENG mov
xpnoonoteite kdOe opa:
a) (0,4) Ohot o1 meprrtoi apiBpol givar pofepoi.
B) (0,5) Av 3|n, t6t€ 0 n gival oPepac.
v) (0,6) Av yi0 kdmolov aképato j 1oyvel 6Ot n = 3j + 2, 101€ 0 n dev givor poPepdc.

1 Av Bewpeite 011 vITAPYEL KATO0 TPOPAN O GTNV EKEMOVNON, TOTE MGTE TNV AGKN 0T KAvovTag Kamowa cuyKekptuévn vdbeon v omoia Oa
Kataypayete pntd. Av o S1ddoKmV KotaAdPel 6Tt vhpyel Kamoln acdpeta, To Bépa Oo 500el OAGKANPO VITEP TV POITNTOV PabpOAOYIKA.




6.(0,5) 'Ectm 611 pog divovtot ot €€1g Tpotdoels og oot
p—q
r—>@Aq)
Na d¢eiéete av and avtd to a&idpoto TPoKOTTEL (e KOVOVES E0YWYNG CLUTEPAGUATOV) 1| €ENG TPOTAON:
-ar
Noa avaypaeete Tov Kavovo eEoymyNg GUUTEPAGLOTOC 1 TOVTOAOYIO TOV YPNCILOTOLEiTE KAOE POpPAL.

7.(4) o) (0.8) Amodeicre ovvdvaoru 6 (7 ) ( 11:1 ) =) GZN)

B) (1,8) Amavinote TIC TOPOKATO EPMOTNGELS LLE GUVOTTIKY] OLTIOAOYNOM).
1. (0,4) [Tooeg drapopetikés AEEEIG UTOPOLUE VO PTIAEOVUE YPNCOTOIDOVTOS OAOL TO YPOLLIOTO TG
reEnc [IEPAZA;
2. (0,4) Il6éoor apBuol peta&d tov 1 ko tov 180 (cvumeptlapfovorévoy Kol aVTOV TOV aplOpoV)
dtoupovvral TéAEW amd 10 5 1| 10 &;
3. (1) XZe éva moudkd maprti, Exovv €pbet 30 maudid, 12 ayodpa ko 18 kopitoia, ta omoio Bewpovpe
OlaKeEKPUEVOL.
a. (0,2) Mg mocovg tpdmovg pumopovpe va popdoovpe 100 (id1eg) kapapéreg ota 30 moudid;
b. (0,4) Me moc0vg TpOTOVG UTOPOvLLE Vo oynuaticovpe 8 (evydpla maldimv, Yio Vo YOpEYOLV,
wote KaOe Cevydpt va amoteleiton amd Eva O1POPETIKO 0yOPL Kol VA, SLOPOPETIKO KOPITOl
(OnA. dev pmopet 10 1010 Tadl vor GLUUETEYXEL GE dVO M| TEPLEGOTEPQ. LEVYhpLaL);
c. (0,4) Me mécovg TpOmOVS pmopovpe va. BdAovpe OAo ta Tondd o€ pio GEPA, OCTE VO UV
VILAPYOLY BVO 1| TEPIEGOTEPA Aydpla GE d1000YIKES BEaELS;
v) (0,6) Mg mOG0OLE TPOTOVG UTOPOVUE VO EMAEEOVUE T OVTIKEIUEVO A0 T OPOPETIKA AVTIKEIEVA £TGL
MOOTE OTIS EMAOYEG TOTE Vo unVv Ppiokovtol Tautdypova 2 GUYKEKPIUEVAE avTIKEILEVA (VT TO. avVTIKEILEVOL
EYouv €K TV TPOoTEP®V KaBopiobet).
d) (0,8) 'Eotw pia okaxiépa 3x7 mov olmpeiton oe 21 ioca teTpdymva
(3x7=21), xobéva amd to omoia ypopatiletar gite donpo eite ykpl. No
deiéete OTL M okokiEpa mePEEL Eva opBoydvio Tov omoiov To TEGoEPN
SPOPETIKA TETPAY®VA TTOV 0pilovV Ta AKPA TOL £XOVV TO 1010 YPDOLLOL.
(Ilpocoyn: to opboywvio mpémer vo Exel O100TOON TOVAGYIOTOV ODO
YPOUUDV KoL TOVAGYLGTOV 000 oTHADV — 10 0pboyivio ato oynue eivor 3X4)

Koin Emroyia!!!




TMHMA MHXANIKQN H/Y & IAHPO®OPIKHX
EEETAYXH XTO MAOHMA «AIAKPITA MAOHMATIKA» - 31/01/2023
Ouada B (Atdpxeia BEETaonc 2 dpeg kar 30 Aentd)?

2TIC TOPOKAT® OOKNOELS, OEV YPELGLETAL VO DTOLOYILETE TIS QKPLPNS OPLOUNTIKES TIUES EKTOS KOL OV GOG
(nreitan pnro. 2e kale TEPInTON, ATOYOPEVETAL 1] YPHON OTOI0GONTOTE VITOLOVIGTIKIG LUHYOVHG.

1.(1,5) 'Eoto ta mopakdte Koatyopuote e TOUEN avapopas OAOVE TOVS PUOIKOVS optOpodc:
P(r): o r givar TpdTOg
Q(z,1): 0 z Sumpei tov r (z|r)

‘Eoto 1 €€ng OMAwon:

Lo k6Bs pvoixo ap1Buod mwov dev EIvol TPWTOS, VIGPYEL KATOI0G TPWTOG TOV TOV OLOIPEL.

a) (0,3) Ipayte ) ONA®ON ®C AOYIKN TPOTOGT YPNCLOTOIOVTOS TO d0OEVTA KOTIYOPTLLATA.

B) (0,3) Xvurinpodote T AOYIKN TPATACT] OO TO £pOTNUA () (EQapudSTE TV TPAEN NG dpvnong o€
OAM ™V AOYIKY] TPATAOT)) KOl KAVTE TS OTAOTOM|GELS OGTE VO UNV LIAPYEL M| TPAEN TS APVNONG
UTPOoTA 0d TOc0dElKTN 1 ad mopévOeot).

v) (0,2) T'phyte ™ Aoywkn mpdtacn tov epwtnuatos (B) o puoikr yAdooao (yopic va ypnoylonoleite
ovopato LETOPANTAOV).

9) (0.7) Amodei&re av wyvovv 1 Oyt kabEva amd ta TopaKato Bempnuota:

vyvx (PG A Q) = P(x)

vyvx ((P(x) A Q(x, 7)) > P(»))
Yrooeiln: O opiBuog 1 dev eivou mpwrog.

2.(1,5) @) (0,5) No. Bpeite v apduntiky tiun tov e&ng abpoiopatog: 2-02(2i + 1)
B) (1) Na omodeifete pe emaymyn 611 0 KAEGTOG TOMOG TOL abpoicpotog S, = Yk, k2% eivon o S, =
(m—-1)2m+1 4+ 2

3.(1) 'Ecto 61t t0 X eivon éva cOvoro pe n otoyeio kol éoto ot P(X) eivar 10 duvoposvord Tov.
Opilovpe ™ oxéon R méve oto P(X) wc e&nc: (A4,B) € R av |A] = |B]. o) (0,5) Na dciéete 6T1n R givan
uia oyéon woodvvapiog. B) (0,5) H dwauépion mov opilern R oto P(X) nodoeg khdoels icodvvapiog Exet;

4.(0,5) Ecto 611 pag divovtot ot €1 Tpotdoels o a&tdpoToL:
q—-p
r—(qAp)
Na deiEete av amd avtd ta aEidpoTo TPOKVTTEL (e KOVOVES EEAYWYNG CLUTEPACUAT®V) 1| €ENG TPOTUOT:
-r
Noa avaypdeete ToV Kavova e£0y@yng GCOUTEPAGLATOS 1) TOVTOAOYIO TOV YPNoLoToLEiTE KAOE POPA.

5. (1,5) ®éhovpe Vo LETPHCOVLE TOVG SLOPOPETIKOVG TPOTOVS LE TOVG OTOIOVG UITOPOVLE VO TTapKapovue 40
avtokivnta oe 80 Bécelg otdbuevong (mpopavas kKabe Béon otdbuevong pumopel va ypnopomombei and to
ToAD €va avtokivnto) og kdbe pio and TG MAPUKATO TEPMTOGELS (OeV XPEBLETOL VO KAVETE OPLOUNTIKES
TPAEELS, O TOTOG apKEl):

1. Ta avtokivnta kot ot B€celg oTabpevong eivorl S1POPETIKES.

2. Ta avtokivnta etvor idto aALA o1 B€ce1g 6TdOIEVOTG Etvat dLoPOPETIKES.

3. Ta awtokivnta etvon dtopopetikd aAld ot 0écelg oTaBeVOTg etvan 1dteC.

4. Ta avtoxivnta eivan id1a ko o1 Bécelg otdOueLONG etvan 1dtec.

2 Av Bewpeite 0TL vITAPYEL KATO0 TPOPAN O GTNV EKGMOVNON, TOTE MGTE TNV AGKN 0N KAvovTag KAmowo cuyKekptuévn vedbeon v omoia Oa
Kataypayete pntd. Av o S1ddoKmV KotaAdPel 6Tt vhpyel Kamoln acdpeta, To Bépa Oo 500el OAGKANPO VITEP TV POITNTOV PabpOAOYIKA.




6.(4) a) (0,8) Amodei&te GLVOLOGTIKA OTL (T:) (fl) = (7:) (7:__:)

B) (1,8) AmavtioTe TIC TAPUKAT® EPMTNOELS L€ GUVOTTIKN OLTIOAOYNON).
1. (0,4) [Tooeg drapopetikés AEEEIG UTOPOLUE VO PTIAEOVUE YPNOYOTOIDOVTOS OAOL TO YPOLLLLOTO TG
AéENg KEPAXA;
2. (0,4) Il6éoor apBuol peta&d tov 1 kot tov 180 (cvumeplapfovopévoy Kol aVTOV TOV aplOpdV)
dwapovvral Térela omd 10 3 M 10 §;
3. (1) XZe éva moudkd mhpti, Exovv €pbet 40 maudid, 16 ayopuo kol 24 kopitoia, to omoia Bewpolpe
dlakeKpUévaL.
a. (0,2) Me ndécs0ovg tpdmovg pmopovpe va. potpdcovpe 100 (ideg) kapapéres ota 40 Toudid;
b. (0,4) Me moc0vg TpOTOVG UTOPOvLLE Va oynuaticovpe 8 (evydpila maldidv, Yio Vo YopEYOLV,
wote kbBe Cevydpt va amoteAeitar omd €va SLOPOPETIKO ayOPL Kot £V SIOPOPETIKO KOPITGL
(dA. dev pmopet 10 1010 Tadl vor GLUUETEXEL GE dVO M| TEPLGGOTEPQ. LEVYhpLaL);
c. (0,4) Me mdcovg tpomOVG pmopovpe va BdAovpe OAo ta Tondd o€ pio GEPA, OGTE VO UV
VILAPYOLY FVO N TEPIEGOTEPA Aydpla GE d10d0YIKES BEaELs;
v) (0,6) Mg mdG0VG TPOTOVG UITOPOVUE VO EMAEEOVUE X OVTIKEILEVO OO M OOPOPETIKA OVTIKEILEVA £TGL
MOOTE OTIS EMAOYEG TOTE Vo unv Ppiokovtol Tautdypova 2 cuyKeKpéva avTikeipeva (anTd to avtikeipevo
EYouv €K TV TPOoTEP®V Kabopiobet).
d) (0,8) 'Eotw pia oxkaxiépa 3x7 mov owipeiton oe 21 ioa teTpdywva
(3x7=21), xobéva amd to omoia ypopatiCetan gite donpo eite ykpt. No
deiéete OTL M okokiEpa mepPEyel Eva opfoydvio Tov omoiov To TEGGEPN
SPOPETIKA TETPAYOVA TTOV 0pilovy Ta AKPA TOL £XOVV TO 1010 YPOLLOL.
(Ilpoooyn: to opboywvio mpémer vo Exer O100TO0N TOVAGYIOTOV ODO
VYPOLUMDY KOL TODAGYIOTOV DO aTHAWMV — T0 opHoywvio oto aynua eival
3x4)

7.(1,5) 'Eoto o mopokdtm optoudc:
"Evog axépaiog m kaAeitar pofepds av woydel 6t 3|m? + 2m.
No amodeilete av woydovv # Oxi Ol TOPOKAT® TPOTACELS, OVOPEPOVTOS TOV TUTO OATOSEENS 7OV
YPNOOTOLEITE KAOE POPAL:
a) (0,5) Av 6|m, tote 0 m gtvan poPepde.
B) (0,6) Av yio kdmolov aképato i woyvel 0Tt m = 3i + 5, tte 0 m d¢ev givor poPepdc.
v) (0,4) OLot o1 meprrtoi apBpol etvar @oPepot.

Ko Emroyia!!!




TMHMA MHXANIKQN H/Y & IAHPO®OPIKHX
EEETAYXH XTO MAOHMA «AIAKPITA MAOHMATIKA» - 31/01/2023
Ouada I' (Adpketo EEEtaomg 2 dpeg kou 30 Aemtd)®

2TIC TOPOKAT®D OOKNOELS, OEV YPELGLETOL VO DTOLOYILETE TIS QKPLPNS OPLOUNTIKES TIUES EKTOS KOL OV GOG
(nreitan pnro. 2e kale wepinTwon, amayopevETaL 1] YpHoN OTOI0GONTOTE VITOLOVIGTIKIG LUHYOVHG.

1.(1) 'Eocto 611 10 X givon éva cbvoro ue m otoryeio kot éotm o0t P(X) givaw 10 duvaposhvord tov.
Opilovpe ™ oyxéon R mave oto P(X) wc eéng: (T,S) € R av |T| = |S]. a) (0,5) Na deiéete 6111 R givan pio
oyéon wodvvapiag. B) (0,5) H Swupépion mov opilern R oto P(X) mdoec kAGoelg icodvvouiog éxet;

2.(1,5) 'Eoto o mopoakdtm optopds:
"Bvag aképoiog m koleiton pofepds ov woydel 6t 3|m? + 2m.
No amodeiEete av woydovy 1 Oyt Ol TOPOKAT® TPOTACELS, OVOPEPOVTOS TOV TUTO OATOOEENS 7OV
ypnotponoteite KO popd:
a) (0,5) Av 3|m, t61e 0 m givor poPepdc.
B) (0,6) Av yia xamolov aképato i woyder Ot m = 3i + 2, tote 0 m 0gv ivan poPepdc.
v) (0,4) Orot o1 meprrtoi apBpoi eivar @oPepot.

3. (1,5) ®éhovpe va HETPHGOVUE TOVG SLAPOPETIKOVG TPOTOVG LE TOVG OTOIOVE UTOPOVLUE VO TapKapovue 60
avtokivnta oe 70 Béceig otdOucvong (mpopavag kébe BEon otdbuevong pnopel va ypnoipomomdel and to
oA éva autokivnto) og kibe pio amd TIg TOPAKATE TEPWTMOOELS (0eV YPELOLeTOL VO KAVETE apOUNTIKES
Tpaelc, o TOmMOg apKkel):

1. Ta avtokivnta kot ot 0écelg oTadpELONC Eivol SLOPOPETIKEG.

2. Ta avtokivnto eivor idto aALd o1 0éce1g 6TAOUEVOTG ETvaL dLOPOPETIKES.

3. Ta avtoxivnta givon dtopopetikd oAld ot Bécelg oTabpevong eivon 101G,

4. To avtoxivnta etvon id1a ko o1 Béoelg otdOuevong eivon 1d1eg.

4.(4) o) (0,8) Amodsitte cuVSVLOOTIKE OTL (;l) (;;) = (Z) (Z ~ lli)

B) (1,8) Amavtnote TIC TOPOKATO EPMTNOELS LLE GUVOTTIKN OTIOAGYNON.
1. (0,4) [16oec dropopetikég AEEEIG UmOPOLUE VO QTIAEOVUE YPNCLOTOIMVTOG OAOL T YPOUUOTO TNG
rEng TEAAZA;
2. (0,4) IToécor apBuol peta&d tov 1 kot tov 180 (cvumeprhapfovouévonv Kol avTtdv TOV oplnmv)
dtoupovvtal TEAEW amd T0 7 1 10 §;
3. (1) Ze éva moudwod mapty, Exovv €pbet 36 moudwd, 16 aydpia kar 20 kopitoia, Ta omoia Osmpovpe
OLOKEKPIUEVOL.
a. (0,2) Me mocovg tpdmovg pmopovpe va potpdcovpe 100 (idieg) kapapéres ota 36 moudid;
b. (0,4) Mg m660VG TPOTOVG UITOPOLLE VO oynuaticovpe 8 (evydpia Todidv, yio vo yopéyouy,
wote kbBe Cevydpt va anotedeitanr and €va SPOPETIKO ayOpt Kot £val SPOPETIKO KOPITGL
(ONA. dev pmopel To 1610 Todl v GLUUETEXEL GE dVO 1 TePLoaOTEPA LEVYdplar);
c. (0,4) Me mdcovg TpoOTOLG Umopovpe vo. BdAovpe Olo ta modd o pio GEPA, MGTE Vo UV
VILAPYOVV JVO 1 TEPIGGOTEPA AYOPLL GE JOOYIKES BETELS;
v) (0,6) Me mOG0oVG TpOTOVS UmOopoVE Vo EMAEEOVLE N OVTIKEILEVO OTTO M OLUPOPETIKA OVTIKEIPEVD £TOL
MOTE OTIG EMAOYEG TOTE va. Unv Ppiokovratl tovtdypova 2 cuykekpyéva avtikeipeva (avtd to ovTikeipevo
£YOLV €K TV TPOTEPMV KaBoptobet).
d) (0,8) 'Eotow pio oxaxiépa 3x7 mov dwipeiton oe 21 {ca terpdymva
(3x7=21), xaBéva and ta omoia ypopatileton gite dompo eite ykpt. Na
Oeiete OTL M okakEpa mePLEYEL €vo opBoydVio Tov omoiov Ta TEGGEPN
SPOPETIKA TETPAY®VA TOL opilovy Ta dKpa ToL £YOLV TO 1010 YPOLLAL.
(Ilpocoyn: to opBoywvio mpémer va Eyel O1G0TOGH TOVAGYIGTOV ODO
YPOUUWDOV KOl TOVAGYIGTOV 000 0THADV — T0 0pBoywvio ato oynuo. eivar 3X4)

3 Av Bempeite 6T vapyEL KOO0 TPOPANLUA GTNV EKPADOVNOT|, TOTE AVGTE TNV ACKNON KAVOVTOG KOO0 GuYKEKPIUEVT VTOBeo ™V omoia Oa
Kataypayete pntd. Av o S1ddoKmV KotaAdPel 6Tt vhpyel Kamoln acdpeta, To BEpa Oo 500gl OAGKANPO LVITEP TV POITNTAOV PabpOAOYIKA.




5.(1,5) o) (0,5) Na Bpeite v apt@untich) Tiun tov eéfg abpoiopatog: Y129(2i + 1)
B) (1) Na omodeifete pe emaymyn 6TL 0 KAEWGTOG TOMOG TOL Gbpoicpotog Sy, = Y, i2¢ givor o Sy, =
(m—-1)2m+1 +2

6.(0,5) 'Eotm 011 pag divovtot ot e€Ng Tpotdoelg og aidpota:
X ==y
z->((xAY)
Na d¢eitete av amd avtd To aSldpaTa TPOKVTTEL (L KAVOVES EEAYMYNG CLUTEPAGUAT®V) 1| €ENG TPOTOON:
—Z
Na avaypdaeete Tov Kavova eE0ymYNG CLUTEPAGLOTOG 1) TAVTOAOYIO TOV YpMoCIonoLEite KABe popdL.

7.(1,5) 'Eoto o mapakdTm Kot yopiuoto e TOUEN avapopas OAOVE TOVS PLOIKOVE 0ptOpodc:
P(a): o a givau mpdtog
Q(a, b): o a dwupei tov b (alb)

‘Eoto 1 €€ng dMAwon:

Lo k6Oe pvoiko apiBuod mov dev eIvol TPWTOS, DIGPYEL KOTOI0G TPMDTOG TOD TOV OLOIPEL.

a) (0,3) Ipayte ) ONA®ON ®C AOYIKN TPOTOGT YPNCLOTOIOVTOS TO d0OEVTA KOTIYOPTLLATA.

B) (0,3) Xvurinpodote T AoYK) TPATACcT amd TO £pOTNUA () (EQapudcTE TV TPAEN TG dpvnong o€
OA ™V AOYIKY| TPATAOT)) KOl KAVTE TIC OTAOTOM|GELS OCTE VO UNV LIAPYEL M| TPAEN TS APVNONG
UTPOOoTA 0td TOG0dEIKTN 1 ad mopévOeoT).

v) (0,2) T'phyte ™ Aoywkn mpdtacn tov epwtiuatos (B) o puoikr yAdooao (yopic va xpnoylonoleite
ovopato LETAPANTOV).

9) (0.7) Amodei&te av woyvovv 1 Oyt kKabEva amd To TopaKAT® Bempnpata:

vavb ((P(a) AQ(b,a)) — P(b))
vavb ((P(b) A Q(b,a)) > P(a))
Yrooeiln: O opiQuog 1 dev eivou mpwrog.

Koin Emroyia!!!




TMHMA MHXANIKQN H/Y & IAHPO®OPIKHX
EEETAYXH XTO MAOHMA «AIAKPITA MAOHMATIKA» - 31/01/2023
Oudda A (Adpketo EEétaong 2 dpeg ko 30 Aemtd)?

2TIC TOPOKAT® OOKNOELS, OEV YPELGLETAL VO DTOAOYILETE TIG AKPLPNG OPIOUNTIKES TIUES EKTOS KOL AV GOG
(nreitan pnro. 2e kale wepinTwon, amayopevETaL 1] YpHoN OTOI0GONTOTE VITOLOVIGTIKIG LUHYOVHG.

1.(1,5) a) (0,5) Na. Bpeite v ap@pmtikh tyur tov &g abpoiopatog: Y129(2i + 1)
B) (1) Na amodeilete pe emayomyn 611 0 KAewwtdg TOMOg 0V abpoicpatog S, = X, j27 givar o S, =
(n—1)2m1 + 2

2.(0,5) 'Eotm 011 pag divovton ot e€Ng mpotdoels og aidpota:
y - X
z— (yAx)
Na d¢eitete av amd avtd To aSldpote TPoKLTTEL (e KavOVeS eE0Yy®YNG GUUTEPACUATOV) M &N TpdTOIoT:
—Z
Na avaypdaeete Tov Kovova eE0y®YNG CLUTEPAGLOTOG 1) TOVTOAOYIO TOV ¥pMoIponoteite kKABe popd.

3.(1,5) 'Eoto o mapokdtm optopdc:
"Bvag aképoiog n kakeitar pofepdc av 1oyder 6Tt 3|n? + 2n.
No anodeilete av iwoydovyv # Oyt Ol TOPOKAT® TPOTACELS, OVOPEPOVTOS TOV TUTO OATOSEENS 7OV
ypnoponoteite Kabe popa:
a) (0,4) Ohot o1 meprrtol apBpot eivar poPepoi.
B) (0,6) Av yia kémolov akeépato j woyvel 6Ot n = 3j + 2, 161€ 0 n d¢ev givor poPepdc.
v) (0,5) Av 6|n, 16t 0 n givon poPepadc.

4.(1) 'Eoto 611 10 Z civon éva oovoro pe k otoyeio kor éoto Ot P(Z) eivor to duvopocivord Tov.
Opilovpe ™ oxéon R movo oto P(Z) wc €&nc: (A,B) € R av |A] = |B]. o) (0,5) Na deiéete 61 n R givan
uia oyéon woodvvapiog. B) (0,5) H dwauépion mov opilertn R 610 P(Z) mdoec kAGoelg icodvvouiog éxet;

5.(1,5) 'Eoto o mapakdTm KoTyopiuoto e TOUEN avapopas OAOVE TOVC PLOIKOVE 0ptOpodc:
P(p): o p eivor mpdTOC
Q(p, q): o p Swupeitov q (plq)

‘Ecto 1 €€ng onimon:

T'ta k6 Oe pvoixo ap1Bud mov dev ivor TPOTOS, VITGPYEL KATO10G TPIDTOG TOV TOV OLOIPEL.

a) (0,3) Ipayte T dMNAoon ©g Loyikn TpOTACT| YPTCLOTOIOVTAS To S0OEVTO KATYOPT|LOTAL.

B) (0,3) Zvurinpdote T Aoyikn tpodTocn amd To epotnua (o) (epappdote v mpdén g dpvnong oe
OAN TV AOYIKN TPOTACT)) KOl KAVTE TIG OMAOTOMGELS DGTE VoL UV Lrdpyel N Tpdén g apvnong
umpootd and Tocodeiktn N and tapévOeon.

v) (0,2) I'pbwyte T Aoywkn mpodtacn tov gpotnuatos (B) oe puokt YAwoca (yopig va ypnoyomoteite
OVOLOTO LETAPANTOV).

0) (0.7) Amodeite av wyvovv 1 0yt kabéva and ta TapaKaTo Bewpruoto:

vpvq ((P(p) A Qg p)) - P(9))

vpvq ((P(a) A Q(a.p)) - P())
Yrooeiln: O apiBuog 1 dev eivou mparog.

4 Av Bempeite 6T vIApYEL KOO0 TPOPANLUA GTNV EKPADOVNOT|, TOTE ADGTE TNV ACKNON KAVOVTOG KOO0 GuYKEKPIUEVT VTOBeo ™V omoia Oa
Kataypayete pntd. Av o S1ddoKmV KotaAdPel 6Tt vhpyel Kamoln acdpeta, To Bépa Oo 500el OAGKANPO VITEP TV POITNTOV PabpOAOYIKA.




6.(4) a) (0,8) Amodeifte cuVSVLAGTIKG OTL (fl) (::l) = (”rl:l) (fl ~ z)

B) (1,8) AmavtioTe TIC TAPUKAT® EPMTNOELS L€ GUVOTTIKN OLTIOAOYNON).
1. (0,4) [Tooeg drapopetikés AEEEIG UTOPOLUE VO PTIAEOVUE YPNCOTOIDOVTOS OAOL TO YPOLLLLOTO TG
AENG EEXAXA;
2. (0,4) Il6éoor apBuol peta&d tov 1 kot tov 180 (cvumeplapfovopévoy Kol aVTOV TOV aplOpdV)
dwpovvral térela omd 10 9 1 10 §;
3. (1) XZe éva moudkd mhpti, Exovv €pbet 34 maudid, 14 ayopuo kol 20 kopitoia, to omoio Bewpodpe
dlakeKpUéval.
a. (0,2) Me ndécsovg tpdmOvg pmopovpe va potpacovpe 100 (idieg) kapapéres ota 34 modid;
b. (0,4) Me mdc0vg TpOTOVG UIOpOovLLE Va oynuaticovpe 8 (evydpila matdidv, Yio Vo YopEYOLV,
wote kbBe Cevydpt va amoteAeitar omd €va SIUPOPETIKO ayOPt Kot £V SIOPOPETIKO KOPITGL
(ONA. dev pmopel To 1610 Todi VoL GUUUETEYEL GE VO 1| TEPLoTOTEPO LEVYApIaL);
c. (0,4) Me mécovg tpoOmOVG pmopovpe va BdAovpe OAo ta Tondd o€ pio GEPA, OGTE VO UMV
VILAPYOLY BVO 1| TEPIEGOTEPA Aydpla GE d10d0YIKES BEaELS;
v) (0,6) Mg mOc0oLGg TPOTOVG UTOPOVUE VO EMAECOVIE N AVTIKEILEVO QIO T OLOLPOPETIKA OVTIKEIHEVA £TOL
MOTE OTIS EMAOYEG TOTE Vo unv Ppiokovtor Tautdypova 2 cuyKeKpéva avtikeipeva (antd to avtikeipevo
EYouv €K TV TPOoTEP®V Kabopiobet).
d) (0,8) 'Eotw pia okaxiépa 3x7 mov olmpeitoan oe 21 ica teTpdymva
(3x7=21), xobéva amd to omoia ypopatiCetan gite donpo eite ykpt. No
deiéete OTL M okokiEpa mepEyel Eva opfoydvio Tov omoiov To TEGGEPN
SPOPETIKA TETPAYOVA TTOV 0pilovV Ta AKPA TOL £XOVV TO 1010 YPOLLOL.
(Ilpoooyn: to opboywvio mpémer vo Exer O100TO0N TOVAGYIOTOV ODO
YPOUUDV KaL TOVAGYIGTOV 000 6THADVY — T0 0pboyivio ato oynue eivor 3X4)

7. (1,5) ®éhovpe va LETPHGOVLUE TOVG SLOPOPETIKOVG TPOTOVG LE TOVG OTOIOVE UTOPOVLUE VO TapKapovue 50
avtokivnta oe 80 Bécelg otdbucvong (Tpopavag kdbe BEon otdbucvong propel va ypnotpomombel and to
oA éva avtokivnto) og kbe pio amd TIg TUPUKAT® TEPMTOOELS (0eV YPELOLeTOl VO KAVETE apOUNTIKES
Tpaelc, o TOmMOG apKkel):

1. Ta avtokivnta kot ot 0écelg oTAbpELONC EIVOL SLOUPOPETIKEG.

2. Ta avtoxivnta eivon id100 ahAd o1 B€celg oTdbUELONC ETvol d10POPETIKEC.

3. Ta avtoxivnta eivon dtopopetikd oAdd ot 0€celg otabpevong eivor 101G,

4. To avtoxivnta etvon 1010 ko o1 B€oelg otdOuevong eivar 1d1eg.

Ko Emroyial!!!




ENAEIKTIKEX AYXEIX

A1), B(S), I'(3), A(7)

Xy mpayloTikoTTe. TPOKEToL TEPL mPOoPANUaTOg amapifunong mov aeopd Tovg TPOTOLG OV UTOPOVUE VO

tonofetncovpe 6 coaipeg (avtokivnta) o 9 vrodoyéc (Bécelg oTdbuevong) e Tov TEPLOPICUO OTL KABE vITOdoYN

d€YETAL TO TOAD pio oQaipo o€ TEGTEPIC SLOPOPETIKEG TEPMTMOGELS. 10 KGO TepinTmon Eyovpe:

1. o k6Be dropopetikd avtokivnto emiAéyovpe pio 0éon otdbuevong Emedn ta avtokivita givol S10QOpETIKA Lag

evolapépel m oelpd pe v omoio, Ba emlé€ovue Tic Boelg, kol dev €yovue emavatomobétnon apov kabe Oéom

otabuevong puropet va avtiotoyynbei oe To TOAD Eva awtokivnto. Apa £xovpe pio X-uetdbeon omd Eva y-cuvoro. Apa
y!

(y—x)!

2. Topo mov to avtokivnTa gival id1a KAvovue OTL Kol 6To 1° EpMTNIA LOVO TOV TMOPA. OEV LOG EVOLUPEPEL 1] CELPE. JLE

v omoia Oa emléovpe Tig Bécelg otdabusvonc. Apa Exovpe Eva TpOPANUa amapiBunong 0mov dev oG eVOlOPEPEL N

oelpd ko dev €yovpe emavatorodétnon. Eropévag n Aon sivar vag X-cuvdvacudg and évo y-covoro: C(y,x) =

y!

(y—x)!x!

3. AoV ot Béoelg otdOuevong eivar id1eg, VIGPYEL LOVO Evag TPOTOG VO TOPKAPOVUE T, AVTOKIVIITO — TOPOAO TTOV

avTd gival dopopeticd peta&d Tovg UaG Kot OV €YOVpE KAmolo TpOmo Vo, dlokpivovpe pio 0éon amd kamowo GAAN.

Emopévaog, vrdpyet povo évag tpomog va. To TonobeToETE.

4. To idw0 pe 10 (3). To yeyovog 6Tt ko To. avtokivito, givor OAa 1d1a dev aiddlel katl. Emouévag, pe évav tpodmo

umopel va yivel owtn 1 totobEtnon.

N Ao eivar P(y, x) =

A(2), B(3), I'(1), A4)

o) Oa deiEovpe OTL EYEL TIG TPEIG OYETIKES 1O10TNTEC:

Avoxhootikf: Ioydet yio kdbe A € P(X) ot |A| = |A].

Soppetpikh: T 4, B € P(X) av woydet 611 (4, B) € R t61¢ |A| = |B]. Apo. woyder 6t |B| = |A| to omoio
ypaopeton ¢ (B, A) € R. Apa ioydet.

MertaBatiki: T A, B, I € P(X) av woyvel 611 (4, B) € R xou (B, I') € R 10t¢ |A| = |B| xau |B| = |I'|. And
™ petaPoricy Widmo e iootntag npokvntet 6tt |A| = |I|, To onoio onpaivel 611 (4,I) € R. Apa ioyvel.
B) Ot kA doelc 1loodvvapiog amotehovvTol amd chHVoLa Tov £xovv To 1010 TANBAp1BH0. Agdopévov O6TL T0
dVVOLOGVVOAO TOoL X TTeptEyel cOVora pe amd 0 (To keVO chVOA0) UExPL Kol n ototyeia (To 6OVoro X) ovtod
onpaivet 6t To TAN0o¢ TtV KAdoemv woodvvapiog Oa eivar n + 1.

AG), B(1), T(7), A(5)
o) ¥x ((=P()) » GN(PG) A Q1))
B) 3x ((<P(9) A (49 (PG) = =, ))) 11 3x ((<P()) A (v) (<PG) v =0 (3, 1))

v) Ymépyer évag ovuvBetog aplBpdc étot dote yuo kébe mpdTo apBud, owtdg o TpdTOC va un dwpel Tov cvvleto
(Tac1povdg yevdng mpdTaom).

0) H mpdn mpdtaon oe puoikn yadooa petappaletonr oc e&ng: «lMa kabe {edyog puowdmv aplBumv X Kot y, ov 0 X
etvar TpmTog Ko 0 Y dtoupet tov x ToHTE Ko 0 Y ivan tpdTogy. H mpdtaon avtn etvar wevdng, agov av Bécovpe y = 1
1OTE OTOV 1GYVEL 1] VITOBEST] Y10 X TPDTO, TO GVUTEPUGHA OEV 1oYVEL apov o 1 dev givar mpdTOG,

H dgbtepn mpdtoon oe puokr| yAwooa petappaletor og eéng: «[a kabe (ebyog puoikdv aplBumv X KoLy, ov o0 y
etvar Tp®dTOG Kot 0 ¥ dwopel Tov X TOTE KOL 0 X €lvar TPpATOGH. Avth 1 mpdtacn eivar mpopavmg Adbos. ‘Eva
avtmapadetypo givar yio y =5 kot x = 10, 6mov 10 x dev givar mpdTog aplBpdg mapdro mov o y = 5 elvat kat
Stupei to x = 10.

A@4), B(2), I'(5), A1)
o)

A)X1222i4+1=2%20i+ 301 =2%190i-2%",i+96=2 1002'101
76 = 10176
(B) 10165

(') 10185

—242;5+96=100.101+




(A) 10152

)
Béon: yia n = 0 woydet agod Ye9_o k2% = 0 xou (0 — 1)2°* + 2 = —2 + 2 = 0 nov 1oyveL

Enayoyiki vro0eon: 'Eotw o1t ioydet yioo n = j. Anhadn oydet ot ZLO k2k = (j—1)2/*1 +2

Oa deiovpue O6TLIoYVEL Yo n = j + 1. Eyovpe:
j+1 J

Zk2k=

kK2F+ (G + D2/ =G -2/ 42+ (+ 12/ =
k=0 0

k=
271G —14+j+1)+2=2j2/"1+2=j2/*2+2
OV TPAYHATL VoL 0 KAEIGTOS TUTOC Y1 TO ABpotopa Tov BEAOVLE VO amodeiEovpe.

A(5), B(7), I'(2), A3)
o) Oa anodeifovpe pe avrmopdderypa otL dev 1oyvet. Ipdypatt yio n = 5, woyder 611 52 + 2 - 5 = 35 nov
TpAypatt dgv dtoupeitor amd to 3.
B) Apeon amddeiEn: Agov 3|n, Ba vrdpyel aképatog k étol dote n = 3k. Apa:
n% + 2n = 9k?* + 6k = 3(3k? + 2k)
Kot dpo doupeitor omd to 3. Apa, OAa ta moAhamAidoio Tov 3 eivar gofepoi apBpoi.
v) ®a 10 amodeifovpe pe avtipaon. Apa, Oa kdvovpe TV e£Ng vrdBeom mov Ba pag 0dMNYNoEL GE avTipaon:
[Na kdmotov axépato j woydet 6tin = 3j + 2 ko 0 n glvar poPepog.

Apov n = 3j + 2 &yovpe:
n?+2n=Gj+2)2+23@Bj+2)=9/2+12j+4+6j+4=9j2+18j+8 =
9j24+18j+6+2=33j2+6j+2)+2
Avtd onuaiver 6t o apBudg n givar g popeng 3i + 2y kdmowov aképao i. Emopévmg, o n dev eivan
TOAAOTTAGG1IO TOV 3 TOV €PYETOL GE AVTIPOOT HE TNV OpYIKN Hog vwobeon 0T 0 n glval eoPepodc. Apa

OTOOELYTNKE 1 TPOTAOT OTL GE QLTI TNV TEPIMTOGT 0 N OeV ivar poPepdc.

A(6), B(4), I'(6), A(2)
Hekwvdpe and to aSioporo:
1. p- g
2. r->(@Aq)
"Exovpe:
3. =pV-—q (oo 1600vvouia coveraywyns ato (1))
4. =(pANq) (a6 De Morgan ozo (3))
5 —r (o6 Modus Tollens uszalo (4) kai (2))
A(7), B(6), I'(4), A(6)

o) To apiotepd pPéPog petpd e mOGOVG TPOTOVS PTopovpE Vo emAéEovpe k dtopa amd pio opdda n atdpmv
Kot omd avtd ta k BELovpe m va gtvar apynyol. Avtd puropolLE Vo TO LETPNGOVUE Kot G €ENG: emMAEYOLLE
m opynyovg amd To h ATOA KOl ETELTA EMAEYOVUE O T LITOAOUTO N-M dTopa T VITOAOTo k-m oL dev
etvar apymyoi. Apov kot o1 Vo TpdTOL PETPNONS APOPOVV TO 1310 TPOPANLLEL TPOKVTTEL 1) 1IGOTNTAL.
B)
1. 'Exovpe 6 ypappoto kot dpa Oiec ov petoféoeig etvar 6!. Opwmg dvo ypdaupato eivor id1o kol apo £xovpe
petpnoel mopandve. Atpodpe pe to 2! yuo va dunéovpe ovtd mov petpnoape 2 popés (kavovag dloipeonc).
Apa 1 amdvinon etvan z—:
2. 36 apBpoi dwpovvrar and to 5, 22 and 1o 8 kol 4 apBpol and 1o 40=5%8. And eyKAEIGUO-ATOKAEIGUO
TPOKVTTEL OTL TO TANOO0G eivan 36+22-4=54.

100 + 30 — 1) _ (129)

a. Eivar 100-emroyn and éva 30-cHvoro. Apa: ( 100 100




b. Emiéyovpue ta 8 ayopia pe C(12, 8) tpoémovg. I kébe téTo10 emhoyn, ta 8 aydpio emAéyovy omd éva,
kopitor 10 xobéva pe P(18, 8) tpdémovg. Apa, amd TOV KOVOVO TOV YIVOUEVOD, EYOVLUE

12!18!
C@12,8)-P(18,8) =
(12:8)-P18,8) 814110!

c. TomobBetovpe otn oepd to kopitowe pe 18! tpoémovg. Kabe ayopt pmopel vo emhééel (yopig
emovaAnyn) wio and tic 19 dwkekpipéveg Béoeig mov oynuotilovian (otnv apyf, Heta&d Vo
KOpPITou®V 1 oT0 TEAOG). Apa yw kdbe oepd TOV KOpPItowdv, To ayoplo. tomobetovvtol pe

18119!

TPOTOLG GUVOMKC.

P(19,12)=19-18-L -9-8 1tpoémovg. Amd TOV KOVOVA TOL YIVOUEVOD, EYOVUE TPOTOVG

GUVOAIKGL.
v) O YPNOYOTOGOVUE TNV apyf Tovg abpoicuatoc. Ot TPOTOL Vo, ETAEYOLV I' OVTIKEILEVE OTAV KOVEVA EK TV dVO

. . .o n—2 . . . . . , , ,
OVTIKEWEVQOV Ogv €xel emAeyel etvan ( - ) Av emiheyel To éva 10TE TO GAAO Oa wpémel va gival eKTOC KOl OVTO

. . n—2 , . , . , . , .
pmopet va yivel pe (r _ 1) tpomovg. To 1810 1oyvet Kot Yo To GAAo avTikeipevo. Emopévmg, 1o cuvolo TV TpoOT®V
. n—2 n—2

swou( - )+2(r—1)'

d) 'Eoto 611 ta mepiotépla sival o1 7 othAeg TG okakiépag. Av 000 othieg €xovv akpiPac ida ypouato toHTE
dnuovpyodv €va opBoydvio mov £xel tnv extBount WdTTa. 'Eotm 6Tt kabe othAn givan dapopetikn. ‘Eotwm 6Aot ot
8 tpomot va ypouaticovpe pio otin: AAA, AAT, ATA, AI'T, TAA, TALL, ITA, I'TT. Zynuotilovue 6 mepiotepmdveg
oc eénc: {AAA, AAT}, {ATA}, {TAA}, {ITA, I'TT}, {TAT} xou {AI'T}. And Vv apyn TOV TEPIOTEPOVOV 0HO
omAec Ba avikovy oTOoV 1010 TEPLOTEPGOVA Kot Gpo mhvto pmopel vo, dnuovpyndei éva tétoo opboymvio. o
napadeypo, av 2 otyieg sivar [AA tote oynuotilovue éva opboydvio pe ta dVo A w¢ yovieg (to opboymdvio £xet 2
vpoupéc). Ouoimg, av o mepiotepavag {AAA, AAD} mepiéyel o, dvo meplotépla, tOTe oynuatiletar to opboymdvio
éAL amd T 600 A (800 oThAeg). Opoimg kot To VITOAOUT.




