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® AIAKPITA MAOGHMATIKA

Koatnyopnuotikog Aoyionog




Mop@pec OewpnuaTwyV

Ymapyetl Eva aVTIKEILEVO OGTE VO 1oYDEL KATL.

Ynop&rokdc mocooeiktne 3

[o kGO avTiKeinevo 16YVEL OTL KATL.

KoaBoAkoc mocooeiktng V



Kotnyopnuo ctval pio T1pOTOGT TOL TEPIEYEL
TeENEPAGULEVO TANO0C pueTafANTOV Kol 1) omoio

YiveTal AoYikn TpOTaot OTay ot LETAPANTES

KGT n YO p r’] lJ GTG aviikobioTavtol and GUYKEKPIUEVEG TLLEG.
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O KaBoAIko¢ Nooodeiktne V

VX(P(x))
H P(X) eitvon aAnOng yio dAeg Tic TIUEC TOV X GTO
TEOL0 0PIOUOD Y| TOUE OVOPOPOG.

P(X) = x> X
VX (P(x)) 7?77

(puo1Kove ap1OuovC; TPOYUATIKOVGS;)



2XEon V Kal A

VX(P(x)), 0 <x<4
P(x) ="“x°<10”

VX(P(X)) = P(1) A P(2) A P(3) A P(4)
MéEBoooc¢ ¢ eCavtAnon..

P(4) wevdng kot dpoa eivot yevong.



O YTrap¢lakoc Nooodeiktng 3
3x (P(x))

Ymdpyel Eva 6ToLyELO0 X GTO TEdio 0p101L0D N TOUED
avopopac €tol wote N P(X) va eivon ainodng.

P(X) = x> X
X (P(x)) 7?7

(puo1Kove ap1OuovC; TPOYUATIKOVGS;)



2X€on 3 Kal v

AX(P(x)), 0 <x <4
P(x) ="“x°<10”

AX(P(X)) = P(1) v P(2) v P(3) v P(4)
MéEBoooc¢ ¢ eCavtAnon..

P(1) aAn0nc kot dpo eivar oAnOmc.



Acopeuon MetaBAnTwv

Aeoucouévy petafint (egoptdror amd T0G0dEIKTN)

EJev0epn petafPint (dev eoptdtor and mocodeikn)

I'evika:

OAeg o1 peTafANTEG 6€ TPOTACLOKT] GLVAPTNGT TPETEL VAL
elVOl OEGUEVUEVEC E1TE E TOGOTIKOTONTEG 1] LE avABeo

TIUNC WoTE Vo Bempeital Aoyikn Tpotaon.



Mepika lNapadeiyua

No oerytet 6t AX(P(X)) A AX(Q(X)) dev givan
Loyikd toodvvaun pe v AX(P(X) A Q(X)).

Noa derytel 0t1 VX(P(X)) v YX(Q(X)) dev
etvot Aoyikd 1oodvvaun pe v YX(P(X) v

Q(x)).



ApVNOEIC

‘Eotm P(X)=«O X &yt kdvel dokpitd Lodnpuotikon

Tt onuaiver VX (P(x));
Tt onuaiver — (VX (P(X)));

I10te  apvnon eivar I10te | apvnon

lsosvvapo An0Ong; sivar Yevdiic;
—(3x (P(x))) VX (=P(X)) INo kabe X, n P(X) Yrdpyel X £T01 dOTE
givar Pevdnc. P(x) eivon AAnONc.

—(vx (P(x))) 3Ax (—P(x)) Ynrdapyel X étot dote  H P(X) sivan aAnOng
P(x) eivon Yevonc. yLoL O TOL X.




Metappaon atro 'Awooa o€ AoyIKN
‘Ek@paon

“Kabe portntg o€ avtn tnv tA&N £xel mapakorovdneel Java.”

Avon:
[Ipota amopaciCovue tov Topéa avapopdc U.

Avon 1: Av 1o U givail 6hot ot potrtnTtéc tne taéng, opiCovue
ocuvdptnomn J(X) = “X &el mapakorovOnoel Java”

VX (J(X))

Avon 2: Otav to U givan dAot o1 dvBpmmot, opilovue T cuvdptnon
S(X) = “X glvor o1TnTG WTNE NG TAENS” Kol LETAPPALOVLE

VX (S(X)— J(x))

VX (S(X) A J(X)) etvon AdBoc. Tt onuaivet;



Metappaon atro 'Awooa o€ AoyIKN
‘Ek@paon

“Kdmotog portntnc avtng e Taéng £xel mapaxorlovdnoet Java.”

Avon;:
ITowog eivon 0 Top€ag avapopdc U;

Avon 1: Av U givar 6Aot o1 potrtntég g TaENG

Ix (J(x))

Avon 2: Av U givar 6A01 o1 avBpwmot

X (S(x) A J(X))

Ax (S(xX)— J(X)) etvon AaBoc. Tt onuaivet;



Metappaon atro 'Awooa o€ AoyIKN
‘Ek@paon

1.«OAa Ta AMovtdpio eivon dypilon.y
2.«Kdmoia Movtapia 0ev Tvouv KopE.»

3.«Kdmowa aypro TAAGLOTO OEV TTIVOUV KAPE.»

P(x) eivar  0nrAwon «To X givon Aovtapt.»
Q(X) etvar n dMMAmwon «To X eivor &yplo.»
R(X) eivar  0rAwon «To X wivel Kope.»
IIedio opiouov: Ola ta mAdcuata

L vx(P(x) — Q(x))

2. AX(P(X) A =R(X))

3. AX(Q(X) A =R(X))




Eu@wAcupevol NoooTikoTToINTEC
vx3ay (x +y =0)

«I'a kaBe X vdpyel KATO10 Y £TGL MGTE TO
dOpotoud toug va givor 0.»

VXVYy(X+y=y+X)
Avtipuetafetikog kavovag Tpocheonc.



MeTa@ppaon kal ApvNOEIC

«KaOe mpayuoatikog aptuoc ektog amd 1o 0
EYEL TOAAATAOGIOGTIKO OVTIGTPOYO.

VX ((x #0) — 3y (xy=1))

—(vx3y (xy=1))

<

Ixvy (xy # 1)



[Tapaodeiyua

‘Evog ' EAAvog mebaivel amd avtokivnTiotikd Kdbe pepa.

AEVM[O E mebaivel omd ovtoKivnTIoTIKO TNV nuépa M]

VM JE[O E nebaivel amd avtokivnTioTikd v nuépo M|



[Tapaodelyua
A =0O\a ta EEva TopTtokdAla gival dyevota. (F)
Ti onuaiver oyt A;

A) OAa ta EEva mopToKAAL, ETVaL KOAQ.

B) OLa ta CEva mopTOKAALO OEV EIvaL AYELGTA.

I') TovAdyloTov Eva EEVO mOPTOKAM EIvVaL EDYEVGTO.
A) Tovrddyiotov Eva EEVO TOPTOKAAL OEV EIval AYEVGTO.

E) O\La ta viomio moptokdAio eivorl KoAd.



‘Eva Akopa lNapadeiyua (1)
U = {wyeipec, xoproi, toyumovpra}
F(X): X eivon yeipa

S(X): X etvar kop16¢
T(X): X etvon ToumovpL

“Olo gtvon yeipec”

Vx(HX))



[Tapadeiyua (2)

U = {wyeipec, xoproi, toyumovpra}
F(X): X eivon yeipa
S(X): X etvar kop16¢
T(X): X etvon ToumovpL

“Kavéva ogv gtval koptdc.”

—(3x S(X)) Me 11 eivan 1000HVaLO;
VX (7 S(X))



[Tapadeiyua (3)
U = {wyeipec, xoproi, toyumovpra}
F(X): X eivon yeipa

S(X): X etvar kop16¢
T(X): X etvon ToumovpL

“Olec o1 yelpeg etvar Koprlol”

VX (F(X)— S(x))



[Tapadeiyua (4)
U = {wyeipec, xoproi, toyumovpra}
F(X): X eivon yeipa

S(X): X etvar kop16¢
T(X): X etvon ToumovpL

“Mepikot Koptot eivon Totumovpia”’

3ax (S(x) A T(x))



[Tapadeiyua (5)

U = {wyeipec, xoproi, toyumovpra}
F(X): X eivau yeipa
S(X): X etvar kop16¢
T(X): X etvon ToumovpL

“Kavévag koplog ogv eival toiumovpt’”

—(3X (S(X) A T(X))) Me ti givatl 16000VVOUO;
VX (—S(X) V —T(X))



[Tapadeiyua (6)
U = {wyeipec, xoproi, toyumovpra}
F(X): X eivau yeipa

S(X): X etvar kop16¢
T(X): X etvon ToumovpL

“Av Kamolo Yelpa €ilval Koplog TOTE Elval Kot TGLUTOVPL’

VX ((F(x) A S(x))— T(X))



2.c1pa oooTikoTTOINCEWV
AxVy (x +y = 0)

Avt n tpotaon ival aAnOnc N yevonc; Iarti;

vxay (X +y =0)

Avt n tpoTaon ival aAnOnc N yevonc; Iarti;



[Tapaodeiyua

‘Eotw U 10 60voAO TV Ttparyuatikov aplfumy
P(x,y) : x-y=0
[Towa eivarl ) Tiun aAndetog tov:

VXVYP(X,y)

Yevong
VX HP(X,y)

AnONg
K ¥y P(Xy)

AnONg
X 7y P(X,y)

AnONg



MeTappaon Npotaocewyv oe [ Awooa
Hapaocrypa: VX (C(x) v Iy (C(y) A F(Xx, y)))
C(X) = “X &xet H/'Y” xan F(X,y) = “X xou Y eivon pidot” kot o
TOUENC avaQOPAS Y10 TOL X Kot Y €lvat OAOL 01 PO1TNTEC TOV
TUNULOTOC.
Kd&Be portntg oto tunua £xet H/'Y 1 €xer oido mov &yelt H/Y.

Hapdocrypo: AXVYVZ ((F(X, YA F(x,2) A (y £2))——F(y,2))

Y ndpyet ortnTnc Tov 0mO10V KAVEVAC PIAOC OeV gtvat GIAOC UE
TOVC LTTOAOITOVE PIAOVS TOV.



Meoaiac AuokoAiac (1,5 — 2/24)

"‘Eoto to dperéc katnydpnua P(x,y) = "to x elvat vmoogvolo (Oxt anapaitnta yvioio) tov y (x € y)",
OOV O TOUENG OVOPOPAS EIVOL TO OLVALOGVVOLO T®V QUGIK®OY aplBu®y (ONAadn OAd To LTOCVVOAN TOV
owvolov tov euowav aplumdv N). IMoeg and TG TOPAKAT® TPOTACELS £ivol CMOTEG KOL TOLEG E£lval
AovOoopéves ue arTioAdynon:

1. H Aoywn mpotaon VxIy(P(x,y) A P(y, x)) givor ainbnc.

2. H loyikn tpotooh VxVy((x Ny =x) - P(x, y)) givar adnongc.

3. H oy npdtacn IxIyVz(=P(x N y,z)) eivor aknbnigc.

4. H hoywum mpdtacn Ix ((x + Q) A (Ely (P(y, x) A (VZ(P(Z, x) - (z= y)))))) givor aAnOng.




EUKOAN (1,5 — 9/24)

Aéue 61000 datetayuéva (evyn (a, B) kor (¥, §) sivaricodvvopa (ypapouvue (a, B) = (y,6)), ov a = ¥ ko
B = §.'Eoto s | mpotaon:

vavpvyve (((a.f) = (,8)) = (a =)
a) Eival aAnOng n npotaon s;
B) ['phyte v avtictporn g S.
v) Eivar adnbng n avtiotpogn tg. Attoloyeiote v andvtnon coc.
0) I'pdyte v avtbetoavtiotpoen g S.

¢) Eivar aAnOng n avtibetoavtictpoer te. AlTioAoyeioTte TNV andvinon coc.



(2 Movaoeg)

a) [Mow and 116 mapakdt® TPOoTdoels avaeépel OTL av €vag apBuog elval Betikdg Ko Evac de0TEPOC
ap1Ouog etvar peyaddtepog amd Tov apyiko apBpd tote ko o devTEPOg aptBudg etvan Betikdg,.
1. VxEly((x >0) - (y> O))

2. VxVy (((x >0)A(y> x)) - (y > 0))
3. Vx‘v’y((x >0)A(y> x))

4.vx3y ((x>0) > (7> 0) A (y > x)))

B) Eotm o6tt P(X,y) ivotl éva katnydpnuo 6mov o Topéns avaeopds yio to X kat Y ivan to {1,2,3}.
Emumiéov, éotm OTL To Katnyopnua eivar AAnOéc uovo otig eéng mepumtwoeic: P(1,3), P(2,1), P(3,1),
P(3,2), P(3,3). Na avag£épete ool amd TIC TaPOKAT® AOYIKEC TPOTAGELS eivan Yevongc.

1. IxVyP(x,y)

2.Vx3yP(x,y)

3. 3yvxP(x,y)

4.Vy3axP(x,y)

y) ‘Eotw n wpétaon: Iyvx(C(x) » =C(x,y)), o6mov C(X) onuaiver «O X sgivar @ounthg
[TAinpopopiknicy, C(X,y) onuaivel 6Tt «o X TEAEIMOE TNV Y» Kol 0 TOUEAG AVAPOPAS TNG X gival OOt Ot
QOLTNTEG Ko TNG Y elval OAeg o1 acknoels. [low and T1¢ mapakdte TpoTdoelg anotelel TNV HETAPpPOON
G€ QULGIKT YADOGGO QTG TNG AOYIKNG TPOTOCTG;

1. Yrdpyet pio doxnon mov kaveévag dev teleimoe.

2. Yrdpyetl pia doknomn mov Kavévag pottntig e [IAnpogopikng dev teleimoe.

3. Kamotog portntg [TAnpogopikng dev tedeimoe kopio AGoknon.

4. KaBe portntg ITAnpo@opiknc amétuye vo TEAEUDGEL TOVAAYLIGTOV Uit AGKN o).



KANONEZ EZArQrz
2YMMEPAZMATQN lIA
@ MNoxzOTIKONOIHMENEZ AHAQZEIS
®




Kavovec Ecaywyng ZUUTTEPOACUATWY
via [TogoTikotroinueEveEC ANAWOEIC

Kaboium apecotnra:
VXP(x) — P(c)
Omov C avBaipeTo LEAOC TOV TEOIOV OPLGUOV TNG X.

KabBoAiwkn I'evikevon:
P(c) yio avBaipeto ¢ — VXP(X)




KaBoAIKy 2uveTTaywyn

KaOoAwkd Modus Ponens:

VX(P(x) — Q(x))

P(a) yio cuykekpiuévo a

- Q(a)

KaBoAikdé Modus Tollens:
VX(P(x) — Q(x))
—Q(a) Y cvykekpuévo a
- =P(a)



Kavoveg via [ToooTIKOTTOINUEVEC
ANAWOCEIC

YnopSraxn Auecotnto
AXP(X) — P(c) ywo k@moto C
OOV C GLYKEKPIUEVO UEAOG TOV TTEOIOV OPIGUOV TNC X.

Y nop&raxn I'evikevon:
P(c) yio kdmoro otoryeio ¢ — IXP(X)



[MTapdadeiypa Ecaywyng
2UUTTEPACMATOC

1.«Oha Ta MovTapia eivor aypia.»
2.«Kdmoto Movtdpio 0gv mivouy Kagpe.»

3.«Kdmowa dyplo TAAGUOTO OEV TIVOUV KOPE.»

P(x) etvon 1 dNAwon «To X givar Aloviapt.»
Q(X) eivar n MAwon «To X eivar dypro.»
R(X) elvon 1 dNAwon «To X wivel kape.»

ITedio opiopov: Ola ta mAdo T,

1. VX(P(x) — Q(X))
2. AX(P(X) A =R(X))

= 3AX(Q(X) A =R(X))



[Tapaodeiyua

Noa oetytel 0T1 o1 mpoinmobécels: 1.«Evag omovdaotic otnv Ta&n avtr 0gv £xEl
owPaocet To BiAio.» ko 2.«O kabévag oty TAEN OVTH TEPUGE TO TPADTO
Oly®@VIGUa.» cuverdyovtol «KAamolog mov mEpace To TPDOTO OLYyOVIGUO OEV EXEL
owaPdcet to PipAio.»

. AX(C(X) A =B(x)) ITpodmdOeon
C(x): «O X gtvar otnv T4EN awTh.» . C(a) A —B(a) Yrap&oxn Apuecdtta omd 1
B(X): «O X &ye1 dafdocel To Piprio.» . C(a) am\omoinon and 2

. VX(C(x) — P(x)) IIpodmobeon

. C(a) — P(a) KaBoAiikn apecdtto ond 4
. P(a) Modus Ponens 3,5

. =B(a) amlomoinon amd 2

. P(a) A =B(a) Z0levén 6,7

. AX(P(X) A =B(X)) Yrap&laxn 'evikevon amnd 8

P(X): «O X mépace T0 TPDOTO S1OYDVICLLOL.»

1. IX(C(x) A =B(X))
2. VX(C(x) — P(x))
oo 3AX(P(X) A =B(X))

O© 00 N O O & W DN P



2. PAAUa AVTIOTPOpOU

«OAot o1 gykAnuartiec tnc mTOANC cvyvalovv oto umap H
dwoArd e Kotaoy.
«O T'idvvnc ovyvalel oto umap H ®oAird tme Kotooy.

«O T'iavvnc etval Evog ommd Tovg EYKANUATIES TNG TTOANC»

Oumg av (Tpomog oKEYNC YIOTPOV, UNYOVIKOV KTA.):

VX(P(x) — Q(x))
gtvor aAnOnc xou n Q(a) eivon aAndng yoo ovykekpluévo a
tote | P(a) umopéei vo. eivar AAnOnc.

AV €WVOL M TEYVIKT TS ATTAYWYI]G.



AoKnon

XPNOOTOIOVTAC  KATYOPNUOTO KOl TTOGOOEIKTEC VO EKPPACETE  TIG
TOPOKAT® TPOTAGELS KOl EMEITA UE KAVOVEC €EUYWOYNC GULUTEPUCUATOV Vol
(PTAGETE GTO GLUTEPOGLAL.

Ola ta Tpiymva ivor yoldalio.

Av éva avtikeipevo givar ot 0e€1d OAMV TOV TETPAYOV®V, TOTE EIVOL ETAVED
and OAOVE TOVE KUKAOVG.

Av éva avtikeipevo 0gv eivar ota 9e&1d OA®V TOV TETPAYOV®V TOTE OEV €lval
yoraguo.

- Ola ta tpiyova glvor eTGve omd OAOVE TOVE KOKAOVG,.



Auon

P(x): «x givon tpiywvox

Q(X): «x givan yohaCo»

R(X): «x givar 8e€1d OA®V TV TETPAYOVOVH

S(X): «X givol v amd 6A0VG TOVG KOKAOLO»

«Oha to Tpiyova givar yoralio.» = « o kae X, av 1o X givar Tpiywvo tote givor yoldlio.» = VX(P(X)—Q(X))

«Av éva, avtikeipevo gival oto 0e€ld OADV TOV TETPOYOV®OV, TOTE ival ETdved amd 6Aovg Tovg KOKAoVE.» = «[ 1o kKaOe X, ov T0 X givan
ota de&18 OA®V TOV TETPAYDOVOV, TOTE TO X £ival Emvm amd dlovg Tovg KokAovg.» = VX(R(X)—S(X))

«Av évo avtikeipevo dev gival ata 3e€ld O mV TV TeETpaydveV TOTE o8V glvan Yahdlio.» = «l'a kabe X, av To X oev givarl ota de1d
oL@V TOV TETPAYDOVOV, TOTE TO X dev givar Yarallo.» = VX(—=R(X)— —Q(X)) = VX(Q(X)— R(X))

Apa

VX(P(x)—Q(x))
VX(R(X)—S(x))

vx(Q(X)— R(x))
Byalovpe ta e&ng cupmepdoparta

Kabolikn apecdmo ot (1): yio avbaipeto x: P(X)—Q(X)

KoaboAwkn apecotnta ot (3): yia avbaipeto X: Q(X)—R(X)

YroBetikdg Tuiloyioudc (Metafatikotnta) petad (4) ko (5): P(X)—R(X)
Koo apesotnta og (2): yio avbaipeto X: R(X)—S(X)

Y7roBetikdg Zuiloyiopdc (Metafotikdmta) petad (6) ko (7): P(X)—S(X)
KoaBoAwkn yevikevon amd (8) : VX(P(X)—S(X))

H (9) divel to ovumépacpa mov BELovpE.



	Slide 1: ΔΙΑΚΡΙΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ
	Slide 2: Μορφές Θεωρημάτων
	Slide 3: Κατηγορήματα
	Slide 4: Κατηγορηματικός Λογισμός
	Slide 5: Ο Καθολικός Ποσοδείκτης ∀
	Slide 6: Σχέση ∀ και  
	Slide 7: Ο Υπαρξιακός Ποσοδείκτης ∃
	Slide 8: Σχέση ∃ και  
	Slide 9: Δέσμευση Μεταβλητών
	Slide 10: Μερικά Παραδείγματα
	Slide 11: Αρνήσεις
	Slide 12: Μετάφραση από Γλώσσα σε Λογική Έκφραση
	Slide 13: Μετάφραση από Γλώσσα σε Λογική Έκφραση
	Slide 14: Μετάφραση από Γλώσσα σε Λογική Έκφραση
	Slide 16: Εμφωλευμένοι Ποσοτικοποιητές
	Slide 17: Μετάφραση και Αρνήσεις
	Slide 18: Παράδειγμα
	Slide 19: Παράδειγμα
	Slide 20: Ένα Ακόμα Παράδειγμα (1)
	Slide 21: Παράδειγμα (2)
	Slide 22: Παράδειγμα (3)
	Slide 23: Παράδειγμα (4)
	Slide 24: Παράδειγμα (5)
	Slide 25: Παράδειγμα (6)
	Slide 26: Σειρά Ποσοτικοποιήσεων
	Slide 27: Παράδειγμα
	Slide 29: Μετάφραση Προτάσεων σε Γλώσσα
	Slide 34: Μεσαίας Δυσκολίας (1,5 – 2/24)
	Slide 36: Εύκολη (1,5 – 9/24)
	Slide 37: (2 Μονάδες)
	Slide 38: Κανόνεσ Εξαγωγήσ Συμπερασμάτων για Ποσοτικοποιημένεσ Δηλώσεισ
	Slide 39: Κανόνες Εξαγωγής Συμπερασμάτων για Ποσοτικοποιημένες Δηλώσεις
	Slide 40: Καθολική Συνεπαγωγή
	Slide 41: Κανόνες για Ποσοτικοποιημένες Δηλώσεις
	Slide 42: Παράδειγμα Εξαγωγής Συμπεράσματος
	Slide 43: Παράδειγμα
	Slide 44: Σφάλμα Αντιστρόφου
	Slide 45: Άσκηση
	Slide 46: Λύση

