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1. ∆ιανυσµατικοί χώροι

΄Ασκηση 1

Αν ο X είναι διανυσµατικός χώρος επί του σώµατος F, και V και W είναι

υπόχωροι του X , ποιο από τα παρακάτω είναι αληθές; Θυµίζουµε ότι

V ⊆ X είναι υπόχωρος ⇔ για x,y ∈V και λ,µ ∈ F λx+µy ∈V .

V +W = {v+w : v ∈V και w ∈W }.

1 {λx : x ∈V και λ ∈ F} =V

2 {λx+µy : x ∈V , y ∈V και λ ∈ F, µ ∈ F} =V +V =V .

3 V +W είναι υπόχωρος του X .

4 V ∩W είναι υπόχωρος του X .

5 V ∪W είναι υπόχωρος του X .

Αντιπαράδειγµα για το 5. X =R3, V =
{x

y

0

 : x,y ∈R
}
, W =

{x

0

z

 : x,z ∈R
}
.
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΄Ασκηση 2

Ποια από τα παρακάτω υποσύνολα του R2 είναι υπόχωροι του R2;

1 U =
{
x=

(
x1

x2

)
: x1 = x2

}
.

2 U =
{
x=

(
x1

x2

)
: 2x1 − x2 = 1

}
.

3 U =
{
x=

(
x1

x2

)
: x

2
1
+ x

2
2
≤ 1

}
.

4 U =
{
x=

(
x1

x2

)
: x1 = 1

}
.

5 U =
{
x=

(
x1

x2

)
: x1 + x2 = 0

}
.

6 U =
{
x=

(
x1

x2

)
: x1x2 = 1

}
.
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΄Ασκηση 3

Να περιγραφούν όλοι οι υπόχωροι του R3.

Λύση.
i Υπόχωροι διάστασης 0: {0}.
ii Υπόχωροι διάστασης 1: ΄Ολες οι ευθείες που περνούν από την αρχή των

αξόνων, δηλαδή µε εξίσωση r(t)= tu, t ∈R, µε u ̸= 0, ισοδύναµα

L = span
{a

b

c

}
µε a ̸= 0, ή b ̸= 0, ή c ̸= 0.

iii Υπόχωροι διάστασης 2: ΄Ολα τα επίπεδα που περιέχουν την αρχή των

αξόνων, δηλαδή µε εξίσωση ax +by +cz = 0, ισοδύναµα (αν c ̸= 0)

W = span
{ c

0

−a

 ,

 0

c

−b

}
.

iv Υπόχωροι διάστασης 3. R3.
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2. Γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα, βάση

΄Ασκηση 4

Να ϐρεθεί µια ϐάση για το επίπεδο-υπόχωρο του R3 µε εξίσωση 3x −2y − z = 0.

΄Ασκηση 5

Σωστό ή Λάθος; Εάν u1,u2,u3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα ενός

διανυσµατικού χώρου τότε

1 Τα u1,u2 είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Σ Λ

2 Τα u1 +u2, u2 +u3 είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Σ Λ

3 Τα u1 −u2, u2 −u3, u3 −u1 είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Σ Λ

΄Ασκηση 6

Εάν {w1,w2, . . . ,wn} είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο σε διανυσµατικό χώρο µε

εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉, δείξτε ότι το σύνολο είναι γραµµικά ανεξάρτητο.
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3. Επίλυση συστηµάτων, Μητρώα
Εάν A είναι ένα n×m µητρώο (n γραµµές, m στήλες), γράφουµε

A= (
a1 a2 . . . am

)
, aj ∈Rn, j = 1,2, . . . ,m.

Ορίζουµε

1 Εικόνα του A : rangeA= {y ∈Rn : y=Ax για κάποιο x ∈Rm}.

2 Μηδενόχωρος του A : nullA= {x ∈Rm :Ax= 0}.

3 Χώρος στηλών του A : C(A)= span{a1,a2, . . . ,am} ⊆Rn.

4 Χώρος γραµµών του A : R(A)=C(AT)⊆Rm.

Αν x ∈Rm και b ∈Rn

Ax= b⇔ a1x1 +a2x2 +·· ·+amxm = b.

Συµπέρασµα

Θεώρηµα 1

Το σύστηµα Ax= b έχει λύση αν και µόνο αν b ∈ rangeA=C(A).
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΄Ασκηση 7

Σωστό ή Λάθος; Εάν A= (
a1 a2 a3 a4

)
το σύστηµα Ax= a2 −a3 έχει λύση.

΄Ασκηση 8 (Τάξη µητρώου)

Εάν A ∈Rn×m τί εννοούµε λέγοντας rankA;

1 dim(nullA).

2 dim(rangeA).

3 min{n,m}.

΄Ασκηση 9

Σωστό ή Λάθος; Το παρακάτω σύστηµα έχει λύση για κάθε ξ αν και µόνο αν η

τάξη του µητρώου είναι ίση µε 3. Σ Λ

a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4

c1 c2 c3 c4




x1

x2

x3

x4

=
ξ1

ξ2

ξ3

 .
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΄Ασκηση 10
΄Εστω

A= (
a1 a2 . . . am

)
, aj ∈Rn, j = 1,2, . . . ,m.

Εάν b ∈Rn και 〈aj ,b〉 = 0 για κάθε j = 1,2, . . . ,m, δείξτε ότι το σύστηµα Ax= b
δεν έχει λύση.

΄Ασκηση 11

Σωστό ή Λάθος; ΄Εστω A ένα τετραγωνικό µητρώο. Το σύστηµα Ax= b
1 ΄Εχει µοναδική λύση. Σ Λ

2 ΄Εχει ή δεν έχει λύση ανάλογα τα A, b. Σ Λ

3 ΄Εχει λύση αλλά όχι µοναδική. Σ Λ

4 ΄Εχει λύση µόνο για b= 0. Σ Λ

5 ΄Εχει λύση για όλα τα b. Σ Λ

6 ΄Εχει λύση µόνο για µερικά b. Σ Λ
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Θεώρηµα 2 (Θεµελιώδες Θεώρηµα)

Εάν A είναι ένα n×m µητρώο τάξης r , τότε

1 dim(nullA)=m− r .

2 dim(nullAT)= n− r .

3 Rm = nullA⊕ rangeA
T

επιπλέον (nullA)⊥ = rangeA
T
.

4 Rn = nullAT⊕ rangeA επιπλέον (rangeA)⊥ = nullAT
.

΄Ασκηση 12

Σωστό ή Λάθος; ΄Εστω A ένα n×n µητρώο. Το σύστηµα Ax= b έχει µοναδική

λύση αν και µόνο αν

1 dim(nullA)= 0. Σ Λ

2 dim(nullA)= n. Σ Λ

3 rankA= n. Σ Λ

4 detA= 0. Σ Λ

Τί µπορεί να ειπωθεί αν detA= 0;
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΄Ασκηση 13

Αν για το µητρώο A το R είναι η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή του

A=
 1 2 4 1

−1 1 −1 2

3 1 7 −2

 R =
1 0 2 −1

0 1 1 1

0 0 0 0


1 Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον χώρο στηλών rangeA του A.

2 Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον µηδενόχωρο nullA του A.

3 Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον χώρο γραµµών rangeA
T του A.

4 Ποιά είναι η διάσταση του αριστερού µηδενόχωρου nullAT; ∆ικαιολογήστε

την απάντησή σας.

5 Να ϐρεθεί η γενική λύση του συστήµατος

Ax=
 1

−4

8

 .
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΄Ασκηση 14

∆ίνεται το µητρώο A

A=
1 1 2 2

1 0 −1 1

2 1 1 3


∆ίχως να εκτελέσετε τη διαδικασία της απαλοιφής επιλέξτε ποιο από τα

παρακάτω µητρώα είναι η ανηγµένη κλιµακωτή του A.

R1 =
1 0 1 1

0 1 −3 1

0 0 0 0

 , R2 =
1 0 −1 1

0 1 3 1

0 0 0 0

 , R3 =
1 0 1 −1

0 1 3 1

0 0 0 0


΄Ασκηση 15

Είναι το µητρώο A σε ανηγµένη κλιµακωτή µορφή

A=
1 −1 0 0 1

0 0 1 0 3

0 0 0 1 1
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4. Ορίζουσες

΄Ασκηση 16

Εάν

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣= 2, τότε υπολογίστε

1

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

2b1 2b2 2b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣=
2

∣∣∣∣∣∣
2a1 a2 2a3

2b1 b2 2b3

2c1 c2 2c3

∣∣∣∣∣∣=
3

∣∣∣∣∣∣
−b1 −b2 −b3

a1 +b1 a2 +b2 a3 +b3

−c1 −c2 −c3

∣∣∣∣∣∣=

4

∣∣∣∣∣∣
a1 3a3 a2

2b1 6b3 2b2

c1 3c3 c2

∣∣∣∣∣∣=
5

∣∣∣∣∣∣
3a1 3a2 3a3

2c1 +b1 2c2 +b2 2c3 +b3

b1 −3c1 b2 −3c2 b3 −3c3

∣∣∣∣∣∣=
6

∣∣∣∣∣∣
a1 a1 a1

2b1 2b1 2b1

c1 c1 c1

∣∣∣∣∣∣=
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΄Ασκηση 17

Σωστό ή Λάθος; Εάν A,B ∈Rn×n

1 det(λA)=λdetA. Σ Λ

2 det(AB)= (detA)(detB). Σ Λ

3 det(A+B)= detA+detB. Σ Λ

΄Ασκηση 18

Σωστό ή Λάθος; Εάν A ∈Rn×n

1 rankA< n⇔ detA= 0. Σ Λ

2 rankA= n⇔ detA ̸= 0. Σ Λ

3 Αν rankA< n, το σύστηµα Ax= 0 έχει µη µηδενικές λύσεις. Σ Λ

΄Ασκηση 19

det

b+c c+a a+b

a b c

1 1 1

=
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Θεώρηµα 3 (Ορθογώνια µητρώα)

Εάν A ∈Rn×n
τα παρακάτω είναι ισοδύναµα

1 Το A είναι ορθογώνιο µητρώο.

2 Οι στήλες του A αποτελούν ορθοκανονικό σύνολο.

3 A
T
A= I.

4 Το A αντιστρέφεται και A
−1 =A

T
.

5 AA
T = I.

6 Οι γραµµές του A αποτελούν ορθοκανονικό σύνολο.

΄Ασκηση 20

Εάν το A είναι ορθογώνιο, τότε detA=±1.

΄Ασκηση 21

Ποιο από τα παρακάτω µητρώα είναι ορθογώνιο ;

A=
(

0 1

−1 0

)
, B =

(
1 −1

−1 1

)
, C =

(
1 1

0 −1

)
.
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5. Ιδιοτιµές, Ιδιοδιανύσµατα, ∆ιαγωνοποίηση

΄Ασκηση 22

∆ίνεται το µητρώο

A=
(
1 3

2 0

)
.

1 Να ϐρεθεί το χαρακτηριστικό πολυώνυµο pA(λ).

2 Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές του A.

3 Να ϐρεθούν οι ιδιόχωροι του A.

4 Εξετάστε αν για κάποιες σταθερές λ και µ ισχύει A
2 =λA+µI.

5 Εξετάστε αν το A είναι διαγωνοποιήσιµο.

Υπόδειξη στο 5. Αν λ1,λ2 είναι οι ιδιοτιµές του A µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα τα

ξ1,ξ2, τότε

A

(
ξ1 ξ2

)= (
ξ1 ξ2

)(λ1 0

0 λ2

)
.
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΄Ασκηση 23

Εάν A είναι ένα n×m µητρώο, ξ= (
1 2 · · · m

)T
και

Aξ= 0,

πότε το ξ είναι ιδιοδιάνυσµα του A;

΄Ασκηση 24

΄Ενα 3×3 µητρώο A έχει ιδιοτιµές λ1 = 1, λ2 = 2 και λ3 = 2 µε αντίστοιχα

ιδιοδιανύσµατα τα

x1 =
1

0

0

 , x2 =
0

1

0

 , x3 =
−1

1

1

 .

1 Είναι το µητρώο A αντιστρέψιµο; ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας.

2 Είναι το µητρώο A διαγωνοποιήσιµο; ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας.

3 Να ϐρεθεί το µητρώο A.
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6. Γραµµικοί µετασχηµατισµοί

΄Ασκηση 25

Σωστό ή Λάθος; Ο µετασχηµατισµός T :R3 →R2 µε

1 T

x1

x2

x3

=
(
x1

x2

)
είναι γραµµικός.

2 T

x1

x2

x3

=
(
x1 + x2

x3

)
είναι γραµµικός.

3 T

x1

x2

x3

=
(

x1

x2x3 +1

)
είναι γραµµικός.

΄Ασκηση 26

Σωστό ή Λάθος; Ο πυρήνας ενός γραµµικού µετασχηµατισµού T :V →W

kernel(T) είναι το σύνολο

1 {w ∈W : T(0)=w}. Σ Λ

2 {T(v) : v= 0}. Σ Λ

3 {v ∈V : T(v)= 0}. Σ Λ
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΄Ασκηση 27

Να ϐρεθεί το µητρώο που παριστάνει τον γραµµικό µετασχηµατισµό

T


x1

x2

x3

x4

=
2x1 −3x2 + x3 +5x4

x1 + x3

−x1



΄Ασκηση 28
΄Ασκηση 24. Αν

T(x)=
4 1 −2 3

2 1 1 −4

6 0 −9 9

x

να ϐρεθούν τα

1 image(T).

2 kernel(T).
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7. Προβολές

΄Ασκηση 29

Σωστό ή Λάθος; ΄Εστω P το µητρώο ορθογώνιας προβολής επί του επιπέδου Π

µε εξίσωση x +2y +3z = 0 στον R3.

1 P
T = P. Σ Λ

2 P
2 = P. Σ Λ

3 detP =±1. Σ Λ

4 Το P είναι ορθογώνιο. Σ Λ

5 rankP = 2. Σ Λ

6 Το σύστηµα Px= b, όπου b= (
1 2 3

)T
έχει λύση. Σ Λ

7 nullP =Π⊥. Σ Λ

΄Ασκηση 30

΄Εστω T :R3 →R3 να είναι η ορθογώνια προβολή του R3 επί του επιπέδου W µε

εξίσωση x +y + z = 0. Να ϐρεθεί ο τύπος του T .
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8. Ελάχιστα τετράγωνα

΄Ασκηση 31

Αν u και v είναι µη µηδενικά διανύσµατα του R3, όπως στο σχήµα, να ϐρεθεί ο

πραγµατικός αριθµός a για τον οποίο η απόσταση µεταξύ u και av είναι η

ελάχιστη δυνατή, ισοδύναµα να ϐρεθεί το

min
a∈R

∥u−av∥.

u

v
(a = 1)av av
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9. All things concidered
1 Αν W είναι το σύνολο των συναρτήσεων f ∈C [0,1] µε την ιδιότητα∫

1

0

f(t)dt = 0,

είναι το W διανυσµατικός υπόχωρος του C [0,1];
2 Στο χώρο των πραγµατικών 3×3 µητρώων ποιο από τα παρακάτω

υποσύνολα αποτελεί υπόχωρο του R3×3;

i M1 = {A : traceA= 0}.
ii M2 = {A : detA= 0}.

3 Εάν A είναι ένα m×n µητρώο για ποια διανύσµατα b οι λύσεις του

συστήµατος

Ax= b

αποτελούν διανυσµατικό υπόχωρο του R;;

4 Εάν το A είναι 4×4 µητρώο τι µπορεί να ειπωθεί αν rankA< 4;

5 Εάν rankA= rankA
T, είναι το A είναι τετραγωνικό;
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6 Εάν το A είναι 3×3 µητρώο τι µπορεί να ειπωθεί αν

A

1

1

1

= 0?

7 Εάν το A= (
u1 u2 u3

)
είναι ένα 3×3 ορθογώνιο µητρώο, τότε

A
Tu1 =

8 Εάν {u1,u2,u3} και {v1,v2,v3} είναι δύο ϐάσεις του R3 και T :R3 →R3 είναι

ένας γραµµικός µετασχηµατισµός µε T(uj)= vj , για j = 1,2,3 ποιο είναι το

µητρώο αναπαράστασης του T ως προς τις δύο ϐάσεις ;

9 Για ποιές τιµές της παραµέτρου a είναι το µητρώο

A(a)=
2 a a

a a a

8 7 a


µη αντιστρέψιµο;
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10 ∆ίνεται το µητρώο

A(b)=
3−b 2 b

2

0 b+2 b−2

0 0 b


i Για ποιες τιµές της παραµέτρου b το A(b) είναι µη αντιστρέψιµο.

ii Να ϐρεθούν τιµές του b ώστε το 0 να είναι ιδιτιµή του A.

11 Εάν τα A,B,C είναι n×n µητρώα και

(A−B)C = I

να εκφραστεί το B µέσω των A και C.

12 Στο R3 ποιο είναι το µητρώο προβολής επί του xy-επιπέδου;

13 ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉 και

επαγόµενη νόρµα ∥ ·∥. ∆είξτε ότι

∥x+y∥2 +∥x−y∥2 = 2
(∥x∥2 +∥y∥2

)
για όλα τα x και y στο X .
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14 ∆ίνεται το επιπέδο E µε εξίσωση x +y + z = 1.

i Είναι το E διανυσµατικός υπόχωρος του R3;

ii Ποιο είναι το ορθογώνιο συµπλήρωµα του E ;

15 Εάν A= (
aij

)
είναι n×n, n> 1, και aij = ij, δείξτε ότι detA= 0.

16 Εάν A= (
aij

)
είναι n×n, n> 1, και aij = i + j, δείξτε ότι detA= 0.

17 Εάν A= (
aij

)
είναι n×n, n> 1, και το άθροισµα των στοιχείων κάθε

γραµµής είναι ίσο µε µηδέν, δείξτε ότι detA= 0.

18 Εάν το µητρώο A είναι διαγωνοποιήσιµο, είναι το A
−1 διαγωνοποιήσιµο;

19 Εάν το µητρώο A είναι διαγωνοποιήσιµο, είναι το A
T διαγωνοποιήσιµο;

20 Εάν κάθε ιδιοτιµή ενός µητρώου A έχει αλγεβρική πολλαπλότητα ένα είναι

το A διαγωνοποιήσιµο;
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