
C
o
p
y
ri
g
h
t:
Ε
.
Γ
Α
Λ
Λ
Ο
Π
Ο
Υ
Λ
Ο
Σ

Γραµµική ΄Αλγεβρα

Θέµατα εξέτασης : Παραδείγµατα και σχόλια∗

Ε. Γαλλόπουλος

Καθηγητής

Τµήµα Μηχανικών Η/Υ & Πληροφορικής

Πανεπιστήµιο Πατρών

22 Ιουλίου 2016†

Περιγραφή, οδηγίες χρήσεις και αντενδείξεις

Σχολιάζουµε και παραθέτουµε απαντήσεις σε επιλεγµένα ϑέµατα εξετάσεων
1
. Στόχος του ϕυλλ-

λαδίου είναι ϐοηθήσει όσους έλαβαν µέρος στην εξέταση και έχουν γενικές απορίες σχετικά µε

τα ϑέµατα καθώς επίσης και όσους πρέπει να εξεταστούν σε επόµενη περίοδο και αναζητούν

περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε το είδος των ερωτήσεων που τίθενται στις εξετάσεις.

Με την ευκαιρία αυτή, αναφέρουµε ότι κατά κάποιο τρόπο, η εξέταση είναι ένα σηµαντικό

εργαλείο για την «ανάκτηση σηµαντικών πληροφοριών» από τους εξεταζόµενους (εσάς). Τι πληρο-

ϕορίες είναι αυτές ; ΄Ο,τι µπορεί να αναδείξει το ϐαθµό κατανόησης και εξοικείωσης αλλά και τις

αδυναµίες, παρανοήσεις και άγνοιά σας για τα ϐασικά Ϲητήµατα του µαθήµατος. Θέλουµε επίσης

να ϕανεί η δυνατοτητα που έχετε να απαντάτε σε ϐασικά ερωτήµατα (που πολύ πιθανό να ¨τα

ϐρείτε µπροστά σας¨ σε µελλοντικά µαθήµατα και εφαρµογές). Στόχος είναι επίσης να σας δώσει

την ευκαιρία να δείξετε ό,τι ιδιαίτερες δεξιότητες έχετε αναπτύξει ανταµοίβοντας τη δυνατότητα να

συνδυάζετε πληροφορίες, να «κόβετε δρόµο» και να επιλέγετε γρήγορους τρόπους λύσης καθώς

και να αποθαρρύνει την «παπαγαλία».

Μερικές προειδοποιήσεις :

Προσοχή (1): Η απλή αποστήθιση των παρακάτω δεν εξασφαλίζει την επιτυχία σε επόµενη εξέταση

ούτε υπονοείται ότι οι ερωτήσεις που παρουσιάζονται ϑα επαναχρησιµοποιηθούν.

Προσοχή (2): η εξέταση περιείχε επιπλέον ερωτήσεις ‘πολλαπλής επιλογής’ τις οποίες δεν παρου-

σιάζουµε. Επιπλεόν, κάθε εξέταση µπορεί να περιέχει και ορισµένες ’µη αναµενόµενες’ ερωτήσεις.

Προσοχή (3): σχολιάζουµε τις εκδοχές των ασκήσεων, πληροφορίες σχετικά µε την επιλογή της

ϑεµατικής, κ.λπ. Εννοείται ότι αυτά τα Ϲητήµατα δεν αποτελούν µέρος των απαντήσεων που

έπρεπε να δώσετε. Πιο κοντά στις αναµενόµενες απαντήσεις είναι οι προτάσεις σε πλάγια γραφή
Επίσης, σε αρκετές περιπτώσεις, δεν παρατίθενται αναλυτικά όλα τα ϐήµατα και οι επιµέρους

πράξεις.

1 Στοιχειώδεις πράξεις - η Αλφαβήτα της Γραµµικής
΄Αλγεβρας

Συνήθως, 1-2 ϑέµατα (που ενδέχεται να είναι τύπου πολλαπλής επιλογής) αφορούν στοιχειώδη

Ϲητήµατα της Γραµµικής ΄Αλγεβρας και του Λογισµού Μητρώων. Προέρχονται κυρίως από τα κε-

∗DRAFT εκδοχή 1 - το κείµενο µπορεί να αναθεωρηθεί.

†
Αναθεωρήσεις : 7/6/2017

1
Πολλά υπήρχαν σε κάποια µορφή στην εξέταση Ιουνίου 2016.
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ϕάλαια 1-2 του ϐιβλίου του Strang και ενδεχοµένως από τα εισαγωγικά Ϲητήµατα των υπόλοιπων

κεφαλαίων. Ερωτήσεις αυτής της κατηγορίας ελέγχουν αν γνωρίζετε τις ϐασικές αλγεβρικές πρά-

ξεις µεταξύ µητρώων, τις έννοιες του αναστρόφου και αντιστρόφου, τη γεωµετρική ερµηνεία της

επίλυσης γραµµικού συστήµατος, και να υπολογίζετε γρήγορα µικρές ορίζουσες, να λύνετε γρή-

γορα πολύ µικρά ή συστήµατα µε ειδική δοµή ή να αναγνωρίζετε ότι δεν υπάρχει λύση, τι είναι το

εσωτερικό γινόµενο, η ευκλείδεια νόρµα, και οι συναφείς ανισότητες (όπως τριγωνική και CBS),

και την ορθογωνιότητα διανυσµάτων και µητρώων. Επίσης ελέγχουν αν είστε κάπως εξοικειωµένοι

µε τους διανυσµατικούς χώρους, την έννοια της γραµµικής ανεξαρτησίας και των ϐάσεων, και µε

την έννοια των ιδιοτιµών.

Οι ερωτήσεις αυτής της κατηγορίας είναι πολύ απλές και ως εκ τούτου προβλέπουν αρκετά

αξιόπιστα κατά πόσον ο εξεταζόµενος δεν ϑα περάσει το µάθηµα. Αν κάποιος δεν µπορεί να απα-

ντήσει αυτές τις ερωτήσεις, ή κάνει πολλά λάθη (λίγα λάθη µπορεί να οφείλονται σε απροσεξίες και

ως ένα ϐαθµό µπορεί να δικαιολογούνται, τα πολλά λάθη όµως αναδεικνύουν άγνοια), ή ξοδέψει

πολύ χρόνο, τότε το πιο πιθανό είναι ότι στις υπόλοιπες ερωτήσεις ϑα έχει µεγάλο πρόβληµα και

ϑα είναι καλύτερα γι΄ αυτόν να επανεξεταστεί (ενώ αν έχει περάσει, ϑα είναι από τύχη). ΄Οπως και

µε τη γλώσσα, αν δεν έχεις µάθει το αλφάβητο και κάποιο ϐασικό λεξιλόγιο, δεν έχει και πολύ

νόηµα να προσπαθήσεις να διαβάσεις και να κατανοήσεις ακόµα και πολύ απλά κείµενα. Εκτός

ϐέβαια αν έχεις µεγάλη τύχη και αρκετή διαίσθηση, όµως τότε ϑα εχεις περάσει µε σηµαντικά

κενά κάτι που δεν εξυπηρετεί κανέναν (ιδιαίτερα εσένα) καθώς το ϑέµα στη µάθηση δεν είναι να

¨ξεγελάσετε το σύστηµα¨ αλλά να αποκτήσετε τις γνώσεις που χρειάζονται για να αντιµετωπίσετε τις

προκλήσεις που ϑα τεθούν σε επόµενα µαθήµατα καθώς και επαγγελµατικά, όπου ϑα ϑεωρείται

δεδοµένο ότι γνωρίζετε σε κάποιο επίπεδο την Γραµµική ΄Αλγεβρα. Εποµένως ασχοληθείτε µε το

µάθηµα εγκαίρως και µην επιλέξετε την αδυναµία και την ανασφάλεια !

Παραθέτουµε µερικές ερωτήσεις αυτού του είδους.

Αν A = (4 3 4
4 1 4) B = (2 1 2) , C = (−1 −1) τότε το BA⊺C⊺ είναι

a): -36 b): (−1 −1) c): (10
−1) d): 5 e): -15 f): κανένα από τα υπόλοιπα

ΑΠ: ∆εν παραθέτουµε τις λύσεις καθώς είναι πολύ εύκολο να υπολογιστούν - - δείτε
παραδείγµατα στο ϐιβλίο, διαφάνειες, κ.λπ.

Παρατηρήσεις : Εδώ αξίζει να ϑυµηθείτε ότι BA⊺C⊺ = B(CA)⊺. Επίσης, σε ασκήσεις αυτού

του τύπου, συχνά αξίζει να ελέγξετε γρήγορα ποια είναι η καλύτερη σειρά να γίνουν οι πολλαπλα-

σιασµοί ώστε να µειωθεί η υπολ. πολυπλοκότητα, π.χ. αν έχετε γινόµενα του τύπου A1A2A3⋯Ak
και το Ak είναι διάνυσµα στήλη ή το A1 είναι γραµµή, τότε καλύτερα να πολλαπλασιάζετε µητρώα

µε διανύσµατα κατά προτεραιότητα παρά µητρώα µεταξύ τους (αυτό είναι κάτι που ενδιαφέρει και

τον compiler!).

Ακολουθούν µερικά ακόµα ερωτήµατα αυτής της κατηγορίας. Για ευκολία στα παρακάτω

χρησιµοποιούµε το ίδιο µητρώο A (αξίζει να αναφέρουµε ότι σε πολλές περιπτώσεις, τα στοιχεία

των µητρώων τα οποία καλείστε να χρησιµοποιήσετε είναι παραµετροποιηµένα µε ϐάση κάποιο

συνδυασµό ψηφίων του Α.Μ. σας).

∆ίνεται το µητρώο A = [1,3,1; 1,2,3; 2,6,2; 1,1,5].

1. α) Να υπολογίσετε το G = A⊺A καθώς και το ίχνος του F = AA⊺ (Υπόδ. Α-
ξίζει να κάνετε οικονοµία πράξεων, όποτε είναι δυνατό). ϐ) Να εξηγήσετε
τι σηµαίνει ότι ένα µητρώο είναι διαγωνιοποιήσιµο και γιατί το G είναι
τέτοιο. γ) Να υπολογίσετε την ορίζουσα του G. δ) Να ϐρείτε την ορίζου-
σα του A⊺FA και ε) να εξηγήσετε αν το F είναι συµµετρικό και ϑετικά
ορισµένο ή όχι (Υπόδειξη: ∆εν χρειάζεται να υπολογίσετε ιδιοτιµές).

2. Αν από το παραπάνω A κατασκευάσετε το µητρώο Q = (α1,2 α1,3
α2,1 α2,3

) να

δείξετε γραφικά τη γεωµετρική ερµηνεία της λύσης χρησιµοποιώντας τη
ϑεώρηση ως προς στήλες, για το σύστηµα Qx = e1 όπου e1 ∈ R2 είναι το
πρώτο διάνυσµα της τυπικής ϐάσης και ως συνήθως το αi,j συµβολίζει το
στοιχείο στη ϑέση (i, j) του A. (Υπόδ. Μπορείτε αν ϑέλετε να λύσετε το



C
o
p
y
ri
g
h
t:
Ε
.
Γ
Α
Λ
Λ
Ο
Π
Ο
Υ
Λ
Ο
Σ

σύστηµα αλγεβρικά για να ϐρείτε τις ακριβείς τιµές. Σε κάθε περίπτωση,
το σχήµα πρέπει να είναι σωστά σχεδιασµένο ώστε να αναδεικνύεται η
γεωµετρική ερµηνεία).

3. Να υπολογίσετε µητρώοM ∈ R4×4 µε µονάδες στην διαγώνιο, τέτοιο ώστε
το γινόµενο MA να έχει µηδενικά στις ϑέσεις 3 ως 4 της 2ης στήλης. ϐ)

Να γράψετε το M−1; (δεν χρειάζονται πράξεις)

ΑΠ: 1α) Το G είναι 3 × 3 ενώ το F 4 × 4. Μπορείτε να υπολογίσετε µόνοι σας ότι G =
⎛
⎝

7 18 13
18 50 26
13 26 39

⎞
⎠
. Θυµηθείτε τώρα ότι αν A είναι m × n και το B είναι n × m τότε ισχύει ότι

trace(AB) = trace(BA). Εποµένως δεν χρειάζεται να υπολογιστεί το (µεγαλύτερο) F = AA⊺
αλλά κατευθείαν από το G έχουµε ότι trace(F ) = trace(G) = 7 + 50 + 39 = 96.

1β) ΄Ενα n × n µητρώο Z χαρακτηρίζεται ¨διαγωνιοποιήσιµο¨ αν υπάρχει n × n µητρώο, έστω
X, που είναι αντιστρέψιµο, τέτοιο ώστε τοX−1ZX να είναι διαγώνιο. Το µητρώοG είναι πραγµατικό
και συµµετρικό, και ως εκ τούτου έπεται από τη ϑεωρία ότι είναι διαγωνιοποιήσιµο.

1γ) ΄Οπως και µε το ίχνος, ισχύει ότι αν A είναι m × n και το B είναι n ×m τότε det(AB) =
det(BA). Εποµένως det(F ) = det(G). ΄Οµως rank(AA⊺) < 4 καθώς είναι γινόµενο µητρώων
4 × 3 επί 3 × 4 (γενικά rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)} και στην περίπτωσή µας rank(A) =
rank(A⊺) ≤ 3 < 4). Εποµένως το τετραγωνικό µητρώο F δεν είναι πλήρους τάξης, άρα δεν είναι
αντιστρέψιµο, εποµένως det(F ) = 0 και σύµφωνα µε τα προηγούµενα det(G) = det(F ) = 0.

1δ) Η ορίζουσα του A⊺FA ϑα είναι 0 γιατί το γινόµενο είναι 4 × 4 έχει τάξη το πολύ ίση µε την
µικρότερη τάξη όλων των παραγόντων, δηλ. το πολύ 3. Εποµένως το µητρώο δεν είναι πλήρους
τάξης και η ορίζουσά του ϑα είναι 0.

1ε) Το F = AA⊺ είναι συµµετρικό καθώς F ⊺ = (AA⊺)⊺ = (A⊺)⊺A⊺ = AA⊺ = F . ∆εν είναι όµως
ϑετικά ορισµένο γιατί οι γραµµές του A είναι γραµµικά εξαρτηµένες καθώς το µητρώο είναι 4 × 3
(αυτό αρκεί, αλλά εδώ υπάρχει επιπλέον και η προφανής γραµµική εξάρτηση των γραµµών 1 και
3), εποµένως υπάρχει µη µηδενικό x ∈ R4 τέτοιο ώστε x⊺A = 0 (οποιοδήποτε στον µη τετριµµένο
µηδενόχωρο του A⊺, π.χ. το x = (2,0,−1,0)⊺.) ΄Αρα x⊺AA⊺x = 0 εποµένως το µητρώο είναι
συµµετρικό ϑετικά ηµιορισµένο αλλά όχι ΣΘΟ.

2) Q = (3 1
1 3) εποµένως Qx = e1 λύνεται εύκολα καθώς Q−1 = ( −1

8
3
8

3
8 −1

8

) και εποµένως

Q−1e1 = ( −1
8
3
8

). Η γεωµετρική ¨κατά στήλες¨ ερµηνεία της λύσης του συστήµατος δείχνει µε ποιόν

τρόπο πρέπει να γίνει ο γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων που αντιστοιχούν στις στήλες του
µητρώου Q = [q1, q2] ώστε να παραχθεί το διάνυσµα του δεξιού µέλους (στην περίπτωσή µας το
e1). Από τα παραπάνω ϕαίνεται (αλγεβρικά) ότι e1 = −1

8q1 +
3
8q2. Για να ερµηνεύσετε γεωµετρικά,

χαράζουµε την ευθεία από την άκρη του e1 (δηλ. το σηµείο (1,0)), παράλληλα προς το διάνυσµα
q2 µέχρι το σηµείο τοµής της παραλλήλου µε το q1. Η τοµή ϐρίσκεται στην άκρη του διανύσµατος
−1
8q1. Αντίστοιχα, το σηµείο τοµής της γραµµής που είναι παράλληλη µε το q1 και που έχει ως ένα

σηµείο την άκρη του e1 ϑα είναι η άκρη του διανύσµατος 3
8q2.
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3) Θέτουµε M =
⎛
⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 −3 1 0
0 −1

2 0 1

⎞
⎟⎟
⎠
. Από την ειδική µορφή του µητρώου έπεται (από τη ϑεωρία)

ότι M−1 =
⎛
⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 3 1 0
0 1

2 0 1

⎞
⎟⎟
⎠
. Αν και δεν Ϲητάται, ισχύει ότι MA =

⎛
⎜⎜
⎝

1 3 1
1 2 3
−1 0 −7
1
2 0 7

2

⎞
⎟⎟
⎠
.

2 Γενικές ερωτήσεις

Αν είναι γνωστό ότι τα διανύσµατα u1, u2, u3 ∈ R3 είναι κάθετα µεταξύ τους
και όλα έχουν νόρµα-2 ίση µε 1, και A = u1u

⊺
1 + 2u2u

⊺
2 + 3u3u

⊺
3 τότε A−1 =

u1u
⊺
1 + 1

2u2u
⊺
2 + 1

3u3u
⊺
3.

a): Σωστό b): Λάθος

ΑΠ: Αφού τα διανύσµατα u1, u2, u3 είναι κάθετα και έχουν µήκος 1, τότε αν ϑέσουµε
U = (u1, u2, u3) είναι ορθογώνιο, δηλ. U⊺U = U⊺U = I. Επίσης από τις ιδιότητες
του πολλαπλασιασµού µπορούµε να γράψουµε A = UDU⊺ όπου το D = diag(1,2,3)
είναι διαγώνιο, άρα η εξίσωση δίνει το ϕασµατικό ανάπτυγµα του A δηλ. το D περιέχει
τις ιδιοτιµές. Εποµένως A−1 = UD−1U⊺ που είναι ακριβώς το u1u

⊺
1 + 1

2u2u
⊺
2 + 1

3u3u
⊺
3

εποµένως ΣΩΣΤΟ.

Παρατηρήσεις : Το σηµαντικό εδώ είναι να αντιληφθείτε ότι το µητρώο µπορεί να γραφτεί ως

A = UDU⊺
όπου το U = (u1, u2, u3) είναι τετραγωνικό µε κάθετες στήλες άρα είναι ορθογώνιο.

ΕπίσηςD = diag(1,2,3). Πάντως το πρόβληµα µπορεί να λυθεί (µε περισσότερο κόπο) ελέγχοντας

αν ισχύει ότι το B = u1u⊺1 + 1
2u2u

⊺
2 + 1

3u3u
⊺
3 ικανοποιεί ότι BA = I. Ακολουθεί ο έλεγχος της τιµής

του

(u1u⊺1 +
1

2
u2u

⊺
2 +

1

3
u3u

⊺
3)(u1u⊺1 + 2u2u

⊺
2 + 3u3u

⊺
3)

Ας δούµε και αυτήν την επιλογή - κλειδί στον τρόπο αυτό είναι να αξιοποιήσετε την καθετότητα

και το µήκος των διανυσµάτων uj :

(u1u⊺1 +
1

2
u2u

⊺
2 +

1

3
u3u

⊺
3)(u1u⊺1 + 2u2u

⊺
2 + 3u3u

⊺
3) = A1 +A2 +A3 όπου

A1 = u1 (u⊺1u1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

=1

u⊺1 + u1 (u⊺12u2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

u⊺2 + u1 (u⊺13)
²

=0

u3u
⊺
3 = u1u⊺1

A2 = 1

2
u2u

⊺
2(u1u⊺1 + 2u2u

⊺
2 + 3u3u

⊺
3) =

1

2
u2u

⊺
22u2u

⊺
2 = u2u⊺2

και παρόµοια A3 = u3u⊺3 . Εποµένως

BA = u1u⊺1 + u2u⊺2 + u3u⊺3 = UU⊺ = I λόγω ορθογωνιότητας.

Προσέξτε επίσης ότι αν επιλέγαµε άλλες τιµές συντελεστών για το υποψήφιο A−1
η απάντηση ϑα

ήταν ΛΑΘΟΣ.

΄Ενα άλλο ερώτηµα είναι το εξής :

Αν η ορίζουσα ενός συµµετρικού µητρώου είναι ϑετική τότε ποιό από τα παρακάτω
είναι οπωσδήποτε σωστό ;

a): κανένα από τα υπόλοιπα b): το µητρώο έχει όλες τις ιδιοτιµές του ϑετικές c):
το µητρώο είναι ϑετικά ορισµένο d): το µητρώο έχει όλες τις ιδιοτιµές του µη αρνητικές
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ΑΠ: Η ορίζουσα είναι το γινόµενο των ιδιοτιµών, οι οποίες λόγω συµµετρίας είναι πραγµατικές.
∆εν γνωριζουµε τίποτα άλλο, εποµένως ϑα µπορούσαµε να έχουµε άρτιο πλήθος ιδιοτιµών που είναι
αρνητικές και το γινόµενο να είναι ϑετικό, εποµένως δεν ισχύουν (b, c, d). Εποµένως η σωστή
απάντηση είναι (a).
΄Ενα άλλο ερώτηµα που ϑέσαµε ήταν

Αν εφαρµόσουµε Gram-Schmidt για να ορθοκανονικοποιήσουµε m + 1 τυχαία διανύ-
σµατα που ανήκουν στο Rm τότε είναι σίγουρο ότι σε καποιο ϐήµα ϑα προκύψει µηδενικό
διάνυσµα.

a): Λάθος b): Σωστό
ΑΠ: Αν υπήρχαν m + 1 ορθοκανονικά διανύσµατα ϑα ήταν γραµµικά ανεξάρτητα. Αυτό ό-

µως αποκλείεται καθώς ο χώρος είναι διάστασης m. Εποµένως κάποια στιγµή στη διαδικασία της
ορθοκανονικοποίησης ϑα προκύψει µηδενικό διάνυσµα, άρα ΣΩΣΤΟ.
΄Ενα άλλο παράδειγµα ερωτήµατος :

΄Εστω n > 1 και γενικό µητρώο A ∈ Rn×n. ΄Εστω επίσης και οι παρακάτω προτάσεις
1. ΄Ολες οι ιδιοτιµές είναι ϑετικές.
2. ΄Ολες οι ιδιάζουσες τιµές είναι ϑετικές.
3. Η αναγµένη κλιµακωτή µορφή δεν έχει µηδενικές γραµµές.
4. Υπάρχουν W ∈ Rn×1, H ∈ R1×n τέτοια ώστε A =WH.
5. Το µητρώο AA⊺ είναι συµµετρικό ϑετικά ορισµένο.

Ποιός συνδυασµός προτάσεων είναι ο µόνος ορθός ;
a): Οι 2, 3, 5 b): Οι 2, 5 c): Οι 1, 2, 3, 4 d): όλες οι προτάσεις είναι σωστές. e): Οι

1, 3, 4 f): κανένας από τους προτεινόµενους συνδυασµούς.
(Σηµ. στην ερώτηση δεν Ϲητάται εξήγηση, εµείς απλά αναφέρουµε το σκεπτικό που ϑάπρεπε

να έχετε για να καταλήξετε στην σωστή απάντηση.)

ΑΠ: ΄Ενα µητρώο µπορεί να έχει ιδιοτιµές κάθε είδους, χωρίς κανένα περιορισµό προσήµου.
Εποµένως αποκλείεται το 1. ΄Ενα µητρώο µπορεί να είναι µειωµένης τάξης και να έχει µηδενικές
ιδιάζουσες τιµές και µηδενικές γραµµές στην αναγµένη κλιµακωτή µορφή. Εποµένως αποκλείονται
τα 2 και 3. Επίσης η τάξη του µητρώου µπορεί να είναι µεγαλύτερη του 1, που αποκλείει το 4.
Τέλος για να είναι το AA⊺ ΣΘΟ ϑα πρέπει το A να είναι πλήρους τάξης, γραµµών, κάτι που δεν
εξασφαλίζεται σε ένα γενικό µητρώο. Εποµένως αποκλείεται και το 5. Εποµένως η σωστή απάντηση
είναι (f).

3 Θέµατα σχετικά µε το κεφ. 4
Το κεφάλαιο αφορούσε µεταξύ άλλων την ορθογωνιότητα και ορθογωνιοποίηση, προβολές, σχέσεις

καθετότητας µεταξύ ϐασικών υπόχωρων, καθώς και τα γραµµικά προβλήµατα ελαχίστων τετραγώ-

νων.

Παράδειγµα ϑέµατος :

∆ίνεται το µητρώο A =
⎛
⎜⎜
⎝

1 1
−1 1
−2 0
0 2

⎞
⎟⎟
⎠

και το διάνυσµα y =
⎛
⎜⎜
⎝

1
1
−1
−1

⎞
⎟⎟
⎠
. Στη συνέχεια

της ερώτησης συµβολίζουµε µε P το µητρώο ορθογώνιας προβολής P επί του
χώρου στηλών του A.

a): να υπολογίσετε το P (χρειάζονται οι ακριβείς τιµές για να ϐαθµολογη-
ϑείτε). b): να ϐρείτε την ορθογώνια προβολή του y, έστω ŷ , επί του του
χώρου στηλών του A. c): Να κυκλώσετε Σωστό ή Λάθος αν αληθεύει ότι
∥P 2z∥2 = ∥(I − P )z∥2 για κάθε z ∈ R4.

ΑΠ: a) Εξ ορισµού, το µητρώο ορθογώνιας προβολής είναι P = A(A⊺A)−1A⊺ υπό τον όρο ότι
οι στήλες του A είναι γραµµικά ανεξάρτητες, πράγµα που συµβαίνει όπως ϕαίνεται εύκολα από τη
διαφορετική ϑέση των µηδενικών στις δύο στήλες. Υπολογίζουµε (και εδώ ϕαίνεται γιατί η επιλογή
µας διευκολύνει τις πράξεις)

A⊺A = (6 0
0 6)⇒ (A⊺A)−1A⊺ = (

1
6 −1

6 −2
6 0

1
6

1
6 0 2

6

)
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εποµένως

P = A(A⊺A)−1A⊺ =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1
3 0 −1

3
1
3

0 1
3

1
3

1
3

−1
3

1
3

2
3 0

1
3

1
3 0 2

3

⎞
⎟⎟⎟
⎠

b) Ζητάται η ΟΠ επί του υπόχωρου που είναι Py εποµένως

ŷ = Py =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1
3 0 −1

3
1
3

0 1
3

1
3

1
3

−1
3

1
3

2
3 0

1
3

1
3 0 2

3

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜
⎝

1
3
1
−1
−1

⎞
⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1
3
−1
3

−2
3

0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

c) Τέλος επιλέγοντας π.χ. z = e1 έχουµε ότι ∥P 2z∥2 = ∥Pz∥2 = ∥
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1
3
0
−1
3
1
3

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⊺

∥2. Επίσης ∥(I −

P )z∥2 = ∥z − Pz∥2 = ∥
⎛
⎜⎜⎜
⎝

2
3
0
1
3
−1
3

⎞
⎟⎟⎟
⎠
∥2 και προφανώς οι δύο ποσότητες δεν είναι ίσες.

΄Εστω A =
⎛
⎜⎜
⎝

5 9
−3 −5
1 5
1 7

⎞
⎟⎟
⎠
. Να χρησιµοποιήσετε τον αλγόριθµο Gram-Schmidt για να

ϐρείτε µητρώο Q ∈ R4×2 µε ορθοκανονικές στήλες και άνω τριγωνικό R ∈ R2×2
τέτοια ώστε A = QR.

ΑΠ: Στο πρώτο ϐήµα κανονικοποιούµε την 1η στήλη του A:

q1 = a1/∥a1∥2 = (5,−3,1,1)⊺/
√

36 = 1

6
(5,−3,1,1)⊺

Επίσης ρ1,1 = ∥a1∥ = 6.

q̃2 = a2 − q1q⊺1a2 =
⎛
⎜⎜
⎝

−1
1
3
5

⎞
⎟⎟
⎠
⇒ q2 =

⎛
⎜⎜⎜
⎝

1
6
−1
6

−1
2

−5
6

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Τέλος q⊺1a2 = 12 και ∥q̃2∥ = 6.

a): Το µητρώο Q είναι

⎛
⎜⎜⎜
⎝

5
6 −1

6
−1
2

1
6

1
6

1
2

1
6

5
6

⎞
⎟⎟⎟
⎠
b): Το άνω τριγωνικό R = ( 6 12

0 6 )

Παρατηρήσεις : Οι παραπάνω τιµές των µητρώων Q,R δεν είναι µοναδικές. Ειδικότερα, αφού

QR = (−Q)(−R) και το −Q είναι ορθογώνιο και το R άνω τριγωνικό, ϑα µπορούσατε να έχετε

αντίθετα πρόσηµα (για παράδειγµα, αυτό το αποτέλεσµα ϑα προκύψει αν χρησιµοποιήσετε τη

MATLAB).

Και ένα σύντοµο ερώτηµα αυτής της κατηγορίας :
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∆ίνονται τα 3 Ϲεύγη (ξj , ψj) (τιµών ξj, µετρήσεων ψj ): (−1,4), (1,13), (2,17).
Αν η πρώτη µέτρηση (ξ1, ψ1) ήταν (−1,4) αυτό το ταίριασµα δεν ϑα είναι εφι-
κτό. Να υπολογίσετε την γραµµή y = α0 + α1x που στην περίπτωση αυτή ϑα
ελαχιστοποιεί την απόσταση

E =

¿
ÁÁÁÀ

3

∑
j=1

(y(ξj) − ψj)2.

ΑΠ: (Σηµ. Τυπικό ερώτηµα της κατηγορίας «υπολογισµοί ϐέλτιστων λυσεων σύµφωνα µε το κρι-
τήριο των ελαχίστων τετραγώνων», και µάλιστα χρησιµοποιώντας γραµµική συνάρτηση. Ειδικότερα,
πρέπει να υπολογίσουµε το

arg min
a∈R2

∥Xa − y∥2, όπου X =
⎛
⎝

1 −1
1 1
1 2

⎞
⎠
, a = (α0

α1
) , y =

⎛
⎝

4
13
17

⎞
⎠

Για ευκολία εδώ χρησιµοποιούµε κανονικές εξισώσεις και καθώς το µητρώο είναι διάστασης 2,
λύνουµε µε αντιστροφή (αυτό δεν το συνιστούµε γενικά.) Ονοµάζουµε τη ϐέλτιστη λύση â οπότε
X⊺Xâ =X⊺y δηλ.

( 3 2
2 6 )(α0

α1
) = (34

43)⇒ â = (
3
7 −1

7
−1
7

3
14

)(34
43) = (

59
7
61
14

)

4 Θέµατα σχετικά µε το κεφάλαιο 3
Υπενθυµίζουµε ορισµένα ϐασικά Ϲητήµατα του κεφαλαίου: Οι 4 ϑεµελιώδεις υπόχωροι, αναγωγή

σε κλιµακωτή µορφή, αναγωγή σε ΑΓΚΜ, τάξη µητρώου και άλλες πληροφορίες που ανακτώνται

από τις µορφές αυτές, επίλυση οµογενών συστηµάτων, επίλυση γενικού συστήµατος, παραγοντο-

ποίηση τάξης, κ.λπ.

Τυπική ερώτηση σχετικά µε την ύλη αυτού του κεφαλαίου:

∆ίνονται A =
⎛
⎝

3 0 2 1
3 1 2 4
1 1 0 0

⎞
⎠
και b =

⎛
⎝

4
6
0

⎞
⎠
.

i) Βρείτε την αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή του A. / ii) Μία ϐάση για

το χώρο στηλών είναι range(A) = span{ }

iii) Μία ϐάση για το µηδενόχωρο είναι null(A) = span{ } ∶

iv) Η πλήρης λύση του Ax = b είναι x =

ΑΠ: Σηµειώνουµε πρώτα ότι το µητρώο είναι 3 × 4. Γράφουµε m = 3,m = 4. Για την ΑΓΚΜ
εκτελούµε τις απαραίτητες πράξεις µεταξύ γραµµών (εναλλαγές, γραµµικούς συνδυασµούς, και
κλιµάκωση) µέχρις ότου καταλήξουµε στην επθυµητή (µοναδική) µορφή.
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L1 =
⎛
⎝

1 0 0
−1 1 0
−1
3 0 1

⎞
⎠
⇒ A(1) = L1A =

⎛
⎝

3 0 2 1
0 1 0 3
0 1 −2

3 −1
3

⎞
⎠

L2 =
⎛
⎝

1 0 0
0 1 0
0 −1 1

⎞
⎠
⇒ A(2) = L2A

(1) =
⎛
⎝

3 0 2 1
0 1 0 3
0 0 −2

3 −10
3

⎞
⎠

M3 =
⎛
⎝

1 0 3
0 1 0
0 0 1

⎞
⎠
⇒ A(3) =M3A

(2) =
⎛
⎝

3 0 0 −9
0 1 0 3
0 0 −2

3 −10
3

⎞
⎠

D3 =
⎛
⎜
⎝

1
3 0 0
0 1 0
0 0 −3

2

⎞
⎟
⎠
⇒ R =D3A

(3) =
⎛
⎝

1 0 0 −3
0 1 0 3
0 0 1 5

⎞
⎠

Αυτό το τελευταίο µητρώο είναι το Ϲητούµενο R καθώς είναι σε ΑΓΚΜ. Από τη µορφή αυτή, ϕαίνεται
ότι οι οδηγοί είναι στις στήλες 1, 2 και 3 εποµένως µία ϐάση για το χώρο στηλών ϑα είναι οι
αντίστοιχες στήλες του µητρώου, δηλ.

η ϐάση είναι
⎛
⎝

3
3
1

⎞
⎠
,
⎛
⎝

0
1
1

⎞
⎠
,
⎛
⎝

2
2
0

⎞
⎠
⇒ range(A) = span{

⎛
⎝

3
3
1

⎞
⎠
,
⎛
⎝

0
1
1

⎞
⎠
,
⎛
⎝

2
2
0

⎞
⎠
}

Προσέξτε ότι το R δεν έχει µηδενικές γραµµές, άρα rank(A) = m = 3. Σχετικά µε το µηδενόχωρο,
η διάστασή του ϑα είναι dim(null(A)) = n − rank(A) = 4 − 3 = 1. Για να ϐρούµε το µηδενόχωρο
λύνουµε το (εύκολο) οµογενές σύστηµα µε συντελεστές από το R

Rz = 0⇒ z = (3,−3,−5,1)⊺ ⇒ η ϐάση του µηδενόχωρου είναι το z άρα null(A) = span{
⎛
⎜⎜
⎝

3
−3
−5
1

⎞
⎟⎟
⎠
}

Σχετικά µε την πλήρη λύση, αυτή είναι µία µερική λύση τουAx = b σύν όλες τις λύσεις του µηδε-
νόχωρου. Για τη µερική λύση επιλέγουµε να ϑέσουµε τις ελεύθερες µεταβλητές 0 (στην περίπτωσή
µας η µόνη ελεύθερη µεταβλητή είναι αυτή που αντιστοιχεί στην 4η στήλη). Απλοποιούµε µετατρέπο-

ντας το b όπως τροποποιήσαµε τοA για να προκύψει τοR, δηλ. Rx = b̂ όπου b̂ =D3M3L2L1b =
⎛
⎝
−2
2
5

⎞
⎠

εποµένως η µερική λύση που αντιστοιχεί στην επιλογή (x)4 = 0 είναι xP = (−2,2,5,0)⊺. Η πλήρης
λύση, εποµένως, ϑα είναι

x =
⎛
⎜⎜
⎝

−2
2
5
0

⎞
⎟⎟
⎠
+ τ

⎛
⎜⎜
⎝

3
−3
−5
1

⎞
⎟⎟
⎠

Παρατηρήσεις : Υπενθυµίζουµε ότι η ΑΓΚΜ έχει τα εξής χαρακτηριστικά (οτιδήποτε άλλο δεν

είναι ΑΓΚΜ):

• Οι µηδενικές γραµµές παρατίθενται τελευταίες.

• Το κυρίαρχο (πρώτο µη µηδενικό) στοιχείο των µη µηδενικών γραµµών είναι 1.

• Κάθε στήλη που περιέχει κυρίαρχο 1, έχει 0 στις υπόλοιπες ϑέσεις της στήλης.

• Το κυρίαρχο 1 κάθε γραµµής είναι στην πιο αριστερή ϑέση οποιουδήποτε κυρίαρχου στοι-

χείου των γραµµών που έπονται.
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Εποµένως η ΑΓΚΜ γενικά διαφέρει από την κλιµακωτή µορφή (που σε αντίθεση µε η ΑΓΚΜ είναι

µοναδική µόνον ως προς τη µορφή όχι ως προς τις τιµές, και παρέχει περισσότερες πληροφορίες

πιο άµεσα απ΄ ότι η κλιµακωτή µορφή. Βέβαια, η ΑΓΚΜ απαιτεί περισσότερες πράξεις για να

υπολογιστεί.) Η διαδικασία έχει περιγραφεί µε πολλά παραδείγµατα στην τάξη (δείτε διαφάνειες

και ασκήσεις ϕροντιστηρίου). Προσέξτε ότι τα µητρώα µε τα οποία πολλαπλασιάζουµε σε κάθε

ϐήµα j είναι στοιχειώδη µητρώα που επιτελούν τα εξής : α) Εναλλαγή (αν χρειάζεται) της γραµµής

j µε κάποια επόµενη γραµµή. ϐ) άθροιση κατάλληλου πολλαπλάσιου της γραµµής j στις γραµµές

1,2, ..., j − 1, j + 1, ...,m ώστε να µηδενιστούν τα στοιχεία της στήλης εκτός από το στοιχείο στη

ϑέση (j, j). γ) διαίρεση όλων των στοιχείων της γραµµής µε το διαγώνιο στοιχείο ώστε να γίνει

1. Προσέξτε γιατί δεν χρειάζονται πάντα όλα τα παραπάνω καθώς σε αρκετές περιπτώσεις το

Ϲητούµενο προκύπτει αβίαστα.

5 Θέµατα των κεφαλαίων 5 και 6
Μερικά ϐασικά Ϲητήµατα του κεφαλαίου ήταν το ϑεώρηµα Cayley-Hamilton και µερικές εφαρ-

µογές του, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο, µερικές σηµαντικές συναρτήσεις των µητρώων (ίχνος,

ορίζουσα, ιδιοτιµές), τα ιδιοδιανύσµατα, ϕασµατικό ανάπτυγµα και Ϲητήµατα διαγωνιοποίησης

και η µορφή Jordan.

Τα κεφάλαια 6 και 7 καθώς επίσης και το 3 αφορούν το σηµαντικό ϑέµα των ειδικών παρα-

γοντοποιήσεων που αποκαλύπτουν σηµαντικές πληροοφορίες για το µητρώο. Μία από αυτές µε

ιδιαίτερο ενδιαφέρον είναι η παραγοντοποίηση ιδιαζουσών τιµών (το λεγόµενο SVD) (ιδιαίτερα το

6) αφορούν επίσης το η στις ιδιάζουσες τιµές και στα ιδιάζοντα διανυσµατα που χρησιµοποιούνται

σε πολλές εφαρµογές Big Data, δηλ. στην προσέγγιση µητρώων.

Μερικές ερωτήσεις σχετικές µε τα ϑέµατα αυτά:

΄Εστω ότι A =
⎛
⎝

0 2 0
2 3 −1
0 0 2

⎞
⎠
.

1. Να υπολογίσετε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο τουA: p(λ)..........................

2. Να ϐρείτε (ϐαθµωτούς) συντελεστές τέτοιους ώστε A3 = ζA2 + ρA + ψI:

ΑΠ:: Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ως προς τη µεταβήτή λ είναι η ορίζουσα του µητρώου λI−A
ή A − λI όπου λ είναι µεταβλητή.

Επιλέγοντας το ανάπτυγµα Laplace ως προς την 3η γραµµή, έχουµε ότι

det(λI −A) = (λ − 2)(λ(λ − 3) − 4)
= (λ − 2)(λ2 − 3λ − 4)
= λ3 − 5λ2 + 2λ + 8

΄Αρα το χ.π. είναι

p(λ) = λ3 − 5λ2 + 2λ + 8

Για το µέρος (2) ϑυµηθείτε το ϑεώρηµα Cayley-Hamilton σύµφωνα µε το οποίο αν αντικαταστή-
σουµε στο χ.π. το µητρώο ϑα προκύψει το ταυτοτικό µητρώο, µε άλλα λόγια,

03×3 = A3 − 5A2 + 2A + 8I

Εποµένως A3 = 5A2 − 2A − 8I και οι συντελεστές που Ϲητάµε είναι
a): ζ = 5 b): ρ = −2 c): ψ = −8
Παρατηρήσεις : Ο υπολογισµός της ορίζουσας είναι εύκολος (και αξίζει να ϑυµάστε ότι το

πολυώνυµο έχει πάντα ακριβώς τον ίδιο ϐαθµό µε το µέγεθος του µητρώου ανεξαρτήτως των

όποιων απλοποιήσεων γίνονται στις πράξεις (ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής ϑα έχει πάντα µέτρο

τη µονάδα (ϑα είναι 1 αν χρησιµοποιήσουµε την ορίζουσα det(λI −A). Επίσης όταν υπολογίσετε

την ορίζουσα για ένα µικρό ή απλό µητρώο, αξίζει να ενεργήσετε µε τρόπο που να µειώσετε το

πλήθος των πράξεων. Εδώ αυτό σηµαίνει να χρησιµοποιήσετε τον µικρό τύπο (ανάπτυγµα Laplace)
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ως προς τη γραµµή ή στήλη που έχει τα περισσότερα µηδενικά. Εννοείται ότι το ίδιο αποτέλεσµα

ϑα πέρνατε οποιονδήποτε τρόπο και να επιλέγατε να υπολογίσετε την ορίζουσα (απλά, αυξάνοντας

το πλήθος των αριθµητικών πράξεων αυξάνει ο κόπος ,ο χρόνος που χρειάζεστε καθώς και η

πιθανότητα να υποπέσετε σε σφάλµα.

Παραδειγµα ερώτησης :

∆ίνεται A =
⎛
⎝

2 4
2 4
1 2

⎞
⎠
. Να ϐρείτε (υπόδ. αξιοποιείστε την ειδική δοµή) a): τις

ιδιάζουσες τιµές σ1 = , σ2 = b): το ψευδοαντίστροφο A†

ΑΠ: a) Η τάξη του µητρώου και το πλήθος των µη µηδενικών ιδιαζουσών τιµών συµπίπτουν. Το
µητρώο είναι 3 × 2 εποµένως ϑα έχει δύο ιδιάζουσες τιµές. Προσέχουµε όµως ότι η 1η στήλη είναι
πολλαπλάσιο της 2ης, άρα η τάξη του µητρώου ϑα είναι 1 (δεν είναι 0 γιατί τότε ϑα ήταν µηδενικό).
΄Αρα µία ιδιάζουσα τιµή ϑα είναι 0 και επειδή οι ιδιάζουσες τιµές αναγράφονται σε ϕθίνουσα σειρά,
γράφουµε σ2 = 0. Αποµένει εποµένως να υπολογίσουµε το σ1, που είναι η ϑετική τετραγωνική ϱίζα

του χ.π. του A⊺A = ( 9 18
18 36 ). ΄Αρα:

p(λ) = det(A⊺A − λI) = (9 − λ)(36 − λ) − 182 = λ2 − 45λ⇒ σ1 =
√

45.

Επίσης,

A⊺A − 45I = ( −36 18
18 −9 )

εποµένως δεξιό ιδιάζον διάνυσµα v1 που αντιστοιχεί στο σ1 είναι το κανονικοποιηµένο διάνυσµα
που λύνει το οµογενές σύστηµα (A⊺A − 45I)v1 = 0. Φαίνεται εύκολα (σχεδόν χωρίς πράξεις, ) ότι
v1 = 1√

5
(1,2)⊺.

b) Αφού γνωρίζουµε το SVD, το ψευδοαντίστροφο µπορεί να γραφτεί ως

(UΣV ⊺)† = V Σ†U⊺ = V (
1√
45

0 0

0 0 0
)

†

U⊺

Λόγω όµως των µηδενικών του Σ† (µόνο µη µηδενικό στη ϑέση (1,1) ), το ψευδοαντίστροφο µπορεί να
γραφτεί ϐάσει µόνον των σ1, u1, v1 ωςA† = 1

σ1
v1u

⊺
1 όπου u1, v1 είναι οι πρώτες στήλες των U,V , δηλ.

τα ιδιάζοντα διανύσµατα που αντιστοιχούν στο σ1. Ισχύει επίσης γενικά ότι Av1 = σ1u1 εποµένως

A† = 1

σ1
v1u

⊺
1 =

1

σ12
v1(Av1)⊺ =

1

45
( 2 2 1

4 4 2 )

Οι ιδιοτιµές χρησιµοποιούνται στην διερεύνηση της συµπεριφοράς δυνάµεων µητρώου και

γενικότερα στην συµπεριφορά ενός ϕαινοµένου που µοντελοποιείται µέσω δυναµικού συστήµατος

(δηλ. συστήµατος διαφορικών εξισώσεων), π.χ. πώς διεχέεται η πληροφορία σε ένα δίκτυο.

Η παρακάτω ερώτηση είναι τυπική:

∆ίνονται B = (1/2 1/4
1/4 1/2), C = ee⊺ όπου e = (1,1)⊺ και A = ( B 02,2

02,2 C ). Να

ϐρείτεX,M ∈ R4×4 όπου τοM είναι διαγώνιο και τέτοια ώστε να ικανοποιείται
η ισότητα AX = XM και να απαντήσετε σχετικά µε τη συµπεριφορά των
στοιχείων των δυναµεων Ak καθώς k →∞.

ΑΠ: Το µητρώο A είναι κατά πλοκάδες (µπλοκ) διαγώνιο, εποµένως οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύ-
σµατα µπορούν να υπολογιστούν από τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα των µικρότερων µητρώων,
B,C. Για παράδειγµα, λ(A) = λ(B) ∪ λ(C). Προφανώς όµως, η µία ιδιοτιµή του C είναι 0 (το
µητρώο είναι τάξης 1). Επίσης εύκολα ϐλέπουµε ότι ένα ιδιοδιάνυσµα για το 0 είναι το (1,−1)⊺
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καθώς ee⊺(1,−1)⊺ = (0,0)⊺. Η άλλη ιδιοτιµή του C είναι το 2 καθώς ee⊺e = 2e. Επίσης, από τη
σχέση αυτή έπεται ότι ένα ιδιοδιάνυσµα για την ιδιοτιµή αυτή είναι το ίδιο το e. Εποµένως µπορούµε
να λάβουµε ως (µη κανονικοποιηµένα) γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα του A για τις ιδιοτιµές
2 και 0 αντίστοιχα τα διανύσµατα

{(1
1) ,(

1
−1)}

Για το B έχουµε ότι το χ.π. είναι (1/2 − λ)2 − 1/16 άρα οι ιδιοτιµές είναι οι ϱίζες του 1/2 − λ = ±1
4

άρα λ(B) = {3
4 ,

1
4}. Εποµένως λ(A) = {2, 34 ,

1
4 ,0}. Επίσης για τα ιδιοδιανύσµατα του B,

(B − 3

4
I) = ( −1

4
1
4

1
4 −1

4

)⇒ ένα (µη κανονικοποιηµένο) ιδιοδιάνυσµα είναι z1 = (1
1)

και

(B − 1

4
I) = (

1
4

1
4

1
4

1
4

)⇒ ένα (µη κανονικοποιηµένο) ιδιοδιάνυσµα είναι z2 = ( 1
−1)

Εποµένως

M = diag([2, 3

4
,
1

4
,0]),X =

⎛
⎜⎜
⎝

0 1 1 0
0 1 −1 0
1 0 0 1
1 0 0 −1

⎞
⎟⎟
⎠

Καθώς το µητρώο είναι µπλοκ διαγώνιο,

Ak = (B
k 0

0 Ck
)

Οι ιδιοτιµές του B είναι µικρότερες από 1 (σε απόλυτη τιµή). Το C έχει µία ιδιοτιµή µεγαλύτερη
του 1. Εποµένως στην περίπτωσή µας, οι τιµές των στοιχείων των δυνάµεων του A επιδεικνύουν
διαφορετική συµπεριφορά ανάλογα µε τη ϑέση που ϐρίσκονται. Οι τιµές στις ϑέσεις (Ak)1∶2,1∶2 = Bk

τείνουν στο 0, οι τιµές (Ak)3∶4,3∶4 = Ck τείνουν στο άπειρο και οι τιµές στις ϑέσεις εκτός των διαγώνιων
πλοκάδων παραµένουν 0.


