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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 7. Χώροι µε εσωτερικό γινόµενο

Ανασκόπηση

♦ Η ανισότητα Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz Εάν X είναι ένας διανυσµατικός χώρος µε εσω-
τερικό γινόµενο ⟨·, ·⟩ και νόρµα που ορίζεται µε τη σχέση ∥ · ∥ = ⟨·, ·⟩1/2 (επαγόµενη νόρµα),
τότε

|⟨u,v⟩| ≤ ∥u∥∥v∥

για όλα τα διανύσµατα u και v του X. Ισότητα ισχύει στην ανισότητα αν και µόνο αν τα u και
v είναι γραµµικά εξαρτηµένα

♦ Το Πυθαγόρειο Θεώρηµα. ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο ⟨·, ·⟩
και επαγόµενη νόρµα ∥ · ∥. Εάν u1,u2, · · · ,un είναι διανύσµατα του X ανά δύο κάθετα µεταξύ
τους, δηλαδή ⟨ui,uj⟩ = 0, αν i ̸= j, τότε

∥u1 + u2 + · · ·+ un∥2 = ∥u1∥2 + ∥u2∥2 + · · · ∥un∥2.

♦ Ο νόµος του παραλληλογράµµου. ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο
⟨·, ·⟩ και επαγόµενη νόρµα ∥ · ∥. ∆είξτε ότι

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥y∥2

)
για όλα τα x και y στο X.

Ασκήσεις

1. Σε κάθε διανυσµατικό χώρο X µε εσωτερικό γινόµενο ⟨·, ·⟩ ισχύουν

(αʹ) Εάν για κάποιο u ∈ X είναι ⟨x,u⟩ = 0 για κάθε x ∈ X, τότε u = 0.

(ϐʹ) ⟨0,u⟩ = 0 για κάθε u ∈ X.

2. Εάν u ·v είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στο R3, και A είναι ένα αντιστρέψιµο 3×3 µητρώο
δείξτε ότι η σχέση

⟨u,v⟩ = Au ·Av

ορίζει ένα εσωτρικό γινόµενο στο R3. Σηµειώνουµε ότι

⟨u,v⟩ = Au ·Av = (Au)TAv = uTATAv.

3. Αποδείξτε την ανισότητα Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz. Υπόδειξη: Από την ιδιότητα του
εσωτερικού γινοµένου, ⟨u,u⟩ ≥ 0, έχουµε ότι

0 ≤ ⟨u− tv,u− tv⟩
= ⟨u,u⟩ − 2t⟨u,v⟩+ t2⟨v,v⟩

ισοδύναµα
∥v∥2t2 − 2⟨u,v⟩t+ ∥u∥2 ≥ 0

για κάθε t ∈ R. Τι µπορεί να ειπωθεί για την διακρίνουσα του παραπάνω τριωνύµου ;
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4. ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο ⟨·, ·⟩ και επαγόµενη νόρµα ∥ · ∥. Αν
u και v είναι ορθογώνια διανύσµατα του X δείξτε ότι

∥u+ v∥ = ∥u− v∥.

5. Αποδείξτε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα για τρία διανύσµατα. Υπόδειξη:

∥u1 + u2 + u3∥2 = ⟨u1 + u2 + u3,u1 + u2 + u3⟩.

6. Αποδείξτε το νόµο του παραλληλογράµµου.

7. Για το τρίγωνο του σχήµατος χρησιµοποιώντας το εσωτερικό γινόµενο αποδείξτε το Θεώρηµα του

γ

β α
δ

Απολλωνίου:

α2 + β2 =
γ2

2
+ 2δ2,

όπου δ είναι το µήκος της διαµέσου.

8. Εάν σε χώρο µε εσωτερικό γινόµενο ⟨·, ·⟩ τα µη µηδενικά διανύσµατα {u1,u2, · · · ,un}, είναι
ανά δύο ορθογώνια, δηλαδή ⟨ui,uj⟩ = 0 για i ̸= j, τότε είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

9. ΄Εστω ότι το a είναι ένα τυχαίο αλλά σταθερό διάνυσµα στο Rn.

(αʹ) Να δειχθεί ότι ∥a∥2 ≤ ∥a∥1.
(ϐʹ) Να δειχθεί ότι ∥a∥∞ ≤ ∥a∥p ≤ n1/p∥a∥∞ για p = 1, 2.

10. Σε χώρο X µε εσωτερικό γινόµενο ⟨·, ·⟩ και επαγόµενη νόρµα ∥ · ∥ δείξτε ότι για u,v ∈ X ισχύει
∥au+ bv∥ = ∥bu+ av∥ για όλα τα a, b ∈ R αν και µόνο αν ∥u∥ = ∥v∥.

11. Η νόρµα Frobenius. Εάν A είναι ένα n × n µητρώο, ορίζουµε το ίχνος (trace) του A να είναι
το άθροισµα των στοιχείων της κύριας διαγωνίου του A. Το συµβολίζουµε µε traceA έτσι

traceA = a11 + a22 + · · ·+ ann.

(αʹ) ∆είξτε ότι στον χώρο Mn,m(R) η σχέση

⟨A,B⟩ := trace(ATB)

είναι ένα εσωτερικό γινόµενο. Την επαγόµενη νόρµα ονοµάζουµε νόρµα Frobenius.

(ϐʹ) Βρείτε µια αναλυτική έκφραση για την νόρµα Frobenius ∥ · ∥F του µητρώου A =
(
aij

)
∈

M2,3.

12. Αν

q =

(
cos θ
sin θ

)
είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα ορίζουµε το µητρώο Q = 2qqT − I. Για το Q δείξτε ότι

(αʹ) ∆είξτε ότι Q = QT και Q2 = I εποµένως Q−1 = QT = Q.

(ϐʹ) Οι στήλες του είναι µοναδιαία διανύσµατα, κάθετα µεταξύ τους και αποτελούν µια ϐάση
για το R2.


