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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 1. ∆ιανύσµατα

1. Εάν

a =

(
a1
a2

)
, b =

(
b1
b2

)
είναι διανύσµατα στο R2 µε a1 > b1 > 0, και b2 > a2 > 0, εξηγείστε τι περιγράφει
καθένα από τα σύνολα

(αʹ) S1 = {λa+ µb : λ ≤ 0 και µ ≤ 0}.

(ϐʹ) S2 = {λa+ µb : λ ∈ R και µ ≥ 0}.

(γʹ) S3 = {λa+ µb : λ ∈ R και µ ∈ R}.

(δʹ) S4 = {a+ µb : µ ∈ R}.

(εʹ) S5 = {λa+ µb : λ ∈ [0, 1], µ ∈ R}.

2. Να ϐρεθούν σταθερές c1, c2, c3 ώστε

c1
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2
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3. ∆είξτε ότι δεν υπάρχουν σταθερές c1, c2, c3 ώστε

c1
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
4. Ορισµός. Εάν a και b είναι διανύσµατα στο Rn

ο ιδιαίτερος γραµµικός συνδυασµός

(1− t)a+ tb, 0 ≤ t ≤ 1

λέγεται κυρτός συνδυασµός των a και b.

(αʹ) Θεωρείστε τον κυρτό συνδυσµό

v(t) = (1− t)

(
0
2

)
+ t

(
1
1

)
, 0 ≤ t ≤ 1.

∆είξτε ότι καθώς το t διαγράφει το διάστηµα [0, 1] το διάνυσµα v(t) διαγράφει το
ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα τα σηµεία (0, 2) και (1, 1)1.

1Υπενθυµίζουµε ότι για κάθε διάστηµα [a, b] της ευθείας ισχύει

[a, b] = {x : x = (1− t)a+ tb για κάποιο t ∈ [0, 1]}.

Τι ϑα λέγατε να το αποδεικνύατε. Το ανάλογο ισχύει και για τα διαστήµατα [a, b), ή (a, b], ή (a, b).
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(ϐʹ) Ελευθερώνοντας το t ώστε να πάρει οποιαδήποτε πραγµατική τιµή δικαιολογήστε
γιατί το v(t) παριστάνει την εξίσωση της ευθείας του επιπέδου η οποία περιέχει τα
σηµεία (0, 2) και (1, 1).

(γʹ) Γράφοντας

v(t) =

(
0
2

)
+ t

[(
1
1

)
−
(
0
2

)]
=

(
0
2

)
+ t

(
1
−1

)
και διαπιστώνοντας ότι η εν λόγω ευθεία είναι παράλληλη στο διάνυσµα

(
1 −1

)T,
γενικεύστε και δείξτε ότι η ευθεία του επιπέδου η οποία περιέχει το σηµείο (a, b)

και είναι παράλληλη στο διάνυσµα u =
(
p q

)T δίνεται από τη σχέση

r(t) =

(
a
b

)
+ t

(
p
q

)
, −∞ < t < +∞.

Βλέπε ΄Ασκηση 1 (δ΄).

5. ♦ Η ανισότητα Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz Εάν u και v είναι διανύσµατα στο
Rn, τότε

|u · v| ≤ ∥u∥∥v∥.

Ισότητα ισχύει στην ανισότητα αν και µόνο αν τα u = λv για κάποια σταθερά λ.

6. Αν a, b, θ ∈ R χρησιµοποιώντας το εσωτερικό γινόµενο δείξτε ότι

(a cos θ + b sin θ)2 ≤ a2 + b2.

7. Εάν a1, a2, . . . , an ∈ R χρησιµοποιώντας το εσωτερικό γινόµενο δείξτε ότι

(a1 + a2 + · · ·+ an)
2 ≤ n(a21 + a22 + · · ·+ a2n).
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1. Τα διανύσµατα είναι όπως στο Σχήµα 1.

x

y

0

b

a

Σχήµα 1: Τα διανύσµατα a και b.

(ϐ΄) S2 = {λa+ µb : λ ∈ R και µ ≥ 0}.
Το τυπικό διάνυσµα του S2 είναι διαγώνιος παραλληλογράµµου µε πλευρές κατά
µήκος του διανύσµατος a, ή του −a, δηλαδή της ευθείας λa, λ ∈ R, και του
διανύσµατος b, δηλαδή της ηµιευθείας µb, µ ≥ 0. Κατά συνέπεια το S2 είναι το
ηµιεπίπεδο που καθορίζει η ευθεία δια του a το οποίο περιέχει το διάνυσµα b. Είναι
το σκιασµένο στο Σχήµα 2.
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Σχήµα 2: Το σύνολο S2.
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(δ΄) S4 = {a+ µb : µ ∈ R}.
Το τυπικό διάνυσµα του S4 είναι διαγώνιος παραλληλογράµµου µε µία πλευρά το
διάνυσµα a, και την άλλη κατά µήκος της ευθείας µb, µ ∈ R. Κατά συνέπεια το S4

είναι η ευθεία δια του a παράλληλη στην µb.
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Σχήµα 3: Το S4.

(ε΄) S5 = {λa+ µb : λ ∈ [0, 1], µ ∈ R}.
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Σχήµα 4: Το S5.

4. Αν a και b είναι δύο διανύσµατα στο R2 τα οποία δεν περιέχονται στην ίδια ευθεία ο
κυρτός συνδυασµός τους είναι το διάνυσµα

u = (1− λ)b+ λa, 0 ≤ λ ≤ 1.
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Παρατηρώντας ότι το u µπορεί να γραφεί ως

u = b+ λ(a− b),

ϐλέπουµε ότι το u είναι η διαγώνιος παραλληλογράµµου µε πλευρές κατά µήκος των
b και a − b, ϐλέπε Σχήµα. Κατά συνέπεια το u διαγράφει τη ϐάση του τριγώνου µε
‘‘πλευρές’’ τα b και a, καθώς το λ διαγράφει το διάστηµα [0, 1]. Για λ = 0 είναι u = b,
ενώ για λ = 1 είναι u = a.

x

y

b

a

a− b
λ(a− b)

u = b+ λ(a− b)

5. Η ανισότητα Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz Εάν u και v είναι διανύσµατα στο Rn,
τότε

u · v = ∥u∥∥v∥ cos θ,

όπου 0 ≤ θ ≤ π είναι η γωνία µεταξύ των διανυσµάτων u και v. Εποµένως

|u · v| = ∥u∥∥v∥| cos θ| ≤ ∥u∥∥v∥, (1)

αφού −1 ≤ cos θ ≤ 1. Ισότητα ισχύει στην ανισότητα αν cos θ = ±1, ισοδύναµα θ = 0,
ή θ = π. Και στις δύο περιπτώσεις τα u και v περιέχονται στην ίδια ευθεία, ισοδύναµα
αν και µόνο αν u = λv για κάποια σταθερά λ, είναι δηλαδή γραµµικά εξαρτηµένα.

6. Αν a, b, θ ∈ R, τότε

(a cos θ + b sin θ)2 =

[(
a
b

)
·
(
cos θ
sin θ

)]2
≤ (a2 + b2)(cos2 θ + sin2 θ) (από την 5)
= a2 + b2.

7. Εάν a1, a2, . . . , an ∈ R, τότε

(a1 + a2 + · · ·+ an)
2 =

[
a1
a2
...
an

 ·


1
1
...
1


]2

≤ (a21 + a22 + · · ·+ a2n)(1 + 1 + · · ·+ 1)

= n(a21 + a22 + · · ·+ a2n).


