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Ανασκόπηση

♦ Η ανισότητα Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz Εάν X είναι ένας διανυσµατικός χώρος µε εσω-
τερικό γινόµενο ⟨·, ·⟩ και νόρµα που ορίζεται µε τη σχέση ∥ · ∥ = ⟨·, ·⟩1/2 (επαγόµενη νόρµα),
τότε

|⟨u,v⟩| ≤ ∥u∥∥v∥

για όλα τα διανύσµατα u και v του X. Ισότητα ισχύει στην ανισότητα αν και µόνο αν τα u και
v είναι γραµµικά εξαρτηµένα

♦ Το Πυθαγόρειο Θεώρηµα. ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο ⟨·, ·⟩
και επαγόµενη νόρµα ∥ · ∥. Εάν u1,u2, · · · ,un είναι διανύσµατα του X ανά δύο κάθετα µεταξύ
τους, δηλαδή ⟨ui,uj⟩ = 0, αν i ̸= j, τότε

∥u1 + u2 + · · ·+ un∥2 = ∥u1∥2 + ∥u2∥2 + · · · ∥un∥2.

♦ Ο νόµος του παραλληλογράµµου. ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο
⟨·, ·⟩ και επαγόµενη νόρµα ∥ · ∥. ∆είξτε ότι

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥y∥2

)
για όλα τα x και y στο X.

Ασκήσεις

1. Εάν u ·v είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στο R3, και A είναι ένα αντιστρέψιµο 3×3 µητρώο
δείξτε ότι η σχέση

⟨u,v⟩ = Au ·Av

ορίζει ένα εσωτρικό γινόµενο στο R3. Σηµειώνουµε ότι

⟨u,v⟩ = Au ·Av = (Au)TAv = uTATAv.

2. Αποδείξτε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στο R3.

3. Αποδείξτε το νόµο του παραλληλογράµµου.

4. Για το τρίγωνο του σχήµατος χρησιµοποιώντας το εσωτερικό γινόµενο αποδείξτε το Θεώρηµα του

γ

β α
δ

Απολλωνίου:

α2 + β2 =
γ2

2
+ 2δ2,

όπου δ είναι το µήκος της διαµέσου.
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5. Εάν σε χώρο µε εσωτερικό γινόµενο ⟨·, ·⟩ τα µη µηδενικά διανύσµατα {u1,u2, · · · ,un}, είναι
ανά δύο ορθογώνια, δηλαδή ⟨ui,uj⟩ = 0 για i ̸= j, τότε είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

6. ΄Εστω ότι το a είναι ένα τυχαίο αλλά σταθερό διάνυσµα στο Rn.

(αʹ) Να δειχθεί ότι ∥a∥2 ≤ ∥a∥1.
(ϐʹ) Να δειχθεί ότι ∥a∥∞ ≤ ∥a∥p ≤ n1/p∥a∥∞ για p = 1, 2.

7. Σε χώρο X µε εσωτερικό γινόµενο ⟨·, ·⟩ και επαγόµενη νόρµα ∥ · ∥ δείξτε ότι για u,v ∈ X ισχύει
∥au+ bv∥ = ∥bu+ av∥ για όλα τα a, b ∈ R αν και µόνο αν ∥u∥ = ∥v∥.

8. Να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα του υποσυνόλου του R2

S =

{(
x

x+ 1

)
: x ∈ R

}
.

9. ΄Εστω 0 < α < 1.

(αʹ) ∆είξτε ότι το

S =

{(
x
αx

)
: x ∈ R

}
.

είναι υπόχωρος του R2.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα του S.

(γʹ) ∆είξτε ότι R2 = S ⊕ S⊥, επιβεβαιώνοντας το Θεώρηµα 5.

(δʹ) Επιβεβαιώστε το Πόρισµα 1.


