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1. Οι τέσσερις υπόχωροι παραγόµενοι από µητρώο
΄Εστω ότι A είναι ένα n×m µητρώο και ας ϑεωρήσουµε το σύστηµα Ax= b, όπου

b ∈ Rn είναι ένα σταθερό διάνυσµα. Το ερώτηµα κατά πόσον το σύστηµα έχει

λύση είναι ισοδύναµο µε το αν υπάχει x ∈ Rm ώστε Ax = b, ισοδύναµα αν το

b είναι η εικόνα κάποιου x ∈ Rm µέσω της απεικόνισης T : Rm → Rn, η οποία

ορίζεται µε τη σχέση

T(x)=Ax.

Κατά συνέπεια ένα n×m µητρώο µπορεί να ιδωθεί σαν µια απεικόνιση του Rm

στο Rn και από τις ιδιότητες του πολλαπλασιασµού µητρώων έπεται ότι αν λ,µ ∈R
και x,y ∈Rm τότε

T(λx+µy)=A(λx+µy)=λAx+µAy=λT(x)+µT(y)

δηλαδή η απεικόνιση είναι γραµµική. Το αποτέλεσµα αυτό είναι πολύ σηµαντικό,

όπως ϑα δούµε, για την επίλυση συστηµάτων. Θυµίζουµε ότι το σύστηµα Ax= b
έχει λύση αν και µόνον αν το b είναι γραµµικός συνδυασµός των στηλών του

A, ισοδύναµα, σε σχέση µε την απεικόνιση T , αν το b είναι η εικόνα κάποιου x
µέσω της T , δηλαδή το b περιέχεται στο πεδίο τιµών της T . ΄Ετσι σε αναλογία µε

τις συναρτήσεις έχουµε
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Ορισµός 1

Εάν A είναι ένα n×m µητρώο ορίζουµε

(1) Την εικόνα (range) του A

rangeA= {Ax : x ∈Rm}.

(2) Τον µηδενόχωρο (null space) του A

nullA= {x ∈Rm :Ax= 0}.

■ Παρατηρούµε ότι rangeA ⊆ Rn και ότι ένα διάνυσµα y ∈ Rn περιέχεται στο

rangeA αν και µόνον αν υπάρχει x ∈Rm ώστε Ax= y, ισοδύναµα

y= c1x1 +c2x2 +·· ·+cmxm

όπου µε cj συµβολίζουµε τις στήλες του A. Κατά συνέπεια

rangeA= span{c1,c2, . . . ,cm}.

Επειδή κάθε διάνυγµα διανυσµάτων είναι διανυσµατικός υπόχωρος έπεται ότι

rangeA είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Rn.
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Ορισµός 2

Τον υπόχωρο rangeA λέµε και χώρο στηλών (column space) του A και ενίοτε

συµβολίζουµε µε C(A).

Σηµειώνουµε ότι η διάστασή του είναι το πολύ n, δηλαδή dim(rangeA)≤ n.

■ ΄Οµοια nullA είναι υπόχωρος του Rm. Πράγµατι αν u και v είναι διανύσµατα

του nullA, και λ,µ ∈R, τότε

A(λu+µv)=λAu+µAv=λ0+µ0= 0,

κατά συνέπεια λu+µv ∈ nullA, ισοδύναµα το nullA είναι υπόχωρος του Rm.

Παρατήρηση 1

Μια άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος (5.2) είναι ότι αν το A είναι ένα

τετραγωνικό µητρώο τότε οι ισχυρισµοί

(1) Το A είναι αντιστρέψιµο.

(2) nullA= {0}.

είναι ισοδύναµοι.

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆ IX Υπόχωροι παραγόµενοι από µητρώο 28/XI/2023 4 / 30

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



Παρατήρηση 2

΄Οµοια, για το n×m µητρώο A το

rangeA
T = {ATy : y ∈Rn} =C(AT)

είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Rm, και παράγεται από τις στήλες του A
T,

ισοδύναµα από τις γραµµές του A. Για τον λόγο αυτό τον υπόχωρο rangeA
T

λέµε και χώρο γραµµών (row space) του A και συµβολίζουµε µε R(A). Επίσης

τον διανυσµατικό υπόχωρο του Rn

nullAT = {y ∈Rn :A
Ty= 0},

λέµε αριστερό µηδενόχωρο του A, αφού αν y ∈ nullAT, τότε

yT
A= (ATy)T = 0T.

Στη συνέχεια µέσω παραδειγµάτων παρουσιάζουµε ένα συστηµατικό τρόπο εύ-

ϱεσης των τεσσάρων υποχώρων µητρώου.
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Παράδειγµα 1

Να ϐρεθεί ο χώρος στηλών και ο µηδενόχωρος του µητρώου

A=
1 1 2 2

1 0 −1 1

2 1 1 3

 .

Ο χώρος στηλών rangeA ή C(A) είναι υπόχωρος του R3 κατά συνέπεια

παράγεται από το πολύ τρεις στήλες του A, εποµένως οι στήλες του A είναι

γραµµικά εξαρτηµένες. Επειδή η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή R0 αναδεικνύει τη

δοµή του A αναζητάµε την (ακµ) R0 του A.

A→
1 1 2 2

0 −1 −3 −1

0 −1 −3 −1

→
1 1 2 2

0 −1 −3 −1

0 0 0 0

→

→
1 0 −1 1

0 −1 −3 −1

0 0 0 0

→
1 0 −1 1

0 1 3 1

0 0 0 0

= R0.
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παράδειγµα συνέχεια

Αν µε cj και c′
j
, j = 1,2,3,4 συµβολίσουµε τις στήλες του A και R0 αντίστοιχα,

ϐλέπουµε ότι οι c′
1

και c′
2

είναι γραµµικά ανεξάρτητες ενώ

c′3 =−c′1 +3c′2, και c′4 = c′1 +c′2. (1)

Αν L είναι το µητρώο ώστε LA= R0, παίρνουµε

Ax= x1c1 + x2c2 + x3c3 + x4c4 = b

LAx= L(x1c1 + x2c2 + x3c3 + x4c4)= Lb

x1Lc1 + x2Lc2 + x3Lc3 + x4Lc4)= Lb (από γραµµικότητα)

R0x= x1c
′
1 + x2c

′
2 + x3c

′
3 + x4c

′
4 = Lb (Lcj = c′

j
)

(x1 − x3 + x4)c
′
1 + (x2 +3x3 + x4)c

′
2 = Lb (από την (1))

L
−1((x1 − x3 + x4)c

′
1 + (x2 +3x3 + x4)c

′
2)= L

−1
Lb

(x1 − x3 + x4)L
−1c′1 + (x2 +3x3 + x4)L

−1c′2 = b

(x1 − x3 + x4)c1 + (x2 +3x3 + x4)c2 = b (L−1c′
j
= cj).

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆ IX Υπόχωροι παραγόµενοι από µητρώο 28/XI/2023 7 / 30

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



παράδειγµα συνέχεια

Κατά συνέπεια µια ϐάση για τον χώρο στηλών C(A) ή rangeA αποτελούν οι

γραµµικά ανεξάρτητες στήλες του A c1 και c2, όπως και του R0, έτσι

rangeA= span
{1

1

2

 ,

1

0

1

}
=C(A).

Αναζητώντας στη συνέχεια µια ϐάση για τον nullA, ϑεωρούµε το σύστηµα

Ax= 0, δηλαδή παίρνουµε b= 0. Τότε

x1 − x3 + x4 = 0 και x2 +3x3 + x4 = 0

οπότε

x1 = x3 − x4 και x2 =−3x3 − x4

και η λύση του συστήµατος είναι
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παράδειγµα συνέχεια

x=


x1

x2

x3

x4

=


x3 − x4

−3x3 − x4

x3

x4

=


x3

−3x3

x3

0

+


−x4

−x4

0

x4

= x3


1

−3

1

0

+ x4


−1

−1

0

1

 .

΄Ετσι έχουµε ότι

nullA= span
{

1

−3

1

0

 ,


−1

−1

0

1

}

αφού τα δύο διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Σηµειώνουµε ότι το τελευταίο αποτέλεσµα µπορούµε να το πάρουµε από τις

ισοδυναµίες

Ax= 0⇔ LAx= L0⇔ R0x= 0⇔
{

x1 − x3 + x4 = 0

x2 +3x3 + x4 = 0
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Παράδειγµα 2

Να ϐρεθεί ο χώρος γραµµών και ο αριστερός µηδενόχωρος του µητρώου A

του Παραδείγµατος (7.1).

Πρώτη προσέγγιση. Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία που ακολουθήθηκε στο

Παράδειγµα (7.1) αλλά τώρα για το µητρώο A
T. ΄Ετσι ϐρίσκουµε

A
T =


1 1 2

1 0 1

2 −1 1

2 1 3

→


1 1 2

0 −1 −1

0 −3 −3

0 −1 −1

→


1 0 1

0 −1 −1

0 0 0

0 0 0

→


1 0 1

0 1 1

0 0 0

0 0 0

= R
′
0.

∆ύο από τις τρεις στήλες του R
′
0

είναι γραµµικά ανεξάρτητες, έτσι επιλέγοντας

την πρώτη και την δεύτερη παίρνουµε

rangeA
T = span

{
1

1

2

2

 ,


1

0

−1

1

}
=C(AT)= R(A).
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παράδειγµα συνέχεια

Για τον αριστερό µηδενόχωρο του A λύνουµε το σύστηµα A
Tx= 0, ισοδύναµα

R
′
0x= 0⇔

{
x1 + x3 = 0

x2 + x3 = 0

}
⇔


x1 =−t

x2 =−t

x3 = t

t ∈R

κατά συνέπεια

nullAT = span
{−1

−1

1

}
.

∆εύτερη προσέγγιση. Σε κάθε ϐήµα της απαλοιφής µια γραµµή προκύπτει από

τη πρόσθεση σε αυτή πολλαπλασίου άλλης γραµµής, συνεπώς κάθε γραµµή του

R0 είναι γραµµικός συνδυασµός των γραµµών του A, και αντιστρόφως. Αν µε rj
και r′

j
, j = 1,2,3 συµβολίσουµε τις γραµµές του A και R0 αντίστοιχα, ϐλέπουµε ότι

r1 = r′1 + r′2, r′1 = r2,

r2 = r′1, r′2 = r1 − r2,
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παράδειγµα συνέχεια

κατά συνέπεια rangeA
T = span{r′

1
, r′

2
} = span{r1, r2} = R(A),ή

rangeA
T = span

{
1

1

2

2

 ,


1

0

−1

1

}
= R(A).

Το µητρώο L που αναγάγει το A στο R0 είναι το

L =
1 1 0

0 −1 0

0 −1 1

 1 0 0

−1 1 0

−2 0 1

=
 0 1 0

1 −1 0

−1 −1 1


(γιατί;). Από την σχέση LA= R0 παρατηρούµε ότι η τελευταία γραµµή του L είναι

εκείνη που συνδυάζει τις γραµµές του A και δίνει την µηδενική γραµµή, τρίτη

γραµµή, του R0, έτσι η τελευταία γραµµή του L αποτελεί µια ϐάση του αριστερού

µηδενόχωρου nullAT.
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παράδειγµα συνέχεια

Πράγµατι

(LA)T =A
T
L
T = R

T
0 ⇔

A
T

0

1

0

 A
T

 1

−1

0

 A
T

−1

−1

1

=


1 0 0

0 1 0

−1 3 0

1 1 0

 ,

εποµένως

nullAT = span
{−1

−1

1

}
,

όπως ϐρήκαµε µε την πρώτη προσέγγιση.
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2. Τάξη µητρώου
Αν το A είναι ένα n×m µητρώο τότε οι οδηγοί του A καθορίζουν τις γραµµικά

ανεξάρτητες στήλες και τις γραµµικά ανεξάρτητες γραµµές του A. Συγκεκριµένα

οι γραµµικά ανεξάρτητες στήλες του A και οι γραµµικά ανεξάρτητες γραµµές

του A είναι αντίστοιχα οι στήλες που περιέχουν τους οδηγούς και οι γραµµές που

περιέχουν τους οδηγούς, κατά συνέπεια

# των γρ. ανεξαρτήτων στηλών του A=# των γρ. ανεξαρτήτων γραµµών του A

Ορισµός 3

Εάν A είναι ένα n×m µητρώο ορίζουµε την τάξη (rank) του A να είναι το πλήθος

των οδηγών του A. Συµβολίζουµε την τάξη του A µε rankA.

΄Αµεσες συνέπειες του ορισµού είναι ότι αν το A είναι ένα n×m µητρώο, τότε

rankA≤min{n,m}. (2)

rankA= dimC(A)= dim(rangeA). (3)

rankA= dimR(A)= dim(rangeA
T). (4)

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆ IX Υπόχωροι παραγόµενοι από µητρώο 28/XI/2023 14 / 30

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



Θεώρηµα 1 (Θεµελιώδες Θεώρηµα, µέρος 1)

Εάν A είναι ένα n×m µητρώο τάξης r , τότε

(1) dim(nullA)=m− r .

(2) dim(nullAT)= n− r .

Από το Θεώρηµα (ΘΘ1) και την (4) έπεται ότι

dim(nullA)+dim(rangeA
T)=m− r + r =m = dimRm,

και επειδή οι nullA και rangeA
T είναι υπόχωροι του Rm, έπεται ότι nullA+

rangeA
T =Rm. Στην πραγµατικότητα ισχύει το ισχυρότερο αποτέλεσµα

Θεώρηµα 2 (Θεµελιώδες Θεώρηµα, µέρος 2)

Εάν A είναι ένα n×m µητρώο, τότε

(1) Rm = nullA⊕ rangeA
T
,

(2) Rn = nullAT⊕ rangeA.
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Στο Θεµελιώδες Θεώρηµα αποδείξαµε ότι εάν A είναι ένα n×m µητρώο, τότε

Rm = nullA⊕ rangeA
T, και Rn = nullAT⊕ rangeA,

ενώ από το Θεώρηµα για το ορθογώνιο συµπλήρωµα έπεται ότι

Rm = nullA⊕ (nullA)⊥, και Rn = (rangeA)⊥⊕ rangeA.

Στη συνέχεια αποδεικνύουµε το επιπλέον αποτέλεσµα

Θεώρηµα 3 (Θεµελιώδες Θεώρηµα, µέρος 3)

Εάν A είναι ένα n×m µητρώο, τότε

(1) (nullA)⊥ = rangeA
T
,

(2) (rangeA)⊥ = nullAT
.
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Απόδειξη.

(1) Αν x ∈ (nullA)⊥, επειδή Rm = nullA⊕ rangeA
T, έπεται ότι x ∈ rangeA

T,

οπότε (nullA)⊥ ⊆ rangeA
T. ∆είχνουµε ότι rangeA

T ⊆ (nullA)⊥. Αν

x ∈ rangeA
T, µε x ̸= 0, τότε x=A

Ty, για κάποιο y ∈Rn, και

0< ∥x∥2 = 〈x,x〉 = 〈ATy,x〉 = (ATy)Tx= yT
Ax= 〈y,Ax〉

εποµένως Ax ̸= 0, συνεπώς x ∉ nullA, άρα x ∈ (nullA)⊥, γεγονός που

συµπληρώνει την απόδειξη του (1). Για το (2) παρατηρούµε ότι µε A
T στη ϑέση

του A από το (1) έχουµε (nullAT)⊥ = rangeA, έτσι

((nullAT)⊥)⊥ = (rangeA)⊥ ⇔ nullAT = (rangeA)⊥.

Σηµειώνουµε ότι εάν A είναι ένα n×m µητρώο, x ∈Rm και y ∈Rn, τότε

〈Ax,y〉 = 〈x,ATy〉,
όπου το 〈·, ·〉 στα αριστερά είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στο Rn και στα

δεξιά το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στο Rm.
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Κωδικοποιηµένα µπορούµε να αποτυπώσουµε αυτές τις σχέσεις στο Σχήµα που ακολουθεί.

Rm RnA

rankA= r

nullA

dim(nullA)=m− r

rangeA
T dim(rangeA

T)= r

nullAT

dim(nullAT)= n− r

rangeA dim(rangeA)= r

Σχήµα: Οι τέσσερεις υπόχωροι που παράγονται από µητρώο A διαστάσεων n×m.

Ax= y, x ∈Rm y ∈Rn.

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆ IX Υπόχωροι παραγόµενοι από µητρώο 28/XI/2023 18 / 30

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



3. Η δοµή της λύσης συστήµατος
Ας ϑεωρήσουµε το σύστηµα Ax = b, όπου A είναι ένα n×m µητρώο. Εάν r

είναι η τάξη του µητρώου, r = rankA, και {x0
1
, . . . ,x0

m−r
} είναι µια ϐάση για τον

µηδενόχωρο, nullA, του A, τότε κάθε λύση του οµοιογενούς συστήµατος Ax= 0
είναι της µορφής

c1x
0
1 +·· ·+cm−rx

0
m−r

. (5)

Ονοµάζουµε την (5) γενική λύση του οµοιογενούς συστήµατος. Ο χαρακτη-

ϱισµός γενική λύση δικαιολογείται από το γεγονός ότι αν x′ είναι µια λύση του

Ax = 0, τότε η x′ προκύπτει από την (5) µε κατάλληλη επιλογή των ck . Ας υπο-

ϑέσουµε τώρα ότι η xp είναι µια λύση του Ax = b, µια όπως λέµε ειδική λύση
(particular solution). Αν x είναι µια επίσης λύση του Ax = b, τότε η x−xp είναι

λύση του οµοιογενούς προβλήµατος. Πράγµατι

A(x−xp)=Ax−Axp = b−b= 0,

κατά συνέπεια υπάρχουν σταθερές c1, . . . ,cm−r ώστε

x−xp = c1x
0
1 +·· ·+cn−rx

0
m−r

= x0 ⇒ x= x0 +xp.

Αποδείξαµε λοιπόν το ακόλουθο
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Θεώρηµα 4

Εάν xp είναι µια ειδική λύση του συστήµατος Ax= b, τότε η γενική λύση του

συστήµατος είναι της µορφής

x= x0 +xp,

όπου x0 είναι η γενική λύση του οµοιογενούς συστήµατος.

Παράδειγµα 3

Παρατηρούµε ότι 1 1 2 2

1 0 −1 1

2 1 1 3




4

−5

1

1

=
3

4

7

 ,

κατά συνέπεια το xp = (
4 −5 1 1

)T
είναι µια ειδική λύση για το σύστηµα Ax= b,

όπου A είναι το µητρώο στο αριστερό µέρος του γινοµένου, µε b= (
3 4 7

)T
.
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παράδειγµα συνέχεια

Είδαµε στο Παράδειγµα (7.2) ότι µια ϐάση για τον µηδενόχωρο του A είναι η

{
1

−3

1

0

 ,


−1

−1

0

1

}

εποµένως, σύµφωνα µε το Θεώρηµα (7.1), η γενική λύση του συστήµατος

Ax= b είναι

x= c1


1

−3

1

0

+c2


−1

−1

0

1

+


4

−5

1

1

 , (6)

όπου c1,c2 είναι πραγµατικές παράµετροι.

Για επιβεβαίωση από το επαυξηµένο µητρώο
(
A b

)
του συστήµατος παίρνουµε
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παράδειγµα συνέχεια

1 1 2 2 3

1 0 −1 1 4

2 1 1 3 7

→
1 1 2 2 3

0 −1 −3 −1 1

0 −1 −3 −1 1

→
1 0 −1 1 4

0 1 3 1 −1

0 0 0 0 0

 ,

οπότε το ισοδύναµο σύστηµα είναι

x1 − x3 + x4 = 4

x2 +3x3 + x4 =−1

}
⇔

{
x1 = 4+ x3 − x4

x2 =−1−3x3 − x4

΄Ετσι η λύση του συστήµατος είναι

x=


x1

x2

x3

x4

=


4+ x3 − x4

−1−3x3 − x4

x3

x4

= x3


1

−3

1

0

+ x4


−1

−1

0

1

+


4

−1

0

0

 . (7)
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παράδειγµα συνέχεια

∆ιατυπώνεται το ερώτηµα κατά πόσον οι (6) και (7) συµφωνούν. Παρατηρούµε

ότι για x3 =λ+1 και x4 =µ+1 έχουµε

(λ+1)


1

−3

1

0

+ (µ+1)


−1

−1

0

1

+


4

−1

0

0

=λ


1

−3

1

0

+µ


−1

−1

0

1

+


4

−5

1

1

 ,

κατά συνέπεια οι δύο λύσεις είναι ισοδύναµες, και αυτό ακριβώς το

αποτέλεσµα δικαιολογεί τον χαρακτηρισµό µιας τέτοιας λύσης ως γενική. Ειδικά

η xp = (
4 −5 1 1

)T
προκύπτει από την (7) για x3 = x4 = 1.
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Παρατήρηση 3

Εάν A και B είναι µητρώα συµβατών διαστάσεων ώστε να ορίζεται το AB

δηµιουργείται το ερώτηµα εάν υπάρχει κάποια σχέση µεταξύ των τάξεων των A,

B και AB. Ας δούµε σαν παράδειγµα µια απλή περίπτωση, όπου τα A και B είναι

2×2 µητρώα. Υπολογίζοντας ή για την ακρίβεια γράφοντας

AB =
(
a11 a12

a21 a22

)(
b11 b12

b21 b22

)
=


(
a11 a12

)(b11

b21

) (
a11 a12

)(b12

b22

)
(
a21 a22

)(b11

b21

) (
a21 a22

)(b12

b22

)
 ,

ϐλέπουµε ότι

• αν οι γραµµές του A είναι γραµµικά εξαρτηµένες, τότε και οι γραµµές του AB

είναι γραµµικά εξαρτηµένες, ή

• αν οι στήλες του B είναι γραµµικά εξαρτηµένες τότε και οι στήλες του AB είναι

γραµµικά εξαρτηµένες.

Κατά συνέπεια rank(AB)≤min{rankA,rankB}.
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Παράδειγµα 4

Αν A=QS, όπου

Q =
2 1

3 −2

1 0

 , S =
(
1 −1 2

3 0 1

)
, rankQ = rankS = 2

το A είναι 3×3, αλλά rankA≤ 2. Πράγµατι

A=
2

3

1

1+
 1

−2

0

3

2

3

1

(−1)+
 1

−2

0

0

2

3

1

2+
 1

−2

0

1


=


(
1 −1 2

)
2+ (

3 0 1
)
1(

1 −1 2
)
3+ (

3 0 1
)
(−2)(

1 −1 2
)
1+ (

3 0 1
)
0

 ,

Οι στήλες του A (γραµµικοί συνδυασµοί των στηλών του Q), ή οι γραµµές του A

(γραµµικοί συνδυασµοί των γραµµών του S) παράγονται από δύο διανύσµατα.
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παράδειγµα συνέχεια

Εποµένως για τον χώρο στηλών του A έχουµε

C(A)= rangeA= span
{2

3

1

 ,

 1

−2

0

}

και για τον χώρο γραµµών του A

R(A)= rangeA
T = span

{ 1

−1

2

 ,

3

0

1

}
.

΄Ετσι rankA= 2, γεγονός που περιµέναµε αφού

rank

2 1

3 −2

1 0

= 2 και rank

(
1 −1 2

3 0 1

)
= 2.

Από το Θεµελιώδες Θεώρηµα έπεται ότι dim(nullA)= 3−2= 1.
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παράδειγµα συνέχεια

Επειδή rankQ = 2= rankS έχουµε ότι Ax= 0⇔ Sx= 0, ή

(
1 −1 2

3 0 1

)x1

x2

x3

=
0

0

0

 . (8)

Με απαλοιφή ϐρίσκουµε(
1 −1 2

3 0 1

)
→

(
1 −1 2

0 3 −5

)
→

(
1 −1 2

0 1 −5/3

)
→

(
1 0 1/3

0 1 −5/3

)
΄Ετσι η λύση της (8) είναι x1

x2

x3

=
− 1

3
x3

5

3
x3

x3

= x3

3

−1

5

3
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παράδειγµα συνέχεια

εποµένως

nullA= span
{−1

5

3

}
.

Για την εύρεση του αριστερού µηδενόχωρου του A, από την A=QS παίρνουµε

A
T = S

T
Q

T, και όπως πριν αφού rankQ = 2= rankS έχουµε

A
Tx= 0⇔Q

Tx= 0. Και πάλι µε απαλοιφή ϐρίσκουµε(
2 3 1

1 −2 0

)
→

(
1 −2 0

2 3 1

)
→

(
1 −2 0

0 7 1

)
→

(
1 −2 0

0 1 1/7

)
→

(
1 0 2/7

0 1 1/7

)
.

Η λύση λοιπόν της A
Tx= 0 είναιx1

x2

x3

=
− 2

7
x3

− 1

7
x3

x3

=−x3

7

 2

1

−7


εποµένως
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παράδειγµα συνέχεια

nullAT = span
{ 2

1

−7

}
.

Μητρώα τάξης ένα. Αν u και v είναι διανύσµατα, ας πούµε στο R3, τότε

uvT =
u1

u2

u3

(
v1 v2 v3

)=
u1v1 u1v2 u1v3

u2v1 u2v2 u2v3

u3v1 u3v2 u3v3


= (

v1u v2u v3u
)

=
u1vT

u2vT

u3vT

 ,

δηλαδή rankuvT = 1. ΄Οµοια αν u ∈Rn και v ∈Rm, τότε το µητρώο uvT έχει τάξη

ένα. Το αυτό ισχύει και για το µητρώο vuT. ∆είξτε ότι ισχύει και το αντίστροφο,

δηλαδή αν το n×m µητρώο A είναι τάξης ένα, τότε υπάρχουν διανύσµατα u ∈Rn

και v ∈Rm ώστε A= uvT.
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Χάριν πληρότητας αναφέρουµε επίσης ότι(
a b

c d

)(
w x

y z

)
=

(
a

c

)(
w x

)+(
b

d

)(
y z

)
. (9)

Αποδεικνύεται ότι κάθε µητρώο στο δεξί µέλος της (9) είναι τάξης ένα. Τα αποτε-

λέσµατα αυτά ισχύουν προφανώς για γινόµενα µητρώων γενικότερων συµβατών

διαστάσεων. ΄Ετσι αν το A = (
aij

)
είναι ένα n×m µητρώο, το B = (

bij

)
είναι ένα

m× k µητρώο και για το τυπικό µητρώο M ∈Mn,m µε Mi∗ συµβολίσουµε, ως συ-

νήθως, την i-γραµµή του M, ως διάνυσµα-στήλη, και µε M∗j την j-στήλη του M,

έχουµε

(AB)∗j = b1jA∗1 +b2jA∗2 +·· ·+bmjA∗m, j = 1,2, . . . ,k

(AB)i∗ = ai1B1∗+ai2B2∗+·· ·+aimBm∗, i = 1,2, . . . ,n.

Η γενίκευση της (9) είναι

AB =A∗1B
T
1∗+A∗2B

T
2∗+·· ·+A∗m

B
T
m∗

από την οποία έπεται ότι το γινόµενο δύο µητρώων διασπάται σε ένα άθροισµα

µητρώων τάξης ένα.
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