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1. Εσωτερικό γινόµενο
Εάν a,b ∈R3 το γινόµενο aTb ορίζεται ως γινόµενο µητρώων και

aTb= (
a1 a2 a3

)b1

b2

b3

= a1b1 +a2b2 +a3b3.

Το γινόµενο αυτό το γνωρίζουµε ως το εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων a
και b, και το συµβολίζουµε µε a ·b, ή 〈a,b〉.
Ορισµός 1

Εάν X είναι ένας πραγµατικός διανυσµατικός χώρος µια πραγµατική συνάρτηση

〈·, ·〉 : X ×X →R ϑα λέγεται εσωτερικό γινόµενο (inner product) εάν:

(1) 〈u,u〉 ≥ 0 και 〈u,u〉 = 0 αν και µόνο αν u= 0.

(2) 〈u+v,w〉 = 〈u,w〉+〈v,w〉, για κάθε u,v,w ∈ X .

(3) 〈λu,v〉 =λ〈u,v〉, για κάθε u,v ∈ X και λ ∈R.

(4) 〈v,u〉 = 〈u,v〉, για κάθε u,v ∈ X .

΄Ενα εσωτερικό γινόµενο 〈u,v〉 συµβολίζεται και ως u ·v. Λέγεται, έτσι, και στικτό
γινόµενο (dot product), ή βαθµωτό γινόµενο (scalar product).
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Παρατηρούµε ότι εάν u,v,w ∈ X και λ,µ ∈R έχουµε

〈u,λv+µw〉 = 〈λv+µw,u〉 (από την (4))

=λ〈v,u〉+µ〈w,u〉 (από τις (2) και (3))

=λ〈u,v〉+µ〈u,w〉 (από την (4)).

Ορισµός 2

΄Ενας διανυσµατικός χώρος X στον οποίο έχει οριστεί ένα εσωτερικό γινόµενο

〈·, ·〉 λέγεται χώρος µε εσωτερικό γινόµενο. Στην περίπτωση αυτή γράφουµε

(X ,〈·, ·〉).

Παράδειγµα 1 (Το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο)

Ο Rn µε 〈u,v〉 = uTv είναι χώρος µε εσωτερικό γινόµενο.

(1) uTu= u
2
1
+u

2
2
+·· ·+u

2
n
= ∥u∥2 ≥ 0 και uTu= 0 αν και µόνο αν u= 0.

(2) (u+v)Tw= (uT+vT)w= uTw+vTw.
(3) (λu)Tv=λu1v1 +λu2v2 +·· ·+λunvn =λ(u1v1 +u2v2 +·· ·+unvn)=λuTv.

(4) uTv= vTu λόγω µεταθετικότητας του πολλαπλασιασµού στο R.

Κατά συνέπεια η σχέση 〈u,v〉 = uTv είναι ένα εσωτερικό γινόµενο στο Rn.
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Παρατήρηση 1

Εάν το A είναι ένα n×m µητρώο και το B ένα m× k µητρώο, µε το γνωστό

συµβολισµό για τις γραµµές και τις στήλες, από τον ορισµό του

πολλαπλασιασµού µητρώων έπεται ότι

AB =


A

T
1∗B∗1

A
T
1∗B∗2

· · · A
T
1∗B∗k

A
T
2∗B∗1

A
T
2∗B∗2

· · · A
T
2∗B∗k

...
...

...

A
T
n∗B∗1

A
T
n∗B∗2

· · · A
T
n∗B∗k



=


〈A1∗,B∗1〉 〈A1∗,B∗2〉 · · · 〈A1∗,B∗k〉
〈A2∗,B∗1〉 〈A2∗,B∗2〉 · · · 〈A2∗,B∗k〉

...
...

...

〈An∗,B∗1〉 〈An∗,B∗2〉 · · · 〈An∗,B∗k〉

 ,

έτσι

AB = (
Ai∗ ·B∗j

)= (〈Ai∗,B∗j〉
)= (

A
T
i∗B∗j

)
µε i = 1,2, . . . ,n και j = 1,2, . . . ,k .
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΄Ασκηση 1

(αʹ) ∆είξτε ότι η σχέση

〈u,v〉 = u1v1 +2u2v2 +3u3v3. (1)

ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στο R3.

(βʹ) ∆είξτε ότι

〈u,v〉 = uT

1 0 0

0 2 0

0 0 3

v. (2)

΄Ασκηση 2

Εάν u ·v είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στο R3, και A είναι ένα αντιστρέψιµο

3×3 µητρώο δείξτε ότι η σχέση

〈u,v〉 =Au ·Av (3)

ορίζει ένα εσωτρικό γινόµενο στο R3. Σηµειώνουµε ότι

〈u,v〉 =Au ·Av= (Au)TAv= uT
A

T
Av.
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Παρατήρηση 2

Υπό το πρίσµα του αποτελέσµατος της ΄Ασκησης 2 ϐλέπουµε ότι το σύνηθες

εσωτερικό γινόµενο στο R3 υλοποιείται και ως

〈u,v〉 = Iu · Iv

όπου I είναι το 3×3 ταυτοτικό µητρώο. Επιπλέον το εσωτερικό γινόµενο στην

΄Ασκηση 8.1 δίνεται από τη σχέση (3) µε

A=
1 0 0

0
p

2 0

0 0
p

3

 .

Τα αποτελέσµατα των Ασκήσεων 8.1 και 8.2 γενικεύονται και ισχύουν στον Rn.

Ειδικά αν A είναι ένα αντιστρέψιµο n×n µητρώο, τότε η σχέση

〈u,v〉 = uT
A

T
Av

ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στο Rn.
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΄Ασκηση 3

Εάν p και q είναι πολυώνυµα ϐαθµού το πολύ δύο µε p(x)= a0 +a1x +a2x
2 και

q(x)= b0 +b1x +b2x
2 ορίζουµε

〈p,q〉 = a0b0 +a1b1 +a2b2.

∆είξτε ότι η σχέση αυτή είναι ένα εσωτερικό γινόµενο στο P2.

Παράδειγµα 2

Στο χώρο C [a,b] των πραγµατικών συνεχών συναρτήσεων στο διάστηµα [a,b]
η σχέση

〈f ,g〉 =
∫

b

a

f(x)g(x)dx (4)

ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο. Πράγµατι αν f ,g,h ∈C [a,b] και λ ∈R, τότε

(1)

〈f , f 〉 =
∫

b

a

f
2(x)dx ≥ 0

από τις ιδιότητες του ολοκληρώµατος αφού f
2(x)≥ 0 για κάθε x ∈ [a,b].
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παράδειγµα συνέχεια

Επιπλέον από τις ιδιότητες των συνεχών συναρτήσεων και του ολοκληρώµατος

έπεται ότι

〈f , f 〉 =
∫

b

a

f
2(x)dx = 0

∗⇔ f(x)= 0 ∀x ∈ [a,b]⇔ f = 0.

∗
Αν η h είναι συνεχής στο [a,b], h(x)≥ 0 και

∫
b

a
h(x)dx = 0, τότε h(x)= 0 στο [a,b].

(2) Από τη γραµµικότητα του ολοκληρώµατος

〈f +g,h〉 =
∫

b

a

(
f(x)+g(x)

)
h(x)dx =

∫
b

a

(
f(x)h(x)+g(x)h(x)

)
dx

=
∫

b

a

f(x)h(x)dx +
∫

b

a

g(x)h(x)dx = 〈f ,h〉+〈g,h〉.

(3) ΄Οµοια

〈λf ,g〉 =
∫

b

a

λf(x)g(x)dx =λ
∫

b

a

f(x)g(x)dx =λ〈f ,g〉.
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παράδειγµα συνέχεια

(4) Τέλος

〈f ,g〉 =
∫

b

a

f(x)g(x)dx =
∫

b

a

g(x)f(x)dx = 〈g, f 〉.

Κατά συνέπεια η (4) ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στο χώρο C [a,b].

Ορισµός 3

΄Εστω ότι X είναι ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉. Θα

λέµε ότι τα διανύσµατα u και v του X είναι ορθογώνια (orthogonal) ή κάθετα
(perpendicular) µεταξύ τους αν 〈u,v〉 = 0. Αν τα u και v είναι ορθογώνια

γράφουµε u⊥ v.

Για παράδειγµα αν u= (
1 2 3

)T
και v= (−2 1 0

)T
, τότε

u ·v= (1)(−2)+ (2)(1)+ (3)(0)=−2+2= 0,

εποµένως τα δύο διανύσµατα είναι ορθογώνια µεταξύ τους, u⊥ v.
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Παράδειγµα 3

Ας συµβολίσουµε µε Pn[−1,1] τον χώρο των πολυωνύµων ϐαθµού έως n

περιορισµένων στο διάστηµα [−1,1]. Μια ϐάση για τον χώρο αυτό είναι η

B = {1,x,x2, . . . ,xn}. Παρατηρούµε ότι

〈x i ,x j〉 =
∫

1

−1

x
i
x

j dx = 1

i + j +1
x

i+j+1

]1

−1

= 1

i + j +1
[1− (−1)i+j+1]

i, j = 0,1, . . . ,n (x0 = 1). Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι

〈x i ,x j〉 =


0 αν i + j είναι περιττός

2

i + j +1
αν i + j είναι άρτιος

΄Ετσι αν i+ l είναι περιττός αριθµός, τότε τα x
i και x

j είναι ορθογώνια µεταξύ τους

στο διάστηµα [−1,1].

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆ VII Χώροι µε εσωτερικό γινόµενο 13 & 20 /XI/2023 10 / 26

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



Στην περίπτωση µιγαδικού διανυσµατικού χώρου, δηλαδή ενός διανυσµατικού

χώρου πάνω στο σώµα των µιγαδικών αριθµών, έχουµε

Ορισµός 4

Εάν X είναι ένας µιγαδικός διανυσµατικός χώρος µια συνάρτηση

〈·, ·〉 : X ×X →C ϑα λέγεται εσωτερικό γινόµενο (inner product) εάν ισχύουν τα

παρακάτω:

(1) 〈u,u〉 ≥ 0 και 〈u,u〉 = 0 αν και µόνο αν u= 0.

(2) 〈u+v,w〉 = 〈u,w〉+〈v,w〉, για κάθε u,v,w ∈ X .

(3) 〈λu,v〉 =λ〈u,v〉, για κάθε u,v ∈ X και λ ∈R.

(4) 〈v,u〉 = 〈u,v〉, για κάθε u,v ∈ X .

΄Οπου στην (4) µε z συµβολίζουµε τον συζυγή του µιγαδικού αριθµού z.

Παρατηρούµε ότι εάν u,v,w ∈ X και ζ,ξ ∈C έχουµε

〈u,ζv+ξw〉 = 〈ζv+ξw,u〉 (από την (4))

= ζ〈v,u〉+ξ〈w,u〉 (από τις (2) και (3))

= ζ〈u,v〉+ξ〈u,w〉 (από την (4)).
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΄Ασκηση 4

Αν a= (
a1 a2 . . . an

)T
και b= (

b1 b2 . . . bn

)T
είναι διανύσµατα στο Cn δείξτε

ότι η σχέση

〈a,b〉 := a1b1 +a2b2 +·· ·+anbn

είναι ένα εσωτερικό γινόµενο.

2. Νόρµα διανύσµατος

Ορισµός 5

Εάν X είναι ένας διανυσµατικός χώρος µια συνάρτηση ∥ ·∥ : X →R λέγεται

νόρµα (norm) εάν για κάθε u και v στο X ικανοποιούνται οι σχέσεις

(1) ∥u∥ ≥ 0 και ∥u∥ = 0 αν και µόνο αν u= 0.

(2) ∥λu∥ = |λ|∥u∥, για κάθε λ ∈R (ή C).

(3) ∥u+v∥ ≤ ∥u∥+∥v∥.

Για u ∈ X ο (µη αρνητικός) πραγµατικός αριθµός ∥u∥ λέγεται νόρµα του u.

Η ιδιότητα (3) είναι η τριγωνική ανισότητα.
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Παράδειγµα 4

Το µέτρο του u= (
u1 . . . un

)T ∈Rn είναι νόρµα. Οι ιδιότητες (1) και (2) έπονται από

την

∥u∥ =
√

u
2
1
+·· ·+u

2
n =

√
〈u,u〉

όπου 〈u,v〉 = u ·v. Για την (3) υπολογίζουµε,

∥u+v∥2 = 〈u+v,u+v〉 = 〈u,u〉+〈u,v〉+〈v,u〉+〈v,v〉
= ∥u∥2 +2〈u,v〉+∥v∥2

= ∥u∥2 +2∥u∥∥v∥cosθ+∥v∥2

≤ ∥u∥2 +2∥u∥∥v∥+∥v∥2

= (∥u∥+∥v∥)2

απ΄ όπου έπεται η (3) παίρνοντας ϱίζες. Τη νόρµα (µέτρο) του a= (
a1 . . . an

)T ∈Rn

τη λέµε ℓ2-νόρµα στο Rn και τη συµβολίζουµε µε ∥ ·∥2, έτσι

∥a∥2 =
( n∑

k=1

|ak |2
)1/2

. (5)
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Παράδειγµα 5

Αν a= (
a1 . . . an

)T ∈Rn ορίζουµε

∥a∥ =
n∑

k=1

|ak |.

Η ∥ ·∥ είναι νόρµα. Πράγµατι ∥a∥ ≥ 0, σαν άθροιµα µη αρνητικών ποσοτήτων,

ενώ ∥a∥ = 0 αν και µόνο αν |ak | = 0, για όλα τα k , άρα ο νόµος (1) στον ορισµό

της νόρµας ικανοποιείται. ΄Εστω λ ∈R, τότε

∥λa∥ =
n∑

k=1

|λak | = |λ|
n∑

k=1

|ak |

από την οποία προκύπτει η (2). Η (3), η τριγωνική ανισότητα είναι άµεση

συνέπεια της τριγωνικής ανισότητας της απόλυτης τιµής

|ak +bk | ≤ |ak |+ |bk |, k = 1,2, . . . ,n.

Τη νόρµα αυτή λέµε ℓ1-νόρµα στο Rn και τη συµβολίζουµε µε ∥ ·∥1.
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Παράδειγµα 6

Αν a= (
a1 . . . an

)T ∈Rn ορίζουµε

∥a∥ = max
1≤k≤n

|ak |.

Οι συνθήκες (1) και (2) του ορισµού της νόρµας ικανοποιούνται η δε (3), η

τριγωνική ανισότητα, έπεται από το γεγονός ότι για k = 1,2, . . . ,n

|ak +bk | ≤ |ak |+ |bk |
≤ max

1≤k≤n

|ak |+ max
1≤k≤n

|bk |,

εποµένως

max
1≤k≤n

|ak +bk | ≤ max
1≤k≤n

|ak |+ max
1≤k≤n

|bk |.
Η ∥ ·∥ λοιπόν είναι νόρµα. Συνήθως τη συµβολίζουµε µε ∥ ·∥∞ και τη λέµε

maximum-νόρµα ή ℓ∞-νόρµα στο Rn.

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆ VII Χώροι µε εσωτερικό γινόµενο 13 & 20 /XI/2023 15 / 26

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



Οι µοναδιαίες (ως προς τις τρεις διαφορετικές νόρµες) σφαίρες στο R2

S1 = {x : ∥x∥1 = 1}, S2 = {x : ∥x∥2 = 1}, S∞ = {x : ∥x∥∞ = 1}

S∞
S2

S1

(1,0)

(0,1)

Σχήµα: Οι µοναδιαίες σφαίρες S1, S2, S∞ στο R2
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΄Ασκηση 5

΄Εστω ότι το a είναι ένα τυχαίο αλλά σταθερό διάνυσµα στο Rn.

(αʹ) Να δειχθεί ότι ∥a∥2 ≤ ∥a∥1.

(βʹ) Να δειχθεί ότι ∥a∥∞ ≤ ∥a∥p ≤ n
1/p∥a∥∞ για p = 1,2.

Παρατήρηση 3

Για το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στο Rn παρατηρούµε ότι

|〈u,v〉| = ∥u∥∥v∥|cosθ| ≤ ∥u∥∥v∥ (6)

ισοδύναµα

|u1v1 +·· ·+unvn| ≤
√

u
2
1
+·· ·+u

2
n

√
v

2
1
+·· ·+v

2
n (7)

(προσπαθήστε να την αποδείξετε). Στην πραγµατικότητα η (6) είναι ειδική

περίπτωση της ανισότητας Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz.
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Θεώρηµα 1 (Η ανισότητα Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz)

Εάν X είναι ένας πραγµατικός διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο

〈·, ·〉, τότε

〈u,v〉2 ≤ 〈u,u〉〈v,v〉
για όλα τα διανύσµατα u και v του X. Ισότητα ισχύει στην ανισότητα αν και µόνο

αν τα u και v είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

Απόδειξη. Για t ∈R από τις ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου έχουµε

0≤ 〈u− tv,u− tv〉
= 〈u,u〉−2t〈u,v〉+ t

2〈v,v〉.
Αν v = 0 η προς απόδειξη ανισότητα ισχύει σαν ισότητα µε τα δύο µέλη ίσα µε

µηδέν. Για v ̸= 0 και t = 〈u,v〉/〈v,v〉 από την τλευταία ανισότητα παίρνουµε

0≤ 〈u,u〉− 〈u,v〉2

〈v,v〉 ⇒ 〈u,v〉2 ≤ 〈u,u〉〈v,v〉
που είναι το Ϲητούµενο. Ισχύει η ισότητα αν και µόνο αν 〈u− tv,u− tv〉 = 0,

ισοδύναµα, από τον ορισµό του εσωτερικού γινοµένου u− tv = 0, ή u = tv,

δηλαδή τα u και v είναι γραµµικά εξαρτηµένα.
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Θεώρηµα 2

Σε ένα διανυσµατικό χώρο X µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉 η σχέση

∥u∥ = 〈u,u〉1/2
, u ∈ X ορίζει νόρµα. Τη νόρµα αυτή λέµε επαγόµενη νόρµα.

Υπό το πρίσµα του τελευταίου αποτελέσµατος επαναδιατυπώνουµε

Θεώρηµα 3 (Η ανισότητα Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz)

Εάν X είναι ένας πραγµατικός διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο

〈·, ·〉 και νόρµα που ορίζεται µε τη σχέση ∥ ·∥ = 〈·, ·〉1/2
, τότε

|〈u,v〉| ≤ ∥u∥∥v∥

για όλα τα διανύσµατα u και v του X. Ισότητα ισχύει στην ανισότητα αν και µόνο

αν τα u και v είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

Σηµείωση. Στη περίπτωση µιγαδικού διανυσµατικού χώρου µε εσωτερικό γινόµε-

νο 〈·, ·〉 ισχύει και πάλι η ανισότητα Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz

|〈u,v〉|2 ≤ 〈u,u〉〈v,v〉.
Η απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτήν της πραγµατικής περίπτωσης.
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΄Ασκηση 6

Κατά την απόδειξη της ανισότητας Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz δείξαµε ότι

∥u∥2 −2t〈u,v〉+ t
2∥v∥2 ≥ 0 για κάθε t ∈R. Από το συµπέρασµα που εξάγεται

για την διακρίνουσα αυτού του τριωνύµου (ποιό ;) προκύπτει µια άλλη απόδειξη

της ανισότητας (πώς;).

΄Ασκηση 7

Αν µε C ([a,b],C) συµβολίσουµε τον χώρο των συνεχών συναρτήσεων στο

διάστηµα [a,b] οι οποίες παίρνουν µιγαδικές τιµές, δείξτε ότι η σχέση

〈f ,g〉 =
∫

b

a

f(x)g(x)dx (8)

ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο. Συµπεράνατε ότι η σχέση

∥f∥ :=
√
〈f , f 〉 =

(∫ b

a

f(x)f(x)dx

)1/2

=
(∫ b

a

|f(x)|2 dx

)1/2

(9)

είναι µια νόρµα στο C ([a,b],C).
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3. Ορθογώνιο συµπλήρωµα

Ορισµός 6

Αν S είναι ένα υποσύνολο ενός διανυσµατικού χώρου X µε εσωτερικό γινόµενο

〈·, ·〉 το σύνολο όλων των διανυσµάτων του X τα οποία είναι ορθογώνια σε κάθε

διάνυσµα του S λέγεται ορθογώνιο συµπλήρωµα (orthogonal complement) του

S και συµβολίζεται µε S
⊥, έτσι

S
⊥ = {x ∈ X : 〈x,s〉 = 0 για κάθε s ∈ S}.

Αν το S είναι υποσύνολο του X , x,y ∈ S
⊥, λ,µ ∈R και s ∈ S, τότε

〈λx+µy,s〉 = 〈λx,s〉+〈µy,s〉
=λ〈x,s〉+µ〈y,s〉 = 0

από τον ορισµό του S
⊥, κατά συνέπεια λx+µy ∈ S

⊥. ∆είξαµε λοιπόν ότι

Θεώρηµα 4

Αν το S είναι υποσύνολο του διανυσµατικού χώρου X µε εσωτερικό γινόµενο, το

ορθογώνιο συµπλήρωµα S
⊥

του S είναι υπόχωρος του X.
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Παράδειγµα 7

Η ευθεία µε εξίσωση y = x είναι ο υπόχωρος του R2

W =
{(

x

x

)
: x ∈R

}
.

Να ϐρεθεί ο υπόχωρος W
⊥.

WW
⊥

R2 =W ⊕W
⊥
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παράδειγµα συνέχεια

Αν
(
y z

)T ∈W
⊥, τότε (

x

x

)
·
(
y

z

)
= xy + xz = x(y + z)= 0

για κάθε x ∈R, εποµένως z =−y . Κατά συνέπεια, ως προς το σύνηθες

εσωτερικό γινόµενο, το ορθογώνιο συµπλήρωµα του W είναι το

W
⊥ =

{(
x

−x

)
: x ∈R

}
δηλαδή η ευθεία µε εξίσωση y =−x .

΄Ασκηση 8

Να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα του υποσυνόλου του R2

S =
{(

x

x +1

)
: x ∈R

}
.
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Παρατήρηση 4

Σε σχέση µε το Παράδειγµα 7 παρατηρούµε ότι οι υπόχωροι W και W
⊥

αποτελούν ένα ορθογώνιο σύστηµα αξόνων και(
x

y

)
= 1

2

(
x +y

x +y

)
+ 1

2

(
x −y

y − x

)
,

δηλαδή το τυχαίο διάνυσµα x ∈R2 γράφεται σαν το άθροισµα x=w+w′, όπου

w ∈W και w′ ∈W
⊥. Το αποτέλεσµα αυτό γενικεύεται.

Θεώρηµα 5

Αν το W είναι υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου X πεπερασµένης

διάστασης, µε εσωτερικό γινόµενο, τότε X =W ⊕W
⊥

, δηλαδή ο X είναι το ευθύ

άθροισµα των W και W
⊥

.

Πόρισµα 1

Αν το W είναι υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου X διάστασης n, µε

εσωτερικό γινόµενο, τότε dimW
⊥ = n−dimW.
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Πρόταση 1

Αν το W είναι υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου X διάστασης n, µε

εσωτερικό γινόµενο, τότε (W⊥)⊥ =W.

Αναρωτιόµαστε αν ϑα µπορούσε να είναι διαφορετικό το συµπέρασµα αφού

X =W ⊕W
⊥

και X =W
⊥⊕ (W⊥)⊥,

ως συνέπεια του Θεωρήµατος 5.

Απόδειξη.

∆είχνουµε πρώτα ότι (W⊥)⊥ ⊆W . Αν x ∈ (W⊥)⊥, τότε ως στοιχείο του χώρου X

γράφεται ως x=w+ z, όπου w ∈W και z ∈W
⊥, ϐλέπε Θεώρηµα 9.4. ΄Ετσι

υπολογίζουµε

0= 〈x,z〉 = 〈w+ z,z〉 = 〈w,z〉+〈z,z〉 = ∥z∥2

αφού w⊥ z, συνεπώς, από τον ορισµό της νόρµας, παίρνουµε z= 0,

ισοδύναµα x=w ∈W , δηλαδή (W⊥)⊥ ⊆W . Αποµένει να δείξουµε ότι

W ⊆ (W⊥)⊥. Πράγµατι αν x ∈W , τότε 〈x,y〉 = 0 για κάθε y ∈W
⊥, εποµένως

x ∈ (W⊥)⊥, που είναι το Ϲητούµενο.
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Ερώτηµα: Αν X είναι διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο και V ,W είναι

υπόχωροι του X τέτοιοι ώστε

X =V ⊕V
⊥, και X =V ⊕W ,

είναι αλήθεια ότι W =V
⊥;

Παράδειγµα 8 (ή αντιπαράδειγµα)

Στο R2 ϑέτουµε

L1 = span
{(

1

0

)}
, L2 = span

{(
0

1

)}
, L3 = span

{(
1

1

)}
.

Τότε L2 = L
⊥
1

(γιατί;), R2 = L1 ⊕ L2 και R2 = L1 ⊕ L3, αφού(
x

y

)
=

(
x

0

)
+

(
0

y

)
και

(
x

y

)
=

(
x −y

0

)
+

(
y

y

)
,

αλλά κάθε άλλο παρά L2 = L3.
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