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ΑΣΚΗΣΕΙΣ, 9η σειρά (σχετικές µε τις ∆ιαλέξεις 09-10)

Ανασκόπηση

� Το µητρώο της ορθογώνιας προβολής ΄Εστω a ένα διάνυσµα του Rm και W ένας υπόχωρος
του Rm.

(1) Η προβολή ενός διανύσµατος u επί του a, proja u υλοποιείται µέσω του µητρώου

P =
aaT

aTa
ώστε proja u = Pu.

(2) Η προβολή ενός διανύσµατος u επί του W , projW u υλοποιείται µέσω του µητρώου

P = A(ATA)−1AT ώστε projW u = Pu,

όπου A είναι ένα µητρώο µε στήλες τα διανύσµατα µιας ϐάσης του W .

� ΄Εστω P ένα µητρώο.

(1) Το P είναι µητρώο προβολής αν και µόνο αν P = P 2.

(2) Το P είναι µητρώο ορθογώνιας προβολής αν επιπλέον P T = P .

� ∆ιάλεξη 09 σελ. 34-35. Εάν P είναι µητρώο ορθογώνιας προβολής στο Rm επί υπόχωρου W ,
τότε

(1) rangeP =W και nullP = range(I − P ).
(2) Rm = rangeP ⊕ nullP και rangeP ⊥ nullP .

Ασκήσεις

1. Η νόρµα Frobenius. Εάν A είναι ένα n × n µητρώο, ορίζουµε το ίχνος (trace) του A να είναι
το άθροισµα των στοιχείων της κύριας διαγωνίου του A. Το συµβολίζουµε µε traceA έτσι

traceA = a11 + a22 + · · ·+ ann.

(αʹ) ∆είξτε ότι στον χώρο Mn,m(R) η σχέση

〈A,B〉 := trace(ATB)

είναι ένα εσωτερικό γινόµενο. Την επαγόµενη νόρµα ονοµάζουµε νόρµα Frobenius.

(ϐʹ) Βρείτε µια αναλυτική έκφραση για την νόρµα Frobenius ‖ · ‖F του µητρώου A =
(
aij
)
∈

M2,3.

2. Εάν

S =

{
x
y
x
y

 : x, y ∈ R

}
,

να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα S⊥ καθώς και µια ϐάση του S⊥.
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3. Εάν για ένα n× n µητρώο A ισχύει A2 = A και rankA = n, δείξτε ότι A = I.

4. ΄Εστω A ένα n× 3 µητρώο του οποίου οι στήλες είναι ορθογώνιες.

(αʹ) Εάν η κάθε στήλη έχει µέτρο 4, ποιο είναι το µητρώο ATA;

(ϐʹ) Εάν οι στήλες έχουν µέτρα 1, 2 και 3 αντίστοιχα, ποιο είναι το µητρώο ATA;

5. ΄Ασκηση 17 §4.2 Strang. Αν P 2 = P δείξτε ότι (I − P )2 = I − P . ΄Οταν ο P προβάλλει επί του
χώρου των στηλών του P , rangeP , ο I − P προβάλλει επί του .

6. ΄Ασκηση 1 §4.2 Strang. Προβάλετε το b =
(
1 2 2

)T επί της ευθείας που διέρχεται από το
a =

(
1 1 1

)T.
7. ΄Ασκηση 3 §4.2 Strang. Στο πρόβληµα ΄Ασκηση 1 §4.2 Strang ϐρείτε το µητρώο προβολής.

8. Να ϐρεθεί το µητρώο ορθογώνιας προβολής P επί του υπόχωρου W ο οποίος παράγεται από τα
διανύσµατα

u1 =

1
1
1

 , u2 =

1
1
0

 .

9. ∆ίνονται τα διανύσµατα
a1 =

(
−1 2 − 1

)T
, a2 =

(
2 2 2

)T
.

(αʹ) Να ϐρεθούν τα µητρώα ορθογώνιας προβολής P1 και P2 αντίστοιχα επί των ευθειών δια των
a1 και a2.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι αν u ∈ rangeP1 και v ∈ rangeP2, τότε u ⊥ v.

(γʹ) Υπολογίστε το γινόµενο P1P2 και εξηγήστε γιατί είναι αυτό που είναι.

10. Αν q =
(
cos θ sin θ

)T είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα δείξτε ότι το µητρώο Q = I − 2qqT

(αʹ) Είναι ορθογώνιο.

(ϐʹ) Ικανοποιεί τη σχέση Q2 = I.

(γʹ) Ανακλά κάθε διάνυσµα ως προς την ευθεία η οποία είναι ορθογώνια στο q, δηλαδή κατά
µήκος του q⊥ =

(
− cos θ sin θ

)T.
11. ΕάνQ1 καιQ2 είναι n×n ορθογώνια µητρώα δείξτε ότι το γινόµενοQ1Q2 είναι επίσης ορθογώνιο

µητρώο.

12. Να ϐρεθεί η πλησιέστερη ευθεία (των ελαχίστων τετραγώνων) στα σηµεία (0, 6), (1, 0), (2, 0).


