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1. Να ϐρεθεί µια άνω-κάτω τριγωνική παραγοντοποίηση για το µητρώο1 2 4
3 8 14
2 6 11

 .

2. Για ποιές τρεις τιµές της παραµέτρου λ είναι το µητρώο

A(λ) =

2 λ λ
λ λ λ
8 7 λ


µη αντιστρέψιµο ; Εξηγήστε σε κάθε περίπτωση γιατί συµβαίνει αυτό.
Υπόδειξη: ΄Ενα µητρώοA είναι αντιστρέψιµο αν και µόνο αν τοAT είναι αντιστρέψιµο, επιπλέον
ισχύει ότι (A−1)T = (AT)−1.

3. ∆είξτε ότι για a 6= 0 και a 6= b το µητρώο

M =

a b b
a a b
a a a


είναι αντιστρέψιµο και ϐρείτε το αντίστροφο.

4. Να ϐρεθούν όλες οι τιµές της παραµέτρου λ ώστε το µητρώο

A(λ) =

3− λ 2 λ2

0 λ+ 2 λ− 2
0 0 λ


να είναι αντιστρέψιµο.

5. ΄Εστω ότι τα A και B είναι τετραγωνικά µητρώα του ιδίου µεγέθους.

(αʹ) Αν C είναι επίσης τετραγωνικό µητρώο ώστε

A(B − C) = I,

δείξτε ότι το A είναι αντιστρέψιµο και ότι B = A−1 + C.

(ϐʹ) Εάν το D = AB είναι αντιστρέψιµο, δείξτε ότι και το A είναι αντιστρέψιµο.

6. Εάν u ένα µη µηδενικό διάνυσµα στο στο Rn µε n ≥ 2, η σχέση

r(t) = tu, −∞ < t < +∞

είναι η εξίσωση της ευθείας L κατά µήκος του διανύσµατος u. ∆είξτε ότι το L είναι υπόχωρος
του Rn.

7. ∆είξτε ότι κάθε ένα από τα παρακάτω υποσύνολα του R3 είναι διανυσµατικός υπόχωρος
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(αʹ) U =

{xy
z

 : x, y, z ∈ R µε x+ 2y + z = 0

}
.

(ϐʹ) V =

{xy
z

 : x, y, z ∈ R µε x = y και 2y = z

}
.

(γʹ) W =

{xy
z

 : x, y, z ∈ R µε x+ y = z

}
.

8. Εξετάστε εάν οι συναρτήσεις στο C[0, 1] οι οποίες παίρνουν την τιµή 0 στα άκρα του διαστήµατος
[0, 1] µε την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό µε σταθερά, αποτελούν διανυσµατικό χώρο.

9. Εξετάστε αν τα πολυώνυµα του Pn µε µηδενικό σταθερό όρο αποτελούν διανυσµατικό υπόχωρο.

10. ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος και V και W υπόχωροι του X.

(αʹ) ∆είξτε ότι το V ∩W είναι υπόχωρος του X.

(ϐʹ) Ορίζουµε το άθροισµα

V +W = {v + w : v ∈ V και w ∈W}.

∆είξτε ότι το V +W είναι υπόχωρος του X.

Λύση της 2

(a) Παρατηρούµε ότι αν λ = 0 το µητρώο έχει µια µηδενική γραµµή, αυτό σηµαίνει ότι το µητρώο
δεν µπορεί να είναι γραµµοϊσοδύναµο µε το ταυτοτικό µητρώο. Πράγµατι σε ένα ϐήµα της
διαδικασίας της απαλοιφής (Gauss) ϐρίσκουµε

A(0) =

2 0 0
0 0 0
8 7 0

→
2 0 0
8 7 0
0 0 0

 .

Το τελευταίο µητρώο δεν περιέχει τρεις οδηγούς, άρα δεν αντιστρέφεται.

(b) Για λ 6= 0 µε τη διαδικασία της απαλοιφής ϐρίσκουµε

A(λ) =

2 λ λ
λ λ λ
8 7 λ

→
2 λ λ
1 1 1
8 7 λ

→
2 λ λ
0 1− λ/2 1− λ/2
0 7− 4λ −3λ


Για να αντιστρέφεται το A(λ) ϑα πρέπει 1 − λ/2 6= 0 (να µη περιέχει µηδενική γραµµή), κατά
συνέπεια ϑα πρέπει να είναι λ 6= 2, οπότε το επόµενο ϐήµα της διαδικασίας της απαλοιφής δίνει2 λ λ

0 1 1
0 7− 4λ −3λ

 .

Για να αντιστρέφεται το A(λ) ϑα πρέπει η τελευταία γραµµή του τελευταίου µητρώου να περιέχει
οδηγό, ισοδύναµα να µην είναι πολλαπλάσιο της δεύτερης γραµµής, ϑα πρέπει κατά συνέπεια να
είναι

7− 4λ 6= −3λ⇔ λ 6= 7.
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΄Ετσι για να είναι αντιστρέψιµο το µητρώο ϑα πρέπει να είναι λ 6= 0, λ 6= 2 και λ 6= 7.

Λύση της 4

Το µητρώο είναι άνω τριγωνικό οπότε για να είναι αντιστρέψιµο ϑα πρέπει οι τρεις οδηγοί να
ϐρίσκονται στη διαγώνιο, κατά συνέπεια ϑα πρέπει να είναι

λ 6= 3 και λ 6= −2 και λ 6= 0.

Για όλες τις άλλες τιµές της παραµέτρου λ το αντίστοιχο µητρώο αντιστρέφεται.


