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1. Γραµµικοί µετασχηµατισµοί
Αν X(F) και Y (F) µε F = R, ή F = C είναι διανυσµατικοί χώροι µια συνάρτηση

L : X → Y ή L : X → F λέγεται γραµµικός µετασχηµατισµός εάν

L(λu+µv)=λL(u)+µL(v), (1)

ή, ισοδύναµα,

L(u+v)= L(u)+ L(v), και L(λu)=λL(u),

για όλα τα διανύσµατα u,v ∈ X και για όλες τις σταθερές λ,µ.

Παράδειγµα (1)

Εάν A είναι ένα n×m πραγµατικό µητρώο, τότε η απεικόνιση T :Rm →Rn που

ορίζεται ως

T(x)=Ax

είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός.

Πράγµατι αν x,y ∈Rm και λ,µ ∈R ως άµεση συνέπεια της άλγεβρας µητρώων

έχουµε

T(λx+µy)=A(λx+µy)=λAx+µAy=λT(x)+µT(y).
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Παράδειγµα (2)

∆είξτε ότι η απεικόνιση T :R3 →R2, όπου

T(u)= T

(u1

u2

u3

)
=

(
2u1 −u2 +u3

u2 +3u3

)
,

είναι γραµµικός µετασχηµατισµός. Πράγµατι αν x,y ∈R3, και r , s ∈R τότε

T(rx+ sy)= T

(rx1 + sy1

rx2 + sy2

rx3 + sy3

)

=
(
2(rx1 + sy1)− (rx2 + sy2)+ (rx3 + sy3)

(rx2 + sy2)+3(rx3 + sy3)

)
=

(
r(2x1 − x2 + x3)

r(x2 +3x3)

)
+

(
s(2y1 −y2 +y3)

s(y2 +3y3)

)
= rT(x)+ sT(y).
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Παράδειγµα (3)

Αν p(x)= a0+a1x+a2x
2 είναι ένα πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ δύο, ϑεωρούµε

την απεικόνιση S :P2 →R µε S(p)= a0. Ο µετασχηµατισµός S είναι γραµµικός.

Παρατηρούµε ότι µπορούµε να γράψουµε S(p)= p(0). Τότε αν p,q ∈P2 και

λ ∈R έχουµε

S(p+q)= (p+q)(0)= p(0)+q(0)= S(p)+S(q)

S(λp)= (λp)(0)=λp(0)=λS(p)

που είναι ό,τι ϑέλουµε να αποδείξουµε.

΄Ασκηση

Αν f είναι µια συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [a,b] ορίζουµε I(f)= F µε

I(f)(x)= F(x)=
∫

x

a

f(t)dt , a ≤ x ≤ b.

Αποδείξτε ότι ο I :C [a,b]→C [a,b] είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός.
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Παράδειγµα (4)

Αν p(x)= a0 +a1x +a2x
2 είναι ένα πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ δύο, ορίζουµε

L(p)(x)= xp(x),

δηλαδή η εικόνα L(p) του p είναι ένα πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ τρία το

L(p)(x)= a0x +a1x
2 +a2x

3

΄Ετσι ο L είναι ένας µετασχηµατισµός του P2 στον P3. Ο µετασχηµατισµός L είναι

γραµµικός. Πράγµατι αν p,q ∈P2 και λ ∈R έχουµε

L(p+q)(x)= x(p+q)(x)= x[p(x)+q(x)]= xp(x)+ xq(x)= L(p)(x)+ L(q)(x)

L(λp)(x)= x(λp)(x)=λxp(x)=λL(p)(x)

που είναι το Ϲητούµενο.
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΄Ασκηση

Αν f είναι µια συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [a,b] ορίζουµε

J(f)=
∫

b

a

f(x)dx.

Αποδείξτε ότι ο J :C [a,b]→R είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός.

΄Ασκηση

Αν X(F) είναι ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉 και a ένα

σταθερό διάνυσµα του X ορίζουµε την συνάρτηση

F(x)= 〈x,a〉, x ∈ X ,

Αποδείξτε ότι ο F : X → F είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός. Ως συνήθως

F=R, ή F=C.
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Αν L : X → Y είναι γραµµικός µετασχηµατισµός, τότε L(0)= 0. Πράγµατι για x ∈ X

L(x)= L(x+0)= L(x)+ L(0)⇒ L(0)= 0.

΄Ετσι ο µετασχηµατισµός M :R2 →R2 µε

M

((
x

y

))
=

(
x +y

y +1

)
δεν είναι γραµµικός αφού M(0) ̸= 0.

Ορισµός

Αν X και Y είναι διανυσµατικοί χώροι και L : X → Y είναι ένας γραµµικός

µετασχηµατισµός ορίζουµε

(1) Την εικόνα (image) του L, imageL, να είναι η εικόνα του X µέσω του L

imageL = {L(x) : x ∈ X } = L(X).

(2) Τον πυρήνα (kernel) του L, kernelL, να είναι το σύνολο των διανυσµάτων

του X των οποίων η εικόνα µέσω του L είναι το 0 ∈ Y , δηλαδή

kernelL = {x : L(x)= 0} = L
−1({0}).
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Για κάθε γραµµικό µετασχηµατισµό L ισχύει 0 ∈ kernelL, αφού L(0)= 0.

Θεώρηµα

Εάν L : X → Y είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός, τότε η εικόνα imageL

είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Y , ενώ ο πυρήνας kernelL είναι

διανυσµατικός υπόχωρος του X.

Αν ο µετασχηµατισµός L δίνεται µέσω ενός µητρώου A, δηλαδή L(x)=Ax, τότε

imageL = rangeA=C(A) και kernelL = nullA.

Ορισµός

΄Εστω L : X → Y ένας γραµµικός µετασχηµατισµός. Εάν η εικόνα του L έχει

πεπερασµένη διάσταση ορίζουµε την τάξη του L, rankL να είναι η διάσταση της

εικόνας του L, δηλαδή rankL = dim(imageL).

Θεώρηµα

Εάν L : X → Y είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός και dimX = n, τότε

rankL+dim(kernelL)= n. (2)
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Παρατήρηση (1)

Αν ο γραµµικός µετασχηµατισµός L : X → Y είναι ένα-προς-ένα, τότε υπάρχει

ο αντίστροφος µετασχηµατισµός L
−1 : imageL → X . Ο αντίστροφος µετασχη-

µατισµός είναι επίσης γραµµικός. Πράγµατι αν u,v ∈ imageL και λ,µ ∈ R, τότε

υπάρχουν µοναδικά διανύσµατα x,y ∈ X , µε L(x)= u και L(y)= v και

L
−1(λu+µv)= L

−1(λL(x)+µL(y))

= L
−1(L(λx+µy))

=λx+µy
=λL

−1(u)+µL
−1(v)

που είναι το Ϲητούµενο.

Θεώρηµα

Ο γραµµικός µετασχηµατισµός L : X → Y έχει αντίστροφο αν και µόνο αν

kernelL = {0}.
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Ορισµός

Εάν L : X → Y είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός ο οποίος είναι ένα-προς-

ένα και επί ϑα λέµε ότι ο L είναι ένας ισοµορφισµός µεταξύ των X και Y .

Αν X(F) είναι ένας διανυσµατικός χώρος διάστασης n και B = {u1, . . . ,nn} είναι

µια ϐάση για τον X , τότε ο µετασχηµατισµός L : X → Fn, µε

L(x)= L(c1u1 +·· ·+cnun)=

c1

...

cn

= (x)B ,

το διάνυσµα συντεταγµένων του x ως προς τη ϐάση B, είναι ισοµορφισµός.

Θεώρηµα

Εάν L1 : X → Y και L2 : Y → Z είναι γραµµικοί µετασχηµατισµοί, τότε

(1) Η σύνθεση L2 ◦ L1 : X → Z , η οποία ως συνήθως ορίζεται µε τη σχέση

(L2 ◦ L1)(x)= L2(L1(x)), είναι γραµµικός µετασχηµατισµός.

(2) Αν οι L1,L2 είναι ένα-προς-ένα, τότε L2 ◦ L1 είναι ένα-προς-ένα.

(3) Αν οι L1,L2 είναι ένα-προς-ένα, τότε (L2 ◦ L1)
−1 = L

−1
1

◦ L
−1
2

.
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2. Το µητρώο γραµµικού µετασχηµατισµού

Παρατήρηση (2)

Για τον µετασχηµατισµό T στο Παράδειγµα (2) παρατηρούµε ότι

T(u)=
(
2u1 −u2 +u3

u2 +3u3

)
=

(
2 −1 1

0 1 3

)u1

u2

u3

=Au

όπου A είναι το 2×3 µητρώο στην τελευταία σχέση, και η γραµµικότητα του T

απορρέει από τις ιδιότητητες της άλγεβρας των µητρώων.

Το αποτέλεσµα αυτό γενικεύεται.

Πρόταση (1)

Εάν T :Rm →Rn
είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός, τότε υπάρχει A ∈Rn×m

ώστε

T(x)=Ax

για κάθε x ∈Rm
.
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΄Ασκηση

Εάν T :Rm →R είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός, τότε υπάρχει a ∈Rm

ώστε T(x)= aTx= 〈x,a〉 για κάθε x ∈Rm.

Λύση
Αν Bm = {e1,e2, . . . ,em} είναι η κανονική ϐάση στον Rm και αν x ∈Rm, τότε

x= x1e1 + x2e2 +·· ·+ xmem ⇒
T(x)= x1T(e1)+ x2T(e2)+·· ·+ xmT(em)

= x1a1 + x2a2 +·· ·+ xmam,

όπου ai = T(ei) ∈R. Θέτοντας

a=


a1

a2

...

am


έχουµε ότι

T(x)= aTx= 〈x,a〉
για όλα τα x ∈Rm. ■
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Απόδειξη της Πρότασης.

Αν Bm = {e1,e2, . . . ,em} είναι η κανονική ϐάση στον Rm και αν x ∈Rm, τότε

x= x1e1 + x2e2 +·· ·+ xmem

εποµένως

T(x)= x1T(e1)+ x2T(e2)+·· ·+ xmT(em)

= (
T(e1) T(e2) . . . T(em)

)
x,

κατά συνέπεια το

A= (
T(e1) T(e2) . . . T(em)

)
είναι το Ϲητούµενο µητρώο.

∆ιατυπώνεται τώρα το ερώτηµα κατά πόσον ένας γραµµικός µετασχηµατισµός

µεταξύ γενικών διανυσµατικών χώρων, L : X → Y , µπορεί να παρασταθεί µέσω

κάποιου σχετικού µητρώου A. Είναι σχεδόν προφανές ότι µια τέτοια αναπαρά-

σταση δεν µπορεί να είναι της µορφής L(x) = Ax (γιατί;). Ας δούµε πως ϑα

αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα µε ένα παράδειγµα.
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Παράδειγµα (5)
Θεωρούµε τους διανυσµατικούς χώρους των πολυωνύµων P3 και P2 και τον

µετασχηµατισµό παράγωγο T :P3 →P2 όπου για p ∈P3 είναι

T(p)= dp

dx
= p

′,

ισοδύναµα

T(a0 +a1x +a2x
2 +a3x

3)= a1 +2a2x +3a3x
2

(3)

Συνέπεια των ιδιοτήτων της παραγώγου είναι ότι ο µετασχηµατισµός T είναι γραµ-

µικός. Σχετικά µε το µητρώο αναπαράστασης του T σκεφτόµαστε ότι οι χώροι P3

και P2 µε κάποια έννοια ταυτίζονται µε τους R4 και R3 αντίστοιχα. Οι µετασχηµα-

τισµοί Φ3 :P3 →R4 και Φ2 :P2 →R3 µε

Φ3(a0 +a1x +a2x
2 +a3x

3)=


a0

a1

a2

a3

 και Φ2(b0 +b1x +b2x
2)=

b0

b1

b2


ισοδύναµα Φ3(p) = (p)B3

και Φ2(p) = (p)B2
όπου Bk = {1,x, . . . ,xk } είναι η

συνήθης ϐάση για τον Pk , είναι ισοµορφισµοί.
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Τώρα όµως, σύµφωνα µε την Πρόταση (1), το µητρώο που υλοποιεί τον µετασχη-

µατισµό

(p)B3
=Φ3(p)=


a0

a1

a2

a3

→
 a1

2a2

3a3

=Φ2(T(p))= (T(p))B2
,

έµµεσα τον (3), είναι το

A= (
(T(1)B2

T(x)B2
T(x2)B2

T(x3)B2

)=
0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3


ώστε 0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3




a0

a1

a2

a3

=
 a1

2a2

3a3

 .
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Οι διανυσµατικοί χώροι που εµπλέκονται και οι µεταξύ τους µετασχηµατισµοί απο-

τυπώνονται στο διάγραµµα

P3

T−−−−→ P2yΦ3

yΦ2

R4 A−−−−→ R3

ή

p
T−−−−→ T(p)yΦ3

yΦ2

(p)B3

A−−−−→ (T(p))B2

Λόγω ισοµορφισµών έχουµε ότι

T(p)=Φ−1
2 (AΦ3(p))

και υπό αυτή την έννοια λέµε ότι το µητρώο A παριστάνει τον µετασχηµατισµό T .
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Ορισµός

Υποθέτουµε ότι T : X → Y είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός, dimX =m και

dimY = n, BX = {u1,u2, . . . ,um} και BY = {v1,v2, . . . ,vn} είναι ϐάσεις για τους X ,

και Y . Αν ΦX : X →Rm και ΦY : X →Rn είναι οι ισοµορφισµοί ΦX (x)= (x)BX
και

ΦY (y)= (y)BY
και αν

T(uj)= a1jv1 +a2jv2 +·· ·+anjvn, (T(uj))BY
=


a1j

a2j

...

anj

 ,

το n×m µητρώο

AT ,BX ,BY
= (

(T(u1))BY
(T(u2))BY

· · · (T(un))BY

)
, (4)

ικανοποιεί τη σχέση

AT ,BX ,BY
(x)BX

= (T(x))BY
(5)

και λέγεται µητρώο αναπαράστασης του T ως προς τις ϐάσεις BX και BY .
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Παρατήρηση (3)
Από τον ορισµό του µητρώου αναπαράστασης (4) ϐλέπουµε ότι το µητρώο εξαρ-

τάται από τις ϐάσεις. Πράγµατι για τον µετασχηµατισµό στο Παράδειγµα (2)

T(x)= T

(x1

x2

x3

)
=

(
2x1 − x2 + x3

x2 +3x3

)
το µητρώο αναπαράστασης ως προς τις συνήθεις ϐάσεις των R3 και R2 είναι

A=
(
2 −1 1

0 1 3

)
.

Αν πάρουµε ως ϐάσεις των R3 και R2 τις

B =
{
u1 =

1

1

1

 ,u2 =
1

2

0

 ,u3 =
2

0

1

}
, B′ =

{
v1 =

(
1

1

)
,v2 =

(
1

3

)}

υπολογίζουµε

T(u1)=
(
2

4

)
= v1 +v2, T(u2)=

(
0

2

)
=−v1 +v2, T(u3)=

(
5

3

)
= 6v1 −v2
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κατά συνέπεια

(T(u1))B′ =
(
1

1

)
, (T(u2))B′ =

(−1

1

)
, (T(u3))B′ =

(
6

−1

)
και το µητρώο αναπαράστασης του T ως προς τις ϐάσεις B και B′ είναι το

AT ,B,B′ =
(
1 −1 6

1 1 −1

)
το οποίο είναι διαφορετικό από το A. Παρατηρήστε ότι ενώ T(x) = Ax στην

αναπαράσταση ως προς τις ϐάσεις B και B′ είναι

T(x)=Φ−1

B′(AT ,B,B′ΦB(x)) (6)

όπου ΦB(x) είναι το διάνυσµα συντεταγµένων του x ως προς τη ϐάση B και

ΦB′(y) είναι το διάνυσµα συντεταγµένων του y ως προς τη ϐάση B′.

΄Ασκηση

Βρείτε τους ισοµορφισµούς ΦB και ΦB′ και επαληθεύστε την (6).
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Παράδειγµα (6)
Αν X και Y είναι διανυσµατικοί χώροι µε ϐάσεις U = {u1,u2,u3} και V = {v1,v2,v3}
αντίστοιχα, και T : X → Y είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός µε T(ui)= vi , να

ϐρεθεί το µητρώο του µετασχηµατισµού.

Από τον ορισµό του µετασχηµατισµού έχουµε

T(u1)= v1, T(u2)= v2, T(u3)= v3

κατά συνέπεια

(T(u1))V =
1

0

0

 , (T(u2))V =
0

1

0

 , (T(u3))V =
0

0

1


και το µητρώο αναπαράστασης του T ως προς τις ϐάσεις U και V είναι το

AT ,U ,V =
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .
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3. Το µητρώο της σύνθεσης γραµµικών µετασχηµατισµών

Θεώρηµα

Εάν X, Y και Z είναι διανυσµατικοί χώροι πεπερασµένης διάστασης, L1 : X → Y

και L2 : Y → Z είναι γραµµικοί µετασχηµατισµοί µε αντίστοιχα µητρώα

αναπαράστασης AL1
και AL2

, τότε για το µητρώο αναπαράστασης της σύνθεσης

L2 ◦ L1 : X → Z ισχύει

AL2◦L1
=AL2

AL1
.

Απόδειξη
Αν BX = {u1,u2, . . . ,uk }, BY = {v1,v2, . . . ,vm} και BZ = {w1,w2, . . . ,wn} είναι ϐά-

σεις των X , Y και Z , αντίστοιχα, τότε

AL2◦L1
= (

(L2 ◦ L1(u1))BZ
(L2 ◦ L1(u2))BZ

· · · (L2 ◦ L1(uk))BZ

)
.

Αλλά για κάθε j = 1,2, . . . ,k από την (5) έχουµε

(L2 ◦ L1(uj))BZ
= (L2(L1(uj)))BZ

=AL2
(L1(uj))BY

=AL2
AL1

(uj)BX

από το οποίο έπεται το Ϲητούµενο. ■
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4. Παραδείγµατα µετασχηµατισµών στο επίπεδο

Παράδειγµα (Κλιµάκωση στην κατεύθυνση του e1)

Για k ≥ 0 ϑεωρούµε τον γραµµικό µετασχηµατισµό Tke1
:R2 →R2 µε

Tke1
(u)=

(
ku1

u2

)
έτσι έχουµε συρρίκνωση αν 0≤ k < 1, ή επιµήκυνση αν k > 1 στη κατεύθυνση

του e1. Υπολογίζουµε

Tke1
(e1)=

(
k

0

)
= ke1, Tke1

(e2)=
(
0

1

)
= e2 (7)

και παρατηρούµε ότι

Tke1
(u)=

(
k 0

0 1

)(
u1

u2

)
=Au

γεγονός που επιβεβαιώνει (Πρόταση 1) ότι οι στήλες του µητρώου που υλοποιεί

τον µετασχηµατισµό Tke1
είναι τα διανύσµατα Tke1

(e1) και Tke1
(e2).
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Παράδειγµα (Κλιµάκωση στην κατεύθυνση του e2)

Αυτή υλοποιείται µέσω του µετασχηµατισµού Tke2
:R2 →R2 όπου

Tke2
(u)=

(
u1

ku2

)
=

(
1 0

0 k

)(
u1

u2

)
, k ≥ 0.

Παράδειγµα

Ο µετασχηµατισµός συστολής/διαστολής στο R2 ορίζεται µε τη σχέση

Tk(u)= ku, k ≥ 0.

Επειδή ∥Tk(u)∥ = k∥u∥, για 0≤ k < 1 το αρχικό διάνυσµα συστέλλεται ενώ για

k > 1 το διάνυσµα διαστέλλεται. Το µητρώο αναπαράστασης του Tk είναι το

A=
(
k 0

0 k

)
.
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Το Σχήµα παρακάτω δείχνει την δράση των µετασχηµατισµών κλιµάκωσης Tke1
, Tke2

και διαστολής Tk αντίστοιχα, για k = 2, στο µοναδιαίο τετράγωνο S µε πλευρές τα

διανύσµατα e1 και e2.

e1 2e1
e1 2e1

e2 e2

2e2 2e2

S T2e1
(S)

T2e2
(S) T2(S)

Σχήµα: Το S και οι εικόνες T2e1
(S), T2e2

(S) και T2(S) (k = 2).
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Παράδειγµα (Κλιµάκωση)

Ο µετασσχηµατισµός Tk1,k2
= Tk1e1

◦ Tk2e2
ως σύνθεση γραµµικών

µετασχηµατισµών είναι γραµµικός µετασχηµατισµός. ΄Ετσι

Tk1e1
◦ Tk2e2

(u)= Tk1e1
(Tk2e2

(u))

= Tk1e1

((
u1

k2u2

))
=

(
k1u1

k2u2

)
.

Το µητρώο αναπαράστασης του Tk1,k2
είναι το

A=
(
k1 0

0 k2

)
.

Αν k1 = k2 = k ο µετασχηµατισµός κλιµάκωσης είναι ο µετασχηµατισµός

συστολής/διαστολής.
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Παράδειγµα (∆ιατµήσεις)

΄Ενας γραµµικός µετασχηµατισµός T :R2 →R2 µε

T(u)=
(
u1 + ku2

u2

)
, k ̸= 0

λέγεται διάτµηση (shear) στην κατεύθυνση του e1 κατά παράγοντα k .

Παρατηρούµε ότι

T(e1)= e1, T(e2)= ke1+e2.

Το µητρώο αναπαράστασης για τον µετασχηµατισµό διάτµησης είναι το

A=
(
1 k

0 1

)
.

Με ανάλογο τρόπο ορίζεται ο µετασχηµατισµός διάτµησης στην κατεύθυνση του

e2.
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Στο Σχήµα που ακολουθεί αποτυπώνονται οι εικόνες του µοναδιαίου τετραγώνου

µε πλευρές τα διανύσµατα e1 και e2 µέσω του µετασχηµατισµού διάτµησης στην

κατεύθυνση του e1 για k > 0 και k < 0.

e1 e1 e1

e2

ke1 +e2 ke1 +e2

S T(S) T(S)(k > 0) (k < 0)

Σχήµα: Η δράση επί του S της διάτµησης στην κατεύθυνση του e1 για k =±1/2.

ΤΕΛΟΣ
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