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Πανεπιστηµιο Πατρων – Πολυτεχνικη Σχολη
Τµηµα Μηχανικων Η/Υ & Πληροφορικης

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ
ΕΓΕΣ 19 Σεπτεµβρίου 2024

Συµπληρώστε τα στοιχεία σας στα σχετικά πεδία.

επωνυµο: ονοµα:

αρ. µητρωου: ετος εισαγωγης : 20....

αιθουσα : στηλη: µοναδεσ:

Οδηγίες/Επεξηγήσεις

Στο διαγώνισµα υπάρχουν ερωτήσεις

• µε την ένδειξη ■ στις οποίες πρέπει απλά να κυκλώσετε, ή να δώσετε, ίσως µε µια σύντοµη
αιτιολόγηση, την τελική απάντηση ή λύση, µετά από σχετική προεργασία.

• δίχως κάποια ένδειξη στις οποίες καλείσθε να δώσετε µια πλήρη αλλά ‘‘οικονοµική απόδειξη-
λύση’’ για το Ϲητούµενο στο χώρο που παρέχεται.

τα οποία απαρτίζουν 7 Θέµατα. Σε όλες τις περιπτώσεις συστήνεται και σε κάποιες επιβάλλεται
να ‘‘δουλέψετε’’ κάθε ερώτηµα ή υποερώτηµα στο πρόχειρο ώστε η απάντησή σας να µην είναι
τυχαία.

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 2 ώρες και 15 λεπτά. Η παράδοση των γραπτών αρχίζει µία
ώρα µετά από την έναρξη της εξέτασης. Μαζί µε το γραπτό παραδίδετε υπογεγραµµένο και το
ϕύλλο Α4.

Καλή Επιτυχία !

Λύσεις και Σχόλια
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Θ1. ∆ίνεται το µητρώο

A =


α 1 0 0
0 β 1 0
0 0 γ 1
0 0 0 δ

 ,

όπου α, β, γ, δ είναι πραγµατικοί αριθµοί, και έστω q = αβγδ.

Τι πληροφορία έχουµε. Το µητρώο είναι άνω τριγωνικό και το γινόµενο των στοιχείων της
διαγωνίου είναι ίσο µε q.

(αʹ) ■ Αν q = 3, τότε rankA = 4.

Το γεγονός ότι κανένα στοιχείο της διαγωνίου δεν είναι µηδέν, αφού q = 3, συνεπάγεται
ότι καµία στήλη δεν είναι γραµµικός συνδυασµός των άλλων (γιατί ;), εποµένως οι 4 στήλες
είναι γραµµικά ανεξάρτητες.

(ϐʹ) ■ Αν q = 3, τότε detA = 3.

Το µητρώο είναι άνω τριγωνικό κατά συνέπεια detA = αβγδ (αναπτύσσοντας ως προς την
πρώτη στήλη), ιδοδύναµα detA = q = 3.

(γʹ) ■ Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές λj του A

Οι ιδιοτιµές του A είναι οι ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης det(λI −A) = 0, ισοδύναµα
(λ − α)(λ − β)(λ − γ)(λ − δ) = 0 (τριγωνικό µητρώο), άρα οι 4 ιδιοτιµές του A είναι τα
στοιχεία της διαγωνίου του A.

(δʹ) Αν α = β = δ = 1 και γ = 0

i. Να ϐρεθεί µια ϐάση για το χώρο στηλών του A και
ii. Να ϐρεθεί µια ϐάση για το χώρο γραµµών του A.

Το A γίνεται

A =


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1

→


1 0 −1 0
0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 = R

όπου R είναι η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή του A. ΠΡΟΣΟΧΗ: Τα δύο µητρώα δεν είναι
ίσα, όπως πολλοί/πολλές γράφετε απερίσκεπτα, γράφοντας το σύµβολο ¨=¨ µεταξύ τους,
εκνευρίζοντας αφάνταστα όποιον/όποια ϐλέπει το γραπτό. Τα µητρώα είναι γραµµοϊσο-
δύναµα. Αν είστε στην Αθήνα και µε το λεωφορείο (Gauss-Jordan) έρχεστε στην Πάτρα, δεν
σηµαίνει ότι αφού τη µια στιγµή είστε εκεί και την άλλη εδώ η Αθήνα και η Πάτρα είναι
το ίδιο, απλά συνδέονται µεταξύ τους και µάλιστα µε µοναδικό τρόπο αν ακολουθήσετε
συγκεκριµένη οδική αρτηρία και καλύψετε συγκεκριµένο αριθµό χιλιοµέτρων. Καταλαβαρ-
δίγκος ; Οι οδηγοί στο R, για τις συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων, είναι τρεις, άρα
rankR = rankA = 3, κατά συνέπεια ο χώρος στηλών και ο χώρος γραµµών του A είναι
τριδιάστατοι υπόχωροι του R4. Επιπλέον οι οδηγοί ϐρίσκονται στην 1η, 2η και 4η στήλη
και στην 1η, 2η και τρίτη γραµµή του R, έτσι
i. Μια ϐάση για το χώρο στηλών του A αποτελείται από την 1η, 2η και 4η στήλη του A,
οπότε

BC =

{
1
0
0
0

 ,


1
1
0
0

 ,


0
0
1
1

}

ii. Μια ϐάση για το χώρο γραµµών του A αποτελείται από την 1η, 2η και 3η γραµµή του
A, οπότε

BR =

{
1
1
0
0

 ,


0
1
1
0

 ,


0
0
0
1

}
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ΠΡΟΣΟΧΗ: Υπάρχουν άρειρες το πλήθος ϐάσεις τόσο του χώρου στηλών του A όσο και
του χώρου γραµµών του A και η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή µας δίνει ένα τέτοιο Ϲευγάρι.
Πάντως κάθε ϐάση αποτελείται από ΤΡΙΑ διανύσµατα.

(εʹ) ■ Για ποια/ποιες τιµή/τιµές του q είναι dim(nullA) ≥ 1; q = 0.

x ∈ nullA αν και µόνο αν Ax = 0 και για να περιέχει ο nullA διάνυσµα άλλο πέραν του 0
πρέπει το σύστηµα Ax = 0 να έχει µη µηδενικές λύσεις και αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν
το A είναι µη αντιστρέψιµο, ισοδύναµα detA = 0, ισοδύναµα q = 0.

Θ2. Αν ∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = 3

τότε

(αʹ)

∣∣∣∣∣∣
a b c

λd+ a λe+ b λf + c
g h i

∣∣∣∣∣∣ = 3λ.

Από τις ιδιότητες της ορίζουσας υπολογίζουµε∣∣∣∣∣∣
a b c

λd+ a λe+ b λf + c
g h i

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a b c
λd λe λf
g h i

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a b c
a b c
g h i

∣∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣+ 0 = 3λ

(ϐʹ)

∣∣∣∣∣∣
d e f

λd+ a λe+ b λf + c
g h i

∣∣∣∣∣∣ = −3.

Από τις ιδιότητες της ορίζουσας υπολογίζουµε∣∣∣∣∣∣
d e f

λd+ a λe+ b λf + c
g h i

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
d e f
λd λe λf
g h i

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
d e f
a b c
g h i

∣∣∣∣∣∣ = 0−

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = −3

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: ΄Οποιος/όποια δεν απάντησε σωστά στα Θ1 και Θ2, λογικά, δεν πρέπει να περάσει
το µάθηµα, ανεξάρητα από το τι έγραψε στο υπόλοιπο διαγώνισµα. ∆εν το έκανα αλλά ϑα έπρεπε
να γίνει. Είναι σαν να εξετάζεστε για δίπλωµα οδήγησης και ενώ κατά την εξέταση έχετε περάσει
µε κόκκινο, έχετε παραβιάσει STOP, έχετε παρκάρει πάνω σε διάβαση πεζών εσείς πιστεύετε ότι
πρέπει να πάρετε το δίπλωµα. Να τρελαθούµε τώρα ή να το αφήσουµε για αργότερα ; Απαντήσεις
όπως

| · | = 3λ3, | · | = 3

λ
, | · | = λ

3
, · · ·

και άλλα ευφάνταστα είναι αποτελέσµατα µιας άλλης ΄Αλγεβρας, άγνωστης µέχρι σήµερα στο
σύµπαν.
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Θ3. ΄Εστω T : R3 → R3 ο γραµµικός µετασχηµατισµός

T

x
y
z

 =

 2x+ dz
x+ y + z
−y + z

 .

(αʹ) Να ϐρεθεί το µητρώο αναπαράστασης του T .
Από τον ορισµό του πολλαπλασιασµού έπεται ότι για u =

(
x y z

)T
T (u) =

 2x+ dz
x+ y + z
−y + z

 =

2 0 d
1 1 1
0 −1 1

x
y
z

 = Au

άρα το µητρώο αναπαράστασης είναι το A.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί τιµή του d για την οποία ο T δεν έχει αντίστροφο.
Ο T : R3 → R3 δεν έχει αντίστροφο αν και µόνο αν το A−1 δεν υπάρχει, ισοδύναµα
detA = 0, έτσι υπολογίζοντας∣∣∣∣∣∣

2 0 d
1 1 1
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣ 1 1
−1 1

∣∣∣∣− 0 + d

∣∣∣∣1 1
0 −1

∣∣∣∣ = 4− d

εποµένως ο T δεν έχει αντίστροφο (detA = 0) αν και µόνο αν d = 4.
Κατά τη διόρθωση αυτής της ερώτησης, όπως και στο Θ2, διαπιστώνεται ότι κάποιοι/κάποιες
δεν γνωρίζουν πως να υπολογίσουν µια ορίζουσα. Μα είναι δυνατόν να εξετάζεστε στη
Γραµµική ΄Αλγεβρα χωρίς να γνωρίζετε τα στοιχειώδη ;

(γʹ) ■ Για d διάφορο της τιµής που ϐρήκατε στο (ϐ΄) η εικόνα του T είναι ImageT = R3.

Για d ̸= 4 είναι
ImageT = rangeA = χώρος στηλών του A = R3

αφού το A έχει τρεις γραµµικά ανεξάρτητες στήλες.
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Θ4. Θεωρήστε τα 2× 2 µε ελλειπή στοιχεία µητρώα A και B

A =

 1

3

2
√
2

3
2
√
2

3
−1

3

 B =

(1

2
1

1 2

)

(αʹ) ■ Συµπληρώστε τα υπόλοιπα στοιχεία του A ώστε να είναι ορθογώνιο.
Μαθαίνουµε (παπαγαλίζοντας ;) να λέµε ότι το τετραγωνικό µητρώο A είναι ορθογώνιο αν
A−1 = AT (και γράφτηκε σε πολλά γραπτά), ισοδύναµα ATA = I. Τι σηµαίναι όµως η
τελευταία ισότητα ; Τα στοιχεία του γινοµένου δύο µητρώων είναι τα εσωτερικά γινόµενα των
στηλών των µητρώων και η τελευταία σχέση ισοδυναµεί µε το εξής : αν aj ,ak είναι στήλες
του A, τότε aj · ak = 1, αν j = k και aj · ak = 0, αν j ̸= k (γιατί ; ποια εσωτερικά γινόµενα
ϐρίσκονται στη κύρια διαγώνιο και ποια εκτός ;) Κατά συνέπεια έχουµε, που είναι και ο
καλύτερος ορισµός, ότι ένα τετραγωνικό µητρώο είναι ορθογώνιο αν οι στήλες του είναι
ορθοκανονικά διανύσµατα. Αν λοιπόν πάρουµε

A =

(
1/3 a
a −1/3

)
ώστε το εσωτερικό γινόµενο των στηλών να είναι ίσο µε µηδέν, ϑέλουµε απλά

(1/3)2 + a2 = 1 ⇒ a2 = 8/9 ⇒ a = ±2
√
2/3

οπότε µπορούµε να επιλέξουµε a = 2
√
2/3.

(ϐʹ) ■ Συµπληρώστε τα υπόλοιπα στοιχεία του B ώστε να είναι

rangeB = span

{(
1
2

)}
= W.

Η υπόθεση για το B λέει ότι αν u ∈ R2, τότε

Bu =

(
t
2t

)
, για κάποιο t στο R.

Γιατί ; Για σκεφτείτε το λίγο, γράψτε ένα παράδειγµα να το δείτε και να σας µείνει. Αυτό
ισοδυναµεί µε το ότι η δεύτερη γραµµή του B είναι διπλάσια της πρώτης, εξού και η µορφή
του B παραπάνω.

(γʹ) ■ Είναι το B που ϐρήκατε (στο ii) µητρώο προβολής επί του W ; ΝΑΙ ΟΧΙ
Η απάντηση είναι ΟΧΙ αφού

B2 =

(1

2
1

1 2

)(1

2
1

1 2

)
=

(
5/4 5/2
5/2 5

)
̸= B.

Είδαµε, είδαµε, είδαµε λέει ένα τραγούδι του Γ. Μαρκόπουλου από τη Θητεία. Είδα και
εγώ, και τα είδα όλα, να επιλέγετε την απάντηση ΝΑΙ ή ΟΧΙ στην ερώτηση δίχως να έχετε
ϐρει το µητρώο B στο (ϐ΄). Παιδιά λίγη σοβαρότητα !
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Θ5. ΄Εστω ότι το M είναι ένα 6× 6 µητρώο.

(αʹ) ■ Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του M , ως γραµµικός συνδυασµός των δυνάµεων της
ανεξάρτητης µεταβλητής λ, είναι της µορφής

p(λ) = λ6 + a5λ
5 + a4λ

4 + a3λ
3 + a2λ

2 + a1λ+ a0 (1)

Αν το µητρώο είναι n×n το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι ϐαθµού n. Η χαρακτηριστική
ιδιότητα είναι ότι ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου είναι 1. Η µορφή του πολυωνύµου
είναι αποτέλεσµα του γεγονότος ότι p(λ) = det(λI −M). Η ερώτηση ήταν σαφής, ϑέλουµε
το πολυώνυµο ως ‘‘γραµµικό συνδυασµό των δυνάµεων της ανεξάρτητης µεταβλητής λ’’ κατά
συνέπεια η απάντηση p(λ) = det(λI − M) δεν είναι ικανοποιητική αφού είναι ο ορισµός
του χαρακτηριστικού πολυωνύµου και µπορεί κάλιστα να ϐρίσκεται στο ‘‘σκονάκι’’ επιπλέον
ο ϐαθµός δεν εµφανίζεται.

(ϐʹ) ■ Προσδιορίστε τους συντελεστές ή τον συντελεστή του πολυωνύµου, όπως τους γράψατε
στο (α΄), ώστε το M να είναι µη αντιστρέψιµο.
Παρατηρήστε ότι αν a0 = 0 τότε p(0) = 0, ισοδύναµα το λ = 0 είναι ιδιοτιµή του M ,
ισοδύναµα το M είναι µη αντιστρέψιµο (ϐλέπε Θ7). Σηµειώνουµε ότι

a0 = detM = γινόµενο των ιδιοτιµών
a0 = p(0) = det(0I −A) = det(−A) = (−1)n detA

εποµένως ϑέλουµε a0 = 0 στην (1).

Θ6. ΄Εστω ότι τα u και v είναι µοναδιαία διανύσµατα του R6 τέτοια ώστε να ισχύει

∥u+ v∥ = ∥u− v∥,

όπου ∥ · ∥ είναι η νόρµα που παράγεται από το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο,

(αʹ) ∆είξτε ότι u ⊥ v.
Αρκεί να δείξουµε ότι ⟨u,v⟩ = 0, έτσι υπολογίζουµε

∥u+ v∥2 = ∥u− v∥2 ⇔ ⟨u+ v,u+ v⟩ = ⟨u− v,u− v⟩
⇔ ∥u∥2 + 2⟨u,v⟩+ ∥v∥2 = ∥u∥2 − 2⟨u,v⟩+ ∥v∥2

⇔ 4⟨u,v⟩ = 0

απ΄ όπου έπεται το Ϲητούµενο.

(ϐʹ) Υπολογίστε το ∥u± v∥. ΄Οπως στο (α΄) έχουµε

∥u± v∥2 = ∥u∥2 ± 2⟨u,v⟩+ ∥v∥2

= ∥u∥2 + ∥v∥2

= 2

άρα ∥u± v∥ =
√
2.

Το εσωτερικό γινόµενο των u και v το γράφουµε ως ⟨u,v⟩, ή ως u · v. Γράφοντας uv αφενός δεν
είναι σαφές τι εννοείτε µε αυτό και αφετέρου οδηγήστε σε συµπεράσµατα (από παραδροµή ϑέλω
να πιστεύω) του τύπου ‘‘αν uv = 0, τότε u = 0, ή v = 0’’ που εµφανίστηκε σε πολλά γραπτά και
προφανώς είναι λάθος.
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Θ7. Για ποιές τιµές της παραµέτρου ρ είναι όλες οι ιδιοτιµές του µητρώου

A(ρ) =

ρ ρ ρ
3 ρ ρ
4 ρ 5


διάφορες του µηδενός ; ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας.

Επειδή η ορίζουσα ενός τετραγωνικού µητρώου είναι ίση µε το γινόµενο των ιδιοτιµών του µη-
τρώου, το Ϲητούµενο είναι ισοδύναµο µε το ότι η ορίζουσα του A πρέπει να είναι διάφορη του
µηδενός. ΄Ετσι

(αʹ) ΜΕ ΤΟ ΜΑΤΙ : Αν ρ = 0, τότε η πρώτη γραµµή του A είναι η µηδενική, κατά συνέπεια
detA = 0 από τις ιδιότητες της ορίζουσας. Αν ρ = 3 τότε η πρώτη και η δεύτερη γραµµή
του A είναι ίσες, οπότε και πάλι από τις ιδιότητες της ορίζουσας ϑα είναι detA = 0. ΄Οµοια
αν ρ = 5, τότε η δεύτερη και η τρίτη στήλη του A είναι ίσες, οπότε και πάλι ϑα έχουµε
detA = 0. ΄Εχουµε λοιπόν ότι οι τρεις ιδιοτιµές του A είναι διάφορες του µηδενός αν και
µόνο αν ρ /∈ {0, 3, 5}.

(ϐʹ) ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΑ :

detA =

∣∣∣∣∣∣
ρ ρ ρ
3 ρ ρ
4 ρ 5

∣∣∣∣∣∣ = ρ

∣∣∣∣ρ ρ
ρ 5

∣∣∣∣− 3

∣∣∣∣ρ ρ
ρ 5

∣∣∣∣+ 4

∣∣∣∣ρ ρ
ρ ρ

∣∣∣∣
= ρ(5ρ− ρ2)− 3(5ρ− ρ2) + 0

= (ρ− 3)(5ρ− ρ2)

= ρ(ρ− 3)(5− ρ)

εποµένως detA ̸= 0 αν αν και µόνο αν ρ ̸= 0, ρ ̸= 3, ρ ̸= 5.


