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Πανεπιστηµιο Πατρων – Πολυτεχνικη Σχολη
Τµηµα Μηχανικων Η/Υ & Πληροφορικης

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ
ΕΓΕΣ 18 Ιουνίου 2024

Συµπληρώστε τα στοιχεία σας και κυκλώστε το έτος εισαγωγής σας στο τµήµα.

επωνυµο: ∆ΙΑΒΑΣΜΕΝΟΣ ονοµα: ΑΡΙΣΤΟΣ

αρ. µητρωου: ετος εισαγωγης : 20....

αιθουσα : στηλη: µοναδεσ: 154

Οδηγίες/Επεξηγήσεις

Στο διαγώνισµα υπάρχουν ερωτήσεις

• του τύπου ‘‘Σωστό/Λάθος’’ ή πολλαπλής επιλογής και καλείσθε, µετά από ένα σύντοµο
έλεγχο να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση. (4 µονάδες η καθεµιά.)

• µε την ένδειξη ■ στα οποία πρέπει να δώσετε, δίχως αιτιολόγηση, την τελική απάντηση ή
λύση, µετά από σχετική προεργασία στο πρόχειρο. (5 µονάδες η καθεµιά.)

• δίχως κάποια ένδειξη στα οποία καλείσθε να δώσετε µια πλήρη αλλά ‘‘οικονοµική απόδειξη-
λύση’’ για το Ϲητούµενο στο χώρο που παρέχεται. (6 µονάδες η καθεµιά.)

τα οποία απαρτίζουν 10 Θέµατα. Σε όλες τις περιπτώσεις συστήνεται και σε κάποιες επιβάλλεται
να ‘‘δουλέψετε’’ κάθε ερώτηµα ή υποερώτηµα στο πρόχειρο ώστε η απάντησή σας να µην είναι
τυχαία.

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 2 ώρες και 15 λεπτά. Η παράδοση των γραπτών αρχίζει µία
ώρα µετά από την έναρξη της εξέτασης. Μαζί µε το γραπτό παραδίδετε υπογεγραµµένο και το
ϕύλλο Α4.

Καλή Επιτυχία !

Λύσεις και Σχόλια

΄Οπως δεν νοείται να τελειώνει κάποιος/κάποια το ∆ηµοτικό και να µην
γνωρίζει την αλφαβήτα, ανάγνωση, και το νόηµα απλών κειµένων που δια-
ϐάζει (για ορθογραφία ας µη πούµε κάτι), έτσι δεν νοείται κάποιος/κάποια
που έρχεται να αξιολογηθεί για το τι αποκόµισε από τη µάθηµα της Γραµ-
µικής ΄Αλγεβρας, που παρακολούθησε και/ή διάβασε, να µη δίνει σωστές
απαντήσεις στα Θέµατα 6, 4, 5, και 3, που αποτελούν στοιχειώδη γνώση. ΄Ο-
ποιος/όποια δεν απάντησε σωστά στα Θέµατα αυτά έχει και ϑα έχει σοβαρό
έλλειµα στις γνώσεις που απαιτούνται από τη Γραµµική ΄Αλγεβρα στη συνέχεια
του προγράµµατος.
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Θ1. ∆ίνεται ο υπόχωρος του R3

V =

{x
y
z

 : x = y και x+ y − z = 0

}
.

Τι πληροφορία έχουµε. Τα διανύσµατα του V περιέχονται στη τοµή των επίπεδων µε εξισώσεις
x − y = 0 (είναι το επίπεδο που παράγεται από τον z-άξονα και την ευθεία του xy-επιπέδου
y = x) και x + y − z = 0, εποµένως το V παριστάνει ευθεία, (µονοδιάστατο υπόχωρο του R3).
΄Ετσι αν R3 = V ⊕W το W είναι διδιάστατος υπόχωρος του R3, ειδικά το V ⊥ είναι διδιάστατος
υπόχωρος του R3 αφού R3 = V ⊕ V ⊥.

(αʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον V .

Επειδή y = x και z = x+ y = 2x, τότε

V ∋

x
y
z

 =

 x
x
2x

 = x

1
1
2


όπου x ∈ R, έτσι µια ϐάση για τον V είναι η

B =

{1
1
2

}
.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα V ⊥ του V .

Το V είναι η ευθεία που παράγεται από το διάνυσµα της B. Για το ορθογώνιο συµπλήρωµα
V ⊥ ϑα έχουµε ότι V ⊕ V ⊥ = R3, κατά συνέπεια το V ⊥ είναι επίπεδο. Αν (a b c)T ∈ V ⊥,
τότε a

b
c

 ·

1
1
2

 = 0 ⇔ a+ b+ 2c = 0 ⇔ a = −b− 2c, (1)

έτσι a
b
c

 =

−b− 2c
b
c

 =

−b
b
0

+

−2c
0
c

 = b

−1
1
0

+ c

−2
0
1

 .

Τα τελευταία δύο διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα, άρα µια ϐάση για το ορθογώνιο
συµπλήρωµα V ⊥ είναι η

B′ =

{−1
1
0

 ,

−2
0
1

}
.

Σηµειώνουµε ότι η ϐάση B′ δεν είναι µοναδική, για παράδειγµα αν λύσουµε στην (1) ως
προς b, ή ως προς c ϑα προκύψουν διαφορετικές ϐάσεις. Ωστόσο όλες παράγουν το ίδιο
επίπεδο V ⊥ (ϕανταστείτε τα συστήµατα αξόνων, ορθογώνια ή µη, στο επίπεδο).

Θ2. Αν A είναι ένα 3×3 µητρώο ορθογώνιας προβολής επί ενός διδιάστατου υπόχωρου W του R3,
τότε

Το µητρώο A προβάλλει επί του επιπέδου W (διδιάστατου υπόχωρου του R3), ισοδύναµα για
κάθε x ∈ R3, Ax ∈ W , κατά συνέπεια
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(αʹ) ■ rangeA = W.

Το rangeA = {Ax : x ∈ R3} είναι υπόχωρος του R3, είναι το σύνολο των εικόνων όλων των
διανυσµάτων του R3 µέσω του A. Απαντήσεις του τύπου rangeA = 2, ή 3 δείχνουν ότι κάτι
δεν πάει καλά. Ο ορισµός του rangeA ϑα µπορούσε να ϐρίσκεται στο ¨σκονάκι¨.

(ϐʹ) null(A2 −A) = R3. Σ Λ

Αν x ∈ null(A2 −A), τότε (A2 −A)x = 0 ⇔ A2x = Ax, το οποίο ισχύει για όλα τα x ∈ R3

αφού το A είναι µητρώο προβολής (A2 = A).

(γʹ) ■ nullA = W T

Au = 0

u

w ∈ W

W⊥

W = rangeA

Η ευθεία W⊥ προβάλλεται µέσω του A στο διάνυσµα 0. Επιπλέον κάθε x ∈ R3 γράφεται
ως x = w +w⊥, όπου w ∈ W και w⊥ ⊥ w αφού R3 = W ⊕W⊥, έτσι

Ax = A(w +w⊥) = Aw +Aw⊥ = w + 0 = w,

κατά συνέπεια x ∈ nullA αν και µόνο αν δεν έχει W -συνιστώσα, ισοδύναµα x ∈ W⊥.

(δʹ) Το σύστηµα Ax = 0 έχει µη µηδενικές λύσεις. Σ Λ

Για κάθε u ∈ W⊥ είναι Au = 0.

(εʹ) ■ rankA = dim(rangeA) = dim(W ) = 2.

(ϛʹ) Αν το x ̸= 0 είναι διάνυσµα στο W⊥, τότε είναι ιδιοδιάνυσµα του A. Σ Λ

Αν x ̸= 0 είναι διάνυσµα στο W⊥, τότε Ax = 0 = 0x, ισοδύναµα κάθε x ∈ W⊥ είναι
ιδιοδιάνυσµα του A µε ιδιοτιµή λ = 0.

Θ3. Αν

A =

3− ρ 2 −ρ
0 ρ ρ− 1
0 0 ρ− 2

 ,

όπου ρ είναι µια πραγµατική παράµετρος, να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές του A.

Το A είναι τριγωνικό κατά συνέπεια οι ιδιοτιµές του είναι τα στοιχεία της διαγωνίου, έτσι

λ1 = 3− ρ, λ2 = ρ, λ3 = ρ− 2. (2)
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∆ιαφορετικά, οι ιδιοτιµές είναι οι ϱίζες της εξίσωσης det(λI − A) = 0, έτσι υπολογίζουµε τη
σχετική ορίζουσα αναπτύσσοντας ως προς την πρώτη στήλη

det(λI −A) =

∣∣∣∣∣∣
λ− (3− ρ) −2 ρ

0 λ− ρ 1− ρ
0 0 λ− (ρ− 2)

∣∣∣∣∣∣
= [λ− (3− ρ)]

∣∣∣∣λ− ρ 1− ρ
0 λ− (ρ− 2)

∣∣∣∣
= [λ− (3− ρ)](λ− ρ)[λ− (ρ− 2)],

απ΄ όπου προκύπτει η (2).

Σε µία από τις διαφορετικές παραλλαγές υπήρχε το µητρώο

A =

ρ− 4 1 5− ρ
ρ ρ− 3 ρ− 1
0 0 ρ+ 6

 ,

µε a21 = ρ τυπογραφικό λάθος. Και πάλι όµως διαµορφώνοντας την ορίζουσα det(λI − A) την
αναπτύσουµε ως προς την τρίτη γραµµή και υπολογίζουµε µία µόνο 2 × 2 ορίζουσα για την
εύρεση των ιδιοτιµών. Πράγµατι αναπτύσοντας

det(λI −A) =

∣∣∣∣∣∣
λ− ρ+ 4 −1 ρ− 5

−ρ λ− ρ+ 3 1− ρ
0 0 λ− ρ− 6

∣∣∣∣∣∣
= (λ− ρ− 6)

∣∣∣∣λ− ρ+ 4 −1
−ρ λ− ρ+ 3

∣∣∣∣
= (λ− ρ− 6)

[
(λ− ρ+ 4)(λ− ρ+ 3)− ρ

]
= (λ− ρ− 6)

[
(λ− ρ)2 + 7(λ− ρ) + 12− ρ

]
και λύνοντας στη συνέχεια την εξίσωση det(λI −A) = 0 ϐρίσκουµε

λ = ρ+ 6, και λ− ρ =
−7±

√
1 + 4ρ

2

έτσι

λ1 = ρ+ 6, λ2 = ρ+
−7 +

√
1 + 4ρ

2
, λ3 = ρ+

−7−
√
1 + 4ρ

2
.

Θ4. Αν A είναι ένα 3× 3 µητρώο µε detA = a ̸= 0, τότε

Η ορίζουσα είναι γραµµική συνάρτηση ως προς κάθε γραµµή ξεχωριστά, έτσι αν το A είναι n×n
τότε για τον υπολογισµό της det(rA) ϐγαίνει το r κοινός παράγοντας από κάθε µια από τις n
γραµµές, άρα det(rA) = rn detA. Επίσης ισχύουν οι ιδιότητες :

det(AB) = (detA)(detB), detA = det(AT), det(A−1) =
1

detA
, αν detA ̸= 0.

(αʹ) ■ det(2A) = 23 detA = 23a.

(ϐʹ) ■ det(2A(3A)−1) =
det(2A)

det(3A)
=

23a

33a
=

(
2

3

)3

.

(γʹ) ■ det(2A(3A)T) = det(2A) det((3A)T) = det(2A) det(3A) = 23a33a = 2333a2.
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(δʹ) rank(A−1) = 3 Σ Λ
detA = a ̸= 0, άρα το A αντιστρέφεται, ισοδύναµα rankA = 3, εποµένως rank(A−1) = 3.

Θ5. ∆ίνεται το µητρώο

M =

1 2 −1
0 −3 3
0 1 −1

 .

(αʹ) Να ϐρείτε την ανηγµένη κλιµακωτή µορφή του M .

M →

1 2 −1
0 1 −1
0 1 −1

 →

1 2 −1
0 1 −1
0 0 0

 →

1 0 1
0 1 −1
0 0 0

 = R.

(ϐʹ) Να ϐρείτε µια ϐάση για την εικόνα (rangeM ) του M .

Οι στήλες των οδηγών στο R είναι η πρώτη και η δεύτερη, άρα µια ϐάση για την εικόνα, ή
χώρο στηλών του A (rangeA = C(A)) αποτελείται από τη πρώτη και τη δεύτερη στήλη του
A (και εδώ δεν είναι χρήσιµο το ¨σκονάκι¨;) έτσι µια ϐάση για το rangeA είναι η

B =

{1
0
0

 ,

 2
−3
1

}

(γʹ) Να ϐρείτε µια ϐάση για το µηδενόχωρο (nullM ) του M .

x ∈ nullA ⇔ Rx = 0, έτσι

Rx = 0 ⇔

{
x1 + x3 = 0

x2 − x3 = 0

}
⇔

{
x1 = −x3

x2 = x3

}
⇔ x =

−t
t
t

 ,

όπου t ∈ R, έτσι µια ϐάση του µηδενόχωρου είναι η

B′ =

{−1
1
1

}

Θ6. Αν το B είναι ένα 3 × 4 µητρώο να ϐρεθεί η διάσταση του τετραγωνικού µητρώου A σε κάθε
περίπτωση ώστε η πράξη να ορίζεται. Εάν η πράξη δεν µπορεί να ορισθεί γράψτε δεν ορίζεται.

Τα µητρώα AAT, ATA και BBT, BTB ορίζονται ανεξάρτητα από τη διάσταση των A και B και
είναι τετραγωνικά. Ειδικά το BBT είναι 3× 3 και το BTB είναι 4× 4. ΄Ετσι

(αʹ) ■ ABTB Το A είναι 4× 4.

(ϐʹ) ■ BBTA Το A είναι 3× 3.

(γʹ) ■ ABTAT ∆ΕΝ ΟΡΙΖΕΤΑΙ. Το A πρέπει να είναι 4 × 4 για να ορίζεται το ABT και την
ίδια στιγµή 3× 3 για να ορίζεται το BTAT.

(δʹ) ■ ATAB Το A είναι 3× 3.
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(εʹ) ■ ATB +ABT ∆ΕΝ ΟΡΙΖΕΤΑΙ.

(ϛʹ) ■ A+BAT ∆ΕΝ ΟΡΙΖΕΤΑΙ.

Θ7. ΄Εστω U = {u1,u2,u3} και έστω V = {v1,v2,v3} δύο ϐάσεις για τον R3, και έστω F : R3 → R3

ένας γραµµικός µετασχηµατισµός τέτοιος ώστε

F (u1) = −v1, F (u2) = v1 + v3, F (u3) = −v3.

Παρατηρήστε ότι το διάνυσµα v2 δεν εµφανίζεται στις εκφράσεις των F (uj), j = 1, 2, 3, γεγο-
νός που έχει συγκεκριµένες συνέπειες, µε πρώτη την F (R3) = span{v1,v3} (γιατί ; ϐλέπε (ϐ΄)
παρακάτω).

(αʹ) ■ Το µητρώο αναπαράστασης A του F ως προς τις ϐάσεις U και V είναι το

A =

−1 1 0
0 0 0
0 1 −1

 ,

η j-στήλη του A είναι το διάνυσµα των συντελεστών του F (uj) ως προς τη ϐάση {v1,v2,v3}.
Παρατηρήστε ότι αν A = (a1 a2 a3), τότε a2 = −a1 − a3, εποµένως οι στήλες του A είναι
γραµµικά εξαρτηµένες. Το αποτέλεσµα αυτό είναι συνέπεια του γεγονότος που σχολιάσαµε
προηγούµενα.

(ϐʹ) Μια ϐάση για την εικόνα Image(F ) είναι η

i. {v1,v2,v3}
ii. {v1,v3,v1 − v3}

iii. {v1,v3}
iv. Καµιά από τις προηγούµενες

Αν x = au1 + bu2 + cu3 ∈ R3, τότε F (x) ∈ Image(F ) και από γραµµικότητα

F (x) = aF (u1) + bF (u2) + cF (u3)

= a(−v1) + b(v1 + v3) + c(−v3)

= (b− a)v1 + (b− c)v3.

Κατά συνέπεια
Image(F ) = span{v1,v3}.

(γʹ) Υπάρχει b ∈ R3 ώστε το σύστηµα Ax = b δεν έχει λύση. Σ Λ

Για κάθε b ∈ R3 µε µη µηδενική v2-συνιστώσα το σύστηµα δεν έχει λύση, αφού Ax ∈
span{v1,v3} για κάθε x ∈ R3, ειδικά το Ax = v2 δεν έχει λύση. ∆ιαφορετικά, ο χώρος
στηλών του A, C(A) = rangeA είναι διδιάστατος υπόχωρος του R3, ένα επίπεδο W δηλαδή,
έτσι αν b /∈ W το σύστηµα δεν έχει λύση, ειδικά για b ∈ W⊥.

Θ8. ΄Ενα 3× 3 µητρώο A έχει ιδιοτιµές λ1 = 1, λ2 = λ3 = 2 µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα τα

x1 =

1
2
1

 , x2 =

2
0
1

 , x3 =

1
0
2

 .

(αʹ) Το µητρώο A είναι αντιστρέψιµο. Σ Λ

Το λ = 0 δεν είναι ιδιοτιµή του A, άρα το σύστηµα Ax = 0 έχει λύση µόνο τη µηδενική,
άρα το A αντιστρέφεται.
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(ϐʹ) ■ detA = λ1λ2λ3 = 1 · 2 · 2 = 4.

(γʹ) Το µητρώο A είναι διαγωνοποιήσιµο. Σ Λ

Τα ιδιοδιανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα, άρα το µητρώο A διαγωνοποιείται.

Θ9. Αν u και v είναι µη µηδενικά διανύσµατα του R3 τέτοια ώστε να ισχύει

∥u+ 2v∥ = ∥v + 2u∥,

όπου ∥ · ∥ είναι η επαγόµενη νόρµα

(αʹ) Τι συµπεραίνετε για τα διανύσµατα u και v; (Με απόδειξη.)

Από την υπόθεση παίρνουµε

∥u+ 2v∥2 = ∥v + 2u∥2 ⇔ ⟨u+ 2v,u+ 2v⟩ = ⟨v + 2u,v + 2u⟩
⇔ ∥u∥2 + 4⟨u,v⟩+ 4∥v∥2 = ∥v∥2 + 4⟨v,u⟩+ 4∥u∥2

⇔ 3∥u∥2 = 3∥v∥2

⇔ ∥u∥ = ∥v∥

αφού ∥ · ∥ ≥ 0. Τα u και v είναι διανύσµατα στη σφαίρα µε κέντρο στην αρχή των αξόνων
στο R3 και ακτίνα ρ, όπου ρ = ∥u∥ = ∥v∥.

(ϐʹ) Πότε η ∥u+ v∥ παίρνει τη µέγιστη δυνατή τιµή ; (Με απόδειξη.)

Με ∥u∥ = ∥v∥ αν θ είναι η γωνία µεταξύ των u και v, έχουµε

∥u+ v∥2 = ⟨u+ v,u+ v⟩
= ∥u∥2 + 2⟨u,v⟩+ ∥v∥2

= ∥u∥2 + 2∥u∥∥v∥ cos θ + ∥v∥2

= 2∥u∥2(1 + cos θ)

και το µέγιστο συµβαίνει αν cos θ = 1, ισοδύναµα αν θ = 0, άρα τα u και v έχουν την ίδια
κατεύθυνση και επειδή έχουν και το ίδιο µήκος τελικά προκύπτει ότι το µέγιστο συµβαίνει
όταν u = v. Σηµειώνουµε ότι το ελάχιστο ∥u + v∥ = 0 συµβαίνει όταν τα δύο διανύσµατα
αποτελούν µια διάµετρο της σφαίρας (θ = π ⇒ cos θ = −1) είναι δηλαδή u = −v.

u

v

0 ∥u∥ = ∥v∥

Θ10. Αν το A είναι ένα ορθογώνιο µητρώο τότε detA = det(A−1). Σ Λ

Αν το A είναι ορθογώνιο, τότε AT = A−1, οπότε

det(A−1) = det(AT) = detA.


