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Πανεπιστηµιο Πατρων – Πολυτεχνικη Σχολη
Τµηµα Μηχανικων Η/Υ & Πληροφορικης

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ
ΕΓΕΣ 30 ιουνιου 2022

επωνυµο: ΦΩΣΤΗΡΑΣ ονοµα: ΑΣΤΕΡΙΟΣ

αρ. µητρωου: ετος εισαγωγης :

αιθουσα : στηλη: ΜΟΝΑ∆ΕΣ: 76

Οδηγίες/Επεξηγήσεις

Στο διαγώνισµα υπάρχουν τεσσάρων ειδών ερωτήµατα.

• Ερωτήµατα του τύπου ‘‘Σωστό/Λάθος’’ ή ‘‘Ναι/΄Οχι’’ και καλείσθε, µετά από ένα σύντοµο
έλεγχο να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.

• Ερωτήµατα µε την ένδειξη � στα οποία πρέπει να δώσετε µόνο την τελική απάντηση ή λύση,
µετά από σχετική προεργασία στο πρόχειρο.

• Ερωτήµατα στα οποία καλείσθε να δώσετε µια πλήρη αλλά ‘‘οικονοµική απόδειξη-λύση’’ για
το Ϲητούµενο.

• ΄Ενα ερώτηµα πολλαπλής επιλογής.

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 1 ώρα και 45 λεπτά.

Καλή Επιτυχία !

Θ1. ΄Ενα 3× 3 µητρώο A έχει ιδιοτιµές λ1 = −1, λ2 = −1 και λ3 = 2 µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα
τα

x1 =

 1
−1
0

 , x2 =

0
1
0

 , x3 =

 1
−1
1

 .

(αʹ) Είναι το µητρώο A αντιστρέψιµο ; Ναι ΄Οχι
Γιατί το µηδέν δεν είναι ιδιοτιµή του A.

(ϐʹ) Είναι το µητρώο A διαγωνοποιήσιµο ; Ναι ΄Οχι
Γιατί τα ιδιοδιανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

(γʹ) � Στη περίπτωση αυτή
Αν X =

(
x1 x2 x3

)
, τότε

AX =
(
Ax1 Ax2 Ax3

)
=
(
λ1x1 λ2x2 λ3x3

)
= XΛ

κατά συνέπεια

A = X

−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

X−1
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Θ2. ΄Εστω ότι A ∈ R5×5. Επιλέξτε κυκλώνοντας το σωστό χαρακτηρισµό για τον ισχυρισµό.

(αʹ) Εάν το 0 είναι ιδιοτιµή του A, τότε detA = 0. Σ Λ
detA = λ1λ2 · · ·λ5 = 0.

(ϐʹ) Εάν υπάρχει µη µηδενικό διάνυσµα u ώστε Au = 0, τότε rankA ≤ 4. Σ Λ
Το u είναι τότε ιδιοδιάνυσµα για την ιδιοτιµή λ = 0, οπότε detA = 0, κατά συνέπεια οι
στήλες του A είναι γραµµικά εξαρτηµένες, εποµένως rankA < 5.

(γʹ) Εάν το A είναι ορθογώνιο, τότε υπάρχει το A−1. Σ Λ
Εάν το A είναι ορθογώνιο, τότε ATA = I, κατά συνέπεια A−1 = AT το οποίο υπάρχει πάντα.

(δʹ) � det(3A) = 35 detA.

Θ3. Αν X και Y είναι διανυσµατικοί χώροι, {u1,u2,u3} είναι µια ϐάση για τον X, {v1,v2,v3} είναι
µια ϐάση για τον Y , και F : X → Y είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός τέτοιος ώστε

F (u1) = v1 + v2 + v3 F (u2) = v2 + v3 F (u3) = v3

το µητρώο αναπαράστασης του µετασχηµατισµού είναι το (επιλέξτε)

(αʹ)
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
(ϐʹ)

(
0 0 1
0 1 0
1 0 0

)
(γʹ)

(
1 1 1
0 1 1
0 0 1

)
(δʹ)

(
1 0 0
1 1 0
1 1 1

)
(εʹ) Κανένα από τα

προηγούµενα

AF =
(
(Fu1)V (Fu2)V (Fu3)V

)

Θ4. ΄Εστω A =
(
a1 a2 · · · an

)
∈ Rm×n µε rankA = n. Ορίζουµε την απεικόνιση F : Rn → Rm

µε τη σχέση F (x) = Ax, τότε

(αʹ) Ο F είναι γραµµικός µετασχηµατισµός. Σ Λ

(ϐʹ) � min{m,n} = n, αφού n = rankA ≤ min{m,n}.
(γʹ) Image(F ) = span{a1,a2, . . . ,an}. Η εικόνα του F είναι ο χώρος στηλών του A. Σ Λ

(δʹ) � Kernel(F ) = {0}. Αν F (x) = 0, τότε

Ax = 0⇔ a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = 0⇔ x1 = x2 = · · · = xn = 0,

αφού τα διανύσµατα a1,a2, . . . ,an είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Θ5. ΄Εστω

V = span

{
v1 =

 1
−1
1

 ,v2 =

0
1
1

}.
(αʹ) Να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα V ⊥ του V .

Αν u =
(

x
y
z

)
∈ V ⊥, τότε u ⊥ (λv1 + µv2) για όλα τα λ, µ ∈ R, ισοδύναµα

xλ+ y(−λ+ µ) + z(λ+ µ) = 0⇔ λ(x− y + z) + µ(y + z) = 0⇔

{
x− y + z = 0

y + z = 0
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συνεπώς y = −z και x = −2z εποµένως

V ⊥ = span

{−2
−1
1

}.
(ϐʹ) Αν P είναι το µητρώο προβολής επί του V , τότε το σύστηµα Px =

(
1
−2
0

)
έχει λύση. Σ Λ

Το σύστηµα Px = b έχει λύση αν και µόνο αν b = λv1 + µv2. Εδώ είναι b = v1 − v2.
∆ιαφορετικά από τη µορφή του v2 ϑα πρέπει 1

−2
0

 =

 1
−1
1

+ µ

0
1
1

 =

 1
µ− 1
µ+ 1


το οποίο ισχύει για µ = −1.

Θ6. ΄Εστω ότι το A ∈ R3×3 είναι το µητρώο ορθογώνιας προβολής επί ενός διδιάστατου υπόχωρου W
του R3. Επιλέξτε κυκλώνοντας το σωστό χαρακτηρισµό για τον ισχυρισµό.
Το A προβάλει επί του διδιάστατου υπόχωρου W του R3, ισοδύναµα ο χώρος στηλών του είναι
διδιάστατος (rankA = 2) εποµένως έχει δύο γραµµικά ανεξάρτητες στήλες.

(αʹ) Υπάρχει µη µηδενικό διάνυσµα v ∈ R3 ώστε Av = 0. Σ Λ
Το A έχει δύο οδηγούς συνεπώς το σύστηµα Ax = 0 έχει µη µηδενικές λύσεις.

(ϐʹ) Το αντίστροφο µητρώο A−1 υπάρχει. Σ Λ
rankA < 3.

(γʹ) A2 = A. Σ Λ
Αν x ∈ R3, τότε Ax ∈W , οπότε A2x = A(Ax) = Ax, αφού Ax ∈W .

(δʹ) � Εάν u ∈ R3 είναι ένα διάνυσµα να ϐρεθεί η ϐέλτιστη προσέγγιση του u από διάνυσµα
του W , δηλαδή

min
x∈W
‖u− x‖ = ‖u−Au‖.

Η ϐέλτιστη προσέγγιση επιτυγχάνεται για x = Au = projW u.

Θ7. ∆ίνεται το µητρώο

M =

1 −2 −1 1
1 2 3 µ
3 2 λ 1

 .

όπου λ, µ είναι πραγµατικές παράµετροι.

(αʹ) Να ϐρεθεί µια κλιµακωτή µορφή για το µητρώο.1 −2 −1 1
1 2 3 µ
3 2 λ 1

→
1 −2 −1 1

0 4 4 µ− 1
0 8 λ+ 3 −2

→
1 −2 −1 1

0 1 1 (µ− 1)/4
0 0 λ− 5 −2µ


(ϐʹ) Βρείτε συνθήκες στις παραµέτρους ώστε να είναι rankM = 2.

Θα πρέπει να είναι λ = 5 και µ = 0.

(γʹ) ΄Εστω ότι το M είναι το επαυξηµένο µητρώο για το σύστηµα Ax = b, δηλαδή M = (A |b).
Για τις τιµές των παραµέτρων που ϐρήκατε στο (α΄)
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i. Να ϐρείτε µια ϐάση για την εικόνα rangeA του A.
Για λ = 5 από την κλιµακωτή µορφή του A προκύπτει ότι η πρώτη και η δεύτερη στήλη
είναι γραµµικά ανεξάρτητες, εποµένως µια ϐάση για την εικόνα, ή χώρο στηλών του A
είναι η

BR =

{1
1
3

 ,

−1
1
1

}.
Σηµειώνουµε ότι

δεύτερη στήλη του A =

−2
2
2

 = 2

−1
1
1


ii. Να ϐρείτε µια ϐάση για το µηδενόχωρο nullA του A.

Αν x ∈ nullA, τότε1 −2 −1
0 1 1
0 0 0

x1x2
x3

 =

0
0
0

⇔ {
x1 − 2x2 − x3 = 0

x2 + x3 = 0

}
⇔

{
x1 = −x3
x2 = −x3

,

συνεπώς

x =

x1x2
x3

 =

−x3−x3
x3

 ,

κατά συνέπεια µια ϐάση για το µηδενόχωρο του A είναι η

BN =

{ 1
1
−1

}.


