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Πανεπιστηµιο Πατρων – Πολυτεχνικη Σχολη
Τµηµα Μηχανικων Η/Υ & Πληροφορικης

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ

ΕΓΕΣ 5 Σεπτεµβρίου 2019

+2/19/1010

Στοιχεία Εξεταζόµενου/ης

επωνυµο: ονοµα:

αρ. µητρωου: ετος εισαγωγης :

αιθουσα : στηλη: µοναδες/βαθµοσ:

Οδηγίες/Επεξηγήσεις

Στο διαγώνισµα υπάρχουν κυρίως τριών ειδών ερωτήµατα.

1. Ερωτήµατα µε την ένδειξη Σ/Λ. Αυτά είναι ερωτήµατα του τύπου σωστό/λάθος και καλείσθε να

επιλέξετε την σωστή απάντηση κυκλώνοντας το αντίστοιχο γράµµα.

2. Ερωτήµατα µε την ένδειξη � στα οποία καλείσθε να δώσετε µια πλήρη αλλά ‘‘οικονοµική’’

απόδειξη-λύση για το Ϲητούµενο.

3. Ερωτήµατα στα οποία πρέπει να δώσετε µόνο την απάντηση δίχως εξήγηση.

Σε όλες τις περιπτώσεις συστήνεται να ‘‘δουλέψετε’’ κάθε ερώτηµα ή υποερώτηµα στο πρόχειρο ώστε η

απάντησή σας να µην είναι τυχαία.

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 2 ώρες και 30 λεπτά. Η παράδοση των γραπτών αρχίζει 1 ώρα και 15

λεπτά µετά από την έναρξη της εξέτασης.

Καλή Επιτυχία !

ΛΥΣΕΙΣ – ΣΧΟΛΙΑ
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Θ1. ∆ίνονται τα µητρώα

A =

1
2
3

 , B =

3
2
1

 , C =
(
A B

)
.

Κυκλώστε τον σωστό χαρακτηρισµό οποτεδήποτε η πράξη είναι έγκυρη

Σ/ Λ CBA Σ /Λ AAΤC Σ/ Λ BAC Σ /Λ AΤC

Αν το γινόµενο PQR ορίζεται, τότε (PQ)R = P (QR) (προσεταιριστική ιδιότητα), κατά συνέπεια

αν το γινόµενο PQ ή το QR δεν ορίζεται δεν µπορεί να ορίζεται το PQR.

ΕΑΝ ΑΥΤΟ ΤΟ ΕΡΩΤΗΜΑ, ΤΟ ΟΠΟΙΟ ΑΦΟΡΑ ΣΤΟΙΧΕΙΩ∆Η ΓΝΩΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΑΛΓΕΒΡΑΣ,

∆ΕΝ ΕΧΕΙ ΑΠΑΝΤΗΘΕΙ ΣΩΣΤΑ, ΤΟΤΕ ΥΠΑΡΧΕΙ ΣΟΒΑΡΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ.

Θ2. (Βλέπε Θ9.) Εάν A είναι το 3× 4 επαυξηµένο µητρώο για το σύστηµα

a1x+ b1y + c1z = d1

a2x+ b2y + c2z = d2

a3x+ b3y + c3z = d3

µε a1 6= 0, να συµπληρωθεί η αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή R του A σε κάθε µια

από τις περιπτώσεις :

(αʹ) Το σύστηµα δεν έχει λύση.

R =

1 0 c 0
0 1 c′ 0
0 0 0 1

 , R =

1 b c d
0 0 0 d′

0 0 0 d′′

 , d′ 6= 0 ή d′′ 6= 0

αν rankA = 2 αν rankA = 1.

Το µητρώο των συντελεστών, έστω A0 έχει τάξη rankA0 < 3 και το σταθερό διάνυσµα δεν

ανήκει στο rangeA0.

(ϐʹ) Το σύστηµα έχει µοναδική λύση.

R =

1 0 0 d
0 1 0 d′

0 0 1 d′′

 .

Το µητρώο των συντελεστών A0 έχει τάξη rankA0 = 3 άρα είναι γραµµοϊσοδύναµο µε το

ταυτοτικό µητρώο.

(γʹ) Το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις.

R =

1 0 c d
0 1 c′ d′

0 0 0 0

 , R =

1 b c d
0 0 0 0
0 0 0 0


αν rankA = 2 αν rankA = 1.

Το µητρώο των συντελεστών A0 έχει τάξη rankA0 < 3 και το σταθερό διάνυσµα ανήκει στο

rangeA0.
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Θ3. Εάν

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = α, υπολογίστε

(αʹ)

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3
3c1 3c2 3c3

∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = 3α.

(ϐʹ)

∣∣∣∣∣∣
2a1 2a2 2a3

2b1 2b2 2b3
2c1 2c2 2c3

∣∣∣∣∣∣ = 23

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = 8α.

(γʹ)

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 + a1 b2 + a2 b3 + a3

b1 − c1 b2 − c2 b3 − c3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3
b1 − c1 b2 − c2 b3 − c3

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

a1 +a2 a3

b1 − c1 b2 − c2 b3 − c3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3
−c1 −c2 −c3

∣∣∣∣∣∣+ 0 = 0−

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = −α.

Θ4. ∆ίνεται ο γραµµικός µετασχηµατισµός T : R3 → R2

T

(xy
z

) =

(
2x− z
y + 3z

)
.

(αʹ) Το µητρώο A του µετασχηµατισµού, δηλαδή εκείνο για το οποίο T (u) = Au, είναι το

A =

(
2 0 −1
0 1 3

)

(ϐʹ) � Να ϐρεθεί ο πυρήνας του µετασχηµατισµού, ker(T ).xy
z

 ∈ ker(T ) ⇔ T

(xy
z

) =

(
0
0

)

⇔
(

2x− z
y + 3z

)
=

(
0
0

)
⇔
{

2x− z = 0
y + 3z = 0

.

΄Ετσι xy
z

 =

z/2
−3z
z

 = z

1/2
−3
1

 ,

κατά συνέπεια

ker(T ) =

{
t

1/2
−3
1

 : t ∈ R
}
.
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Θ5. Σκεφτείτε γεωµετρικά. ΄Εστω ότι το A είναι ένα 3 × 3 µητρώο ορθογώνιας προβολής επί ενός

επιπέδου Π, υπόχωρου του R3
. Επιλέξτε κυκλώνοντας το σωστό χαρακτηρισµό για τον ισχυρισµό.

(αʹ) A2 = A. Σ /Λ

Αν u ∈ Π, τότε Au = u, κατά συνέπεια

A2v = A(Av) = Av

αφού Av ∈ Π για κάθε v ∈ R3
.

(ϐʹ) Το A−1
υπάρχει. Σ/ Λ

Ας υποθέσουµε ότι το µητρώο A προβάλει επί του xy-επιπέδου, τότε

A

xy
z

 =

xy
0

 , ∀z ∈ R

έτσι αν υπήρχε το A−1
, τότε ϑα είχαµε ότι

A−1A

xy
z

 = A−1

xy
0

 ⇔ A−1

xy
0

 =

xy
z


όπου z είναι οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός ! ∆ιαφορετικά, αν υπήρχε το A−1

από το

(α΄) για κάθε διάνυσµα u ∈ R3
ϑα είχαµε

A2u = Au⇔ A−1A2u = A−1Au⇔ Au = u

το οποίο είναι άτοπο αν u /∈ Π, κατά συνέπεια το A−1
δεν υπάρχει.

(γʹ) rankA = 2. Σ /Λ

Ο χώρος στηλών του A είναι το επίπεδο Π το οποίο παράγεται από δύο γραµµικά ανεξάρτητα

διανύσµατα τουR3
, άρα τοA έχει δύο γραµµικά ανεξάρτητες στήλες, ισοδύναµα rankA = 2.

(δʹ) Υπάρχει µη µηδενικό διάνυσµα u ∈ R3
ώστε Au = 0. Σ /Λ

Αν το u είναι κάθετο στο Π, τότε Au = 0. ∆ιαφορετικά, αφού rankA = 2, τότε το σύστηµα

Ax = 0 έχει µη µηδενικές λύσεις, συνεπώς υπάρχει µη µηδενικό διάνυσµα u µε Au = 0.
∆ιαφορετικά αν v ∈ R3 r Π ϑέτουµε u = v −Av, τότε από το (α

′
) παίρνουµε

Au = A(v −Av) = Av −A2v = Av −Av = 0.

(εʹ) Το A είναι ορθογώνιο µητρώο. Σ/ Λ

Αν το A ήταν ορθογώνιο, τότε ϑα ήταν detA = ±1, κατά συνέπεια ο χώρος στηλών του A ϑα

ήταν ο R3
και όχι το επίπεδο Π.

(ϛʹ) Εάν v ∈ R3
είναι ένα διάνυσµα να ϐρεθεί η ϐέλτιστη προσέγγιση του v από διάνυσµα του

Π, δηλαδή υπολογίστε

min
x∈Π
‖v − x‖ = ‖v −Av‖

ϐλέπε Σχήµα στην επόµενη σελίδα.
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v

x ∈ Π

Av

v −Av

Π

΄Εστω v ∈ R3 r Π. Το διάνυσµα Av είναι η ορθογώνια προβολή του v επί του επιπέδου Π, κατά

συνέπεια αν x είναι ένα τυχαίο διάνυσµα του Π, το ‘‘κόκκινο’’ τρίγωνο είναι ορθογώνιο

v −Av ⊥ Π⇒ v −Av ⊥ Av

µε υποτείνουσα την ‘‘v − x’’.

΄Οσο για το (ϐ
′
) αν v′ είναι ένα διάνυσµα ‘‘πάνω ή κάτω’’ από το v (το µπλε διάνυσµα) το οποίο

‘‘ρίχνει την ίδια σκιά όταν ϕωτίζεται από το A’’ (προβάλλεται) µε το v στο Π, τότε Av′ = Av, αλλά
v′ 6= v, εποµένως η προβολή δεν είναι ένα-προς-ένα, ισοδύναµα το A δεν αντιστρέφεται.
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Θ6. Επιλέξτε κυκλώνοντας το σωστό χαρακτηρισµό για τον ισχυρισµό.

Σ /Λ Το υποσύνολο Y =

{(
x
3x

)
: x ∈ R

}
είναι υπόχωρος του R2

.

Το Y είναι η ευθεία µε εξίσωση y = 3x, κατά συνέπεια µονοδιάστατος υπόχωρος του R2
.

Σ/ Λ Το επίπεδο Z =

{xy
z

 : 2x+ y + z = 1

}
είναι υπόχωρος του R3

.

Το Z δεν περιέχει το σηµείο (0, 0, 0), κατά συνέπεια το Z δεν είναι υπόχωρος του R3
αφού

δεν περιέχει το µηδενικό διάνυσµα.

Σ /Λ ΄Ενα µητρώο του οποίου οι γραµµές, ως διανύσµατα-στήλες, και οι στήλες είναι γραµµικά

ανεξάρτητα διανύσµατα είναι τετραγωνικό.

Επειδή

rankA = πλήθος γραµµ. ανεξ. στηλών = πλήθος γραµµ. ανεξ. γραµµών

και όλες οι γραµµές όπως και όλες οι στήλες είναι γραµµικά ανεξάρτητες, τότε το πλήθος

των γραµµών ισούται µε το πλήθος των στηλών, άρα το µητρώο είναι τετραγωνικό.

Θ7. � ΄Εστω ότι το 4× 4 µητρώο A ικανοποιεί τη σχέση

A3 − 4A2 + 3A− 2I = O,

όπου O είναι το µηδενικό 4× 4 µητρώο.

(αʹ) ∆είξτε ότι το A αντιστρέφεται και ϐρείτε µια έκφραση για το αντίστροφο A−1
.

Το τετραγωνικό µητρώο A αντιστρέφεται αν και µόνο αν υπάρχει B ώστε AB = I. Από τη

δοσµένη εξίσωση παίρνουµε

A3 − 4A2 + 3A = 2I

A(A2 − 4A+ 3I) = 2I

A

(
1

2
A2 − 2A+

3

2
I

)
= I

κατά συνέπεια

A−1 =
1

2
A2 − 2A+

3

2
I.

(ϐʹ) Εξηγείστε γιατί το πολυώνυµο p(λ) = λ3− 4λ2 + 3λ− 2 είναι ή δεν είναι το χαρακτηριστικό

πολυώνυµο του A.

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του µητρώου A δίνεται από το σχέση

pA(λ) = det(λI −A),

όπου στη συγκεκριµένη περίπτωση είναι 4ου ϐαθµού, κατά συνέπεια το δοσµένο πολυώνυµο

∆ΕΝ µπορεί να είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A.
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Θ8. Επιλέξτε κυκλώνοντας το σωστό χαρακτηρισµό για τον ισχυρισµό. ΄Εστω A ∈ Rn×n

Σ /Λ Εάν υπάρχει µη µηδενικό διάνυσµα u ώστε Au = 0, τότε detA = 0.
Το σύστηµα Ax = 0 έχει µη µηδενικές λύσεις αν και µόνον αν rankA < n, ισοδύναµα το

A−1
δεν υπάρχει, ισοδύναµα detA = 0. ∆ιαφορετικά, αν Au = 0 µε u 6= 0, το λ = 0 είναι

ιδιοτιµή του A, ισοδύναµα το λ = 0 είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του A
ισοδύναµα ο σταθερός όρος του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του A, η detA, ισούται µε

το 0.

Σ /Λ Εάν nullA = 0, τότε λ 6= 0 για κάθε ιδιοτιµή λ του A.

Εάν nullA = 0, το σύστηµα Ax = 0 δεν έχει µη µηδενικές λύσεις, ισοδύναµα rankA = n,
ισοδύναµα detA 6= 0, ισοδύναµα το µηδέν δεν είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου

του A.

Σ /Λ Εάν το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A είναι p(λ) = λn − 11, τότε το A αντιστρέφεται.

Ο σταθερός όρος του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του A είναι (−1)n detA, οπότε στην

περίπτωσή µας detA = ±11, έτσι detA 6= 0, άρα το A−1
υπάρχει.

Σ/ Λ Εάν το 0 είναι ιδιοτιµή του A, τότε οι στήλες του A είναι γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα.

Εάν το 0 είναι ιδιοτιµή του A, τότε detA = 0, ισοδύναµα το A δεν αντιστρέφεται, ισοδύναµα

οι στήλες του A είναι γραµµικά εξαρτηµένες.

Σ /Λ Εάν το A είναι ορθογώνιο, τότε υπάρχει το A−1
.

Εάν το A είναι ορθογώνιο, τότε detA = ±1, (απόρροια της σχέσης AΤA = I), δηλαδή

detA 6= 0, οπότε υπάρχει το A−1
.

Θ9. � Για το µητρώο

A =

(
2 −1 1
0 1 −1

)
(αʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον χώρο στηλών του A.

Βλέπουµε ότι η πρώτη και δεύτερη στήλη του A είναι γραµµικά ανεξάρτητες, ενώ η τρίτη

είναι πολλαπλάσιο της δεύτερης, έτσι

Βάση του rangeA =

{(
2
0

)
,

(
−1
1

)}
.

∆ιαφορετικά ϐρίσκουµε την αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή του A

A =

(
2 −1 1
0 1 −1

)
→
(

2 0 0
0 1 −1

)
→
(

1 0 0
0 1 −1

)
= R,

όπου ϐλέπουµε το ίδιο αποτέλεσµα.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον µηδενόχωρο του A.

Από τον ορισµό του µηδενόχωρου ϑέλουµε

A

xy
z

 =

(
0
0

)
⇔

{
2x− y + z = 0

y − z = 0
⇔

2x = 0

y = z

}
⇔

xy
z

 =

0
z
z

 = z

0
1
1

 ,

όπου z ∈ R, εποµένως

Βάση του nullA =

{0
1
1

}.


