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Πανεπιστηµιο Πατρων – Πολυτεχνικη Σχολη
Τµηµα Μηχανικων Η/Υ & Πληροφορικης

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ

∆ιδάσκοντες : Ε. Γαλλόπουλος & Ε. Στεφανόπουλος 6 σεπτεµβριου 2018

∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ – ΛΥΣΕΙΣ – ΣΧΟΛΙΑ

Οδηγίες/Επεξηγήσεις

Στο διαγώνισµα υπάρχουν κυρίως τριών ειδών ερωτήµατα.

• Ερωτήµατα µε την ένδειξη � είναι ερωτήµατα του τύπου ‘‘σωστό/λάθος’’ και καλείσθε να

µαυρίσετε (ή ‘‘µπλεδίσετε’’) το τετράγωνο µόνο αν η έκφραση που ακολουθεί είναι πάντα

αληθής.

• Ερωτήµατα µε την ένδειξη4 στα οποία πρέπει να δώσετε µόνο την απάντηση δίχως εξήγηση.

Μια συντοµότατη εξήγηση ή απόδειξη, αν κρίνετε ότι είναι απαραίτητη, είναι οπωσδήποτε

ευπρόσδεκτη.

• Ερωτήµατα στα οποία καλείσθε να δώσετε µια πλήρη αλλά ‘‘οικονοµική απόδειξη-λύση’’ για

το Ϲητούµενο.

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 2 ώρες και 45 λεπτά.

Η παράδοση των γραπτών αρχίζει 1 ώρα και 15 λεπτά µετά από την έναρξη της εξέτασης.

Καλή Επιτυχία !

ΓΕΝΙΚΑ ΣΧΟΛΙΑ

Στα ερωτήµατα µε την ένδειξη � η απάντηση δεν δίνεται ανάλογα µε το τι ϑα δείξει η ϱίψη ενός

νοµίσµατος. Τέτοιου τύπου ερώτηµα είναι, για παράδειγµα, και η πρόταση γάµου ! Η απάντηση είναι

(ή ϑα έπρεπε να είναι) αποτέλεσµα σοβαρής ανάλυσης-προετοιµασίας. Μη µας ξεγελάει το (σύνηθες) ‘‘I

do’’, ‘‘I do’’ που ακούγεται (συνήθως), στις ταινίες, από τα χείλη του προσώπου που ερωτήθηκε αµέσως

µετά την διατύπωση της ερώτησης-πρότασης. Το πρόσωπο που απαντά περιµένει την ερώτηση, έχει

κάνει ανάλυση των δεδοµένων και ‘‘σαν έτοιµο από καιρό’’ περιµένοντας το συγκεκριµένο ερώτηµα έχει

έτοιµη (τις περισσότερες τουλάχιστον ϕορές) την απάντηση που ϑα δώσει. Η διαφορά µε την εξέταση

είναι ότι ενώ ο/η εξεταζόµενος/η έχει προετοιµαστεί µελετώντας το περιεχόµενο του υπό εξέταση

µαθήµατος, δεν γνωρίζει ποιά ϑα είναι τα ερωτήµατα (πάντα ϐέβαια µπορεί να µαντέψει µερικά), κατά

συνέπεια µια επιτόπου ανάλυση είναι απαραίτητη. Γι το λόγο αυτό εξάλλου δίνεται το πρόχειρο.

΄Οταν Ϲητάται να µαυριστεί το τετράγωνο �, εκεί που κρίνεται ότι πρέπει, αυτό που περιµένει να

δει ο εξεταστής είναι ένα �. Το � µε επάνω του ένα �� τι σηµαίνει ; Αναίρεση του µαυρίσµατος, το

�� σηµαίνει και διαγραφή (ϕτου να πάρει δεν έχω blanco µαζί µου), ή ‘‘καραµαύρισµα’’ µαύρισµα

δηλαδή µε έµφαση, µαύρισµα µε τόνο ; Και αν στην ίδια οµάδα ερωτηµάτων υπάρχουν και οι δύο

τύποι, δηλαδή µαυρισµένο τετράγωνο και µαυρισµένο και ‘‘χιτωµένο’’ τα πράγµατα είναι εύκολα. Αν

όµως στην ίδια οµάδα ερωτηµάτων υπάρχει µόνο ο τύπος µαυρισµένο και χιτωµένο, αυτό τι σηµαίνει ;

Η απάντηση, σύµφωνα µε τα προηγούµενα, δεν είναι µονοσήµαντη.

Τέλος επειδή ‘‘οι καλοί λογαριασµοί ...’’ Το να εκτιµά κάποιος/α ότι µπορεί να ‘‘περάσει’’ το

µάθηµα ενώ δεν έχει απαντήσει ολόσωστα στα Θ8 και Θ7 είναι σαν να ϑέλει να προσληφθεί σε ϑέση

ναυαγοσώστη ενώ δεν µπορεί όχι µόνο να κολυµπάει αλλά ούτε να ... επιπλέει ! Βέβαια γίνονται και

ϑαύµατα.

Στις λύσεις, παρουσιάζεται η σχετική µε το ερώτηµα ϑεωρία (µε πράσινο) και η αιτιολόγηση της

απάντησης ή η λύση (µε κόκκινο).
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Θ1. � µαυριστε αν η εκφραση ειναι αληθης. Για A ∈ Rn×m
ϑεωρούµε το σύστηµα Ax = b

� Αν rankA = n, τότε n < m. (2)⇒ n ≤ m.

� Αν rankA = m, τότε rangeA = Rn
. (2)⇒ m ≤ n ισοδύναµα rangeA ⊆ Rn

.

� Αν το σύστηµα έχει λύση για κάθε b, τότε m ≥ n. (1)⇒ m ≥ dimRn
ισοδύναµα m ≥ n.

� Αν για b = 0 είναι x = 0, τότε rankA ≥ m.

(1)⇒ οι στήλες του A είναι γραµµικά ανεξάρτητες άρα rankA = m (από τη (2) rankA ≤ m).

ΘΕΩΡΙΑ : Το A έχει n γραµµές και m στήλες, έτσι

A =
(
a1 a2, . . . am

)
, aj ∈ Rn, j = 1, 2, . . . ,m.

Για x ∈ Rm

Ax = a1x1 + a2x2 + · · ·amxm = b ∈ Rn. (1)

Επίσης

rankA = dim(rangeA) ≤ min{n,m}. (2)

Θ2. � µαυριστε αν η εκφραση ειναι αληθης. ΄Εστω A ∈ Rn×n

� Το A είναι ορθογώνιο αν και µόνο αν AAΤ = I. Εξ ορισµού.

� Εάν το A είναι ορθογώνιο τότε detA = 1. (3)⇒ detA = ±1.

� Εάν το A είναι ορθογώνιο, τότε rangeA = Rn
. Υπάρχει το A−1 ισοδύναµα rankA = n.

� Εάν nullA = {0}, το A είναι ορθογώνιο.

nullA = {0} ⇔ υπάρχει το A−1 (για τετραγωνικά µητρώα) αλλά εν γένει A−1 6= AT
. Βλέπε

και Θ1 (δ).

ΘΕΩΡΙΑ : Το A είναι ορθογώνιο ανν AAT = I ισοδύναµα A−1 = AT
. ΄Ετσι

det(AAT) = det I ⇔ (detA)(detAT) = 1⇔ (detA)2 = 1. (3)

Επίσης για

A =

(
0 1
1 0

)
⇒ A−1 = AT = A και detA = −1.

Θ3. � µαυριστε αν η εκφραση ειναι αληθης. Τα u1,u2, . . . ,u9, είναι ορθογώνια µη µηδενικά διανύ-

σµατα στο R9

� Το µητρώο U =
(
u1 u2 . . . u9

)
είναι ορθογώνιο. (4) & (5).

� Το {u1,u2, . . . ,u9} είναι µια ϐάση για το R9
.

Τα εννέα διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα στο R9
.

� Το µητρώο U =
(
u1 u2 . . . u9

)
είναι αντιστρέψιµο.

Το τετραγωνικό µητρώο U έχει γραµµικά ανεξάρτητες στήλες.

� Εάν U † είναι το ψευδοαντίστροφο του U =
(
u1 u2 . . . u9

)
, τότε UU †U = U .

Το U αντιστρέφεται, οπότε U † = U−1, έτσι UU †U = UU−1U = IU = U .
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ΘΕΩΡΙΑ : Το A είναι ορθογώνιο αν και µόνο αν οι στήλες του A αποτελούν ένα ορθοκανονικό

σύνολο (ισοδύναµα AAT = I). Οι στήλες του µητρώου

A =

(
2 0
0 3

)
= AT

(4)

είναι ορθογώνια διανύσµατα, αλλά

A−1 =

(
1/2 0
0 1/3

)
6=
(
2 0
0 3

)
= AT. (5)

Αν τα µη µηδενικά διανύσµατα u1,u2, . . . ,uk είναι ορθογώνια, τότε είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Πράγµατι

c1u1 + c2u2 + · · ·+ ckuk = 0

c1〈u1,uj〉+ c2〈u2,uj〉+ · · ·+ ck〈uk,uj〉 = 〈0,uj〉 1 ≤ j ≤ k
cj〈uj ,uj〉 = 0

cj‖uj‖2 = 0

άρα cj = 0, αφού uj 6= 0.

Θ4. � µαυριστε αν η εκφραση ειναι αληθης. ΄Εστω A ∈ R5×5

� Το A έχει πέντε πραγµατικές ή µιγαδικές ιδιοτιµές.

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι 5ου ϐαθµού, κατά συνέπεια έχει πέντε ϱίζες στο σώµα

των µιγαδικών αριθµών.

� Το A έχει τουλάχιστον µία πραγµατική ιδιοτιµή.

Επειδή το χαρακτηριστικό πολυώνυµο pA έχει πραγµατικούς συντελεστές αν λ είναι ϱίζα του

πολυωνύµου και µε z συµβολίσουµε τον συζυγή του µιγαδικού αριθµού z, τότε

pA(λ) = 0⇒ pA(λ) = 0⇒ pA(λ) = 0,

κατά συνέπεια και ο λ είναι ϱίζα του πολυωνύµου. Ετσι ένα 5 × 5 µπορεί να έχει δύο, ή

τέσσερεις µιγαδικές ιδιοτιµές, εποµένως το µητρώο ϑα έχει τρείς ή µία πραγµατική ιδιοτιµή.

� Εάν A = AΤ
οι ιδιοτιµές του A είναι πραγµατικές.

Αν λ είναι ιδιοτιµή του A µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα x, τότε

〈Ax,x〉 = (Ax)Tx = xTATx = xTAx = 〈x, Ax〉

από τον ορισµό του συνήθους εσωτερικού γινοµένου, ισοδύναµα

〈λx,x〉 = 〈x, λx〉 ⇔ λ〈x,x〉 = λ〈x,x〉 ⇔ λ‖x‖2 = λ‖x‖2,

κατά συνέπεια (λ− λ)‖x‖2 = 0, ισοδύναµα λ = λ, αφού x 6= 0, δηλαδή λ ∈ R.

� Εάν nullA = {0}, το λ = 0 είναι ιδιοτιµή του A.

Γνωρίζουµε ότι

nullA = {0} ⇔ το A αντιστρέφεται⇔ detA 6= 0

οπότε από την (7) προκύπτει ότι οι ιδιοτιµές του A είναι διάφορες του µηδενός.

ΘΕΩΡΙΑ : Για ένα n× n µητρώο A ως χαρακτηριστικό πολυωνύµο του A ορίζεται το

pA(λ) = det(λI −A),
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έτσι

pA(λ) = λn − cn−1λn−1 + · · ·+ (−1)nc0.
Παρατηρούµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ενός n × n µητρώου είναι ϐαθµού n. Οι ιδιο-

τιµές του n × n µητρώου A είναι οι ϱίζες της εξίσωσης pA(λ) = 0. Αν λ1, λ2, . . . , λn είναι οι

ιδιοτιµές του A από τις σχέσεις ϱιζών-συντελεστών προκύπτει ότι

cn−1 = trA = λ1 + λ2 + · · ·+ λn (6)

c0 = detA = λ1λ2 · · ·λn. (7)

Θ5. � και 4 ΄Εστω A ∈ Rn×n
ένα συµµετρικό µητρώο

� Αν detA 6= 0 και λ είναι ιδιοτιµή του A, τότε λ 6= 0. Βλέπε Θ4 (δ).

� Αν detA 6= 0 και λ είναι ιδιοτιµή του A, τότε 1/λ είναι ιδιοτιµή του A−1

Αφού detA 6= 0 υπάρχει το A−1. ΄Εστω Ax = λx, τότε από το (α) είναι λ 6= 0 και

A−1Ax = A−1λx⇒ x = λA−1x⇒ A−1x =
1

λ
x.

4 Εάν A2 = A τι συµπεραίνετε για την detA;

detA2 = detA⇒ (detA)2 = detA⇒ detA(detA− 1) = 0,

εποµένως detA = 0 ή detA = 1.

4 Εάν A2 = A και για το µη µηδενικό διάνυσµα u ισχύει Au = λu, τι συµπεραίνετε για το λ;
Από την Au = λu πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µε το µητρώο A παίρνουµε

A2u = Aλu⇒ Au = λAu⇒ λu = λ2u⇒ (λ− λ2)u = 0,

κατά συνέπεια, αφού u 6= 0,

λ2 − λ = 0⇒ λ(λ− 1) = 0⇒ λ = 0 ή λ = 1.

Θ6. � και 4 Εάν

V = span

{1
0
0

 ,

0
1
0

}, W = span

{
w =

 1
1
−1

}

� R3 = V ⊕W .

V =

{xy
0

 : x, y ∈ R
}

και W =

{ z
z
−z

 : z ∈ R
}
,

έτσι

R3 3

xy
z

 =

x+ z
y + z
0

+

−z−z
z


= (x+ z)

1
0
0

+ (y + z)

0
1
0

− z
 1

1
−1

 ∈ V +W,
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εποµένως R3 = V +W , επιπλέονxy
z

 ∈ V ∩W ⇔ {
z = 0

x = y = −z

}
⇔ x = y = z = 0⇔ V ∩W = {0}.

� V ⊥W .

Ο W δεν είναι το ορθογώνιο συµπλήρωµα του V γιατί

v =

1
0
0

 ∈ V και w =

 1
1
−1

 ∈W
αλλά

〈v,w〉 = 1 6= 0.

4 Γράψτε ο µητρώο της ορθογώνιας προβολής επί του υπόχωρου W .

Το Ϲητούµενο µητρώο είναι το

P =
1

wTw
wwT =

1

3

 1 1 −1
1 1 −1
−1 −1 1



ΘΕΩΡΙΑ : Αν V και W είναι υπόχωροι του διανυσµατικού χώρου X

X = V ⊕W ⇔

{
X = V +W

V ∩W = 0.

Επίσης

V ⊥W ⇔ 〈v,w〉 = 0, ∀v ∈ V και ∀w ∈W.

Θ7. 4 Να περιγράψετε όλους τους υπόχωρους του R3

(αʹ) διάστασης 1:

Είναι όλες οι ευθείες που περιέχουν την αρχή των αξόνων, δηλαδή

V = tu, t ∈ R

όπου u είναι οποιοδήποτε µη µηδενικό διάνυσµα του R3
.

(ϐʹ) διάστασης 2:

Είναι όλα τα επίπεδα που περιέχουν την αρχή των αξόνων, δηλαδή

V = tu+ sv, t, s ∈ R

όπου u και v είναι οποιαδήποτε γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα του R3
.

(γʹ) διάστασης 3:

Είναι µόνο ένας ο R3
, αφού αν u, v και w είναι γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα του

R3
, τότε .

V = tu+ sv + rw, t, s, r ∈ R
= span{u,v,w}
= R3
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ΘΕΩΡΙΑ : Αν X είναι ένας διανυσµατικός χώρος µε dimX = n και m ≤ n, ένας υπόχωρος του

X διάστασης m παράγεται από m γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα του X.

Θ8. 4 Θεωρώντας τα µητρώα µε αντίστοιχα µεγέθη

µητρώο: A B C D E

µέγεθος : 3× 5 5× 2 3× 5 3× 2 2× 3

υπολογίστε το µέγεθος ή γράψτε ‘‘δο’’ (δεν ορίζεται) για κάθε ένα από τα µητρώα

AΤC CB +D DΤA EΤDΤ DDΤ + EΤE (A+ C)BE

5× 5 3× 2 2× 5 3× 3 3× 3 3× 3

Θ9. Για το σύστηµα

x+ y + 2z = 1

2x+ 3y + 3z = a

x+ 2y + µz = b

όπου a, b, µ είναι πραγµατικές παράµετροι, ϐρείτε συνθήκες για τις παραµέτρους ώστε το σύστηµα

να έχει (i) καµία λύση, (ii) µία µόνο λύση, ή (iii) άπειρες λύσεις.

Επιλύοντας µε απαλοιφή το σύστηµα ϐρίσκουµε1 1 2 1
2 3 3 a
1 2 µ b

→
1 1 2 1
0 1 −1 a− 2
0 1 µ− 2 b− 1

→
1 1 2 1
0 1 −1 a− 2
0 0 µ− 1 b− a+ 1

 .

Εποµένως

πληθος λυσεων µ f(a, b)

Καµία λύση µ = 1 a− b 6= 1

Μοναδική λύση µ 6= 1 –

΄Απειρες λύσεις µ = 1 a− b = 1

Θ10. Για το µητρώο

A =

(
2 1 1
0 1 −1

)
(αʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον χώρο στηλών του A.

Βρίσκουµε την αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή (ΑΓΚΜ) του A(
2 1 1
0 1 −1

)
→
(
2 0 2
0 1 −1

)
→
(
1 0 1
0 1 −1

)
.

Παρατηρούµε ότι η πρώτη και δεύτερη στήλη της ΑΓΚΜ του A είναι γραµµικά ανεξάρτητες,

εποµένως µια ϐάση για τον χώρο στηλών του A, rangeA, είναι η{(
2
0

)
,

(
1
1

)}
και dim(rangeA) = 2.
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(ϐʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον µηδενόχωρο του A.

Λύνοντας το οµοιογενές σύστηµα που αντιστοιχεί στην ΑΓΚΜ του A ϐρίσκουµε

x+ z = 0

y − z = 0

}
⇔


x = −t
y = t

z = t

t ∈ R

εποµένως µια ϐάση για τον µηδενόχωρο του A (nullA ⊆ R3
) είναι η

{−11
1

}

και dim(nullA) = 1.


