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Πανεπιστηµιο Πατρων – Πολυτεχνικη Σχολη
Τµηµα Μηχανικων Η/Υ & Πληροφορικης

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ

∆ιδάσκοντες : Ε. Γαλλόπουλος & Ε. Στεφανόπουλος 18 ιουνιου 2018

Στοιχεία Εξεταζόµενου/ης

επωνυµο: ονοµα:

αρ. µητρωου: ετος εισαγωγης :

αιθουσα : στηλη:

Βαθµολογία

Θ1 Θ2 Θ3 Θ4 Θ5 Θ6 Θ7 Θ8 Θ9 Θ10 Θ11 Θ12 ΄Αθροισµα Βαθµός

6 4 20 6 9 8 6 6 8 6 12 9 100

Στο διαγώνισµα υπάρχουν τριών ειδών ερωτήµατα. (1) Σε αυτά µε την ένδειξη Α Ψ, (αληθής ή

σωστό και ψευδής ή λάθος) καλείσθε να επιλέξετε και να κυκλώσετε την τιµή Α ή Ψ. (2) Σε ερωτήµατα

στα οποία πρέπει να δώσετε µια σύντοµη εξήγηση για την απάντηση που επιλέξατε. (3) Σε ερωτήµατα

στα οποία καλείσθε να δώσετε µια πλήρη αλλά ¨οικονοµική απόδειξη-λύση¨ για το Ϲητούµενο.

Η διαρκεια της εξετασης ειναι 2 ωρες και 45 λεπτα. Αποχωρηση απο την εξεταση επιτρεπεται µετα
απο 1 ωρα και 15 λεπτα απο την εναρξη.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ

Θ1. επιλεξτε και κυκλωστε αναλογα. Εάν το b είναι µια από τις στήλες του µητρώου A τότε το σύστηµα

Ax = b

(αʹ) ΄Εχει λύση πάντα. Α Ψ

(ϐʹ) ∆εν έχει λύση. Α Ψ

(γʹ) Σε κάποιες περιπτώσεις έχει λύση και σε κάποιες άλλες δεν έχει. Α Ψ

Το σύστηµα Ax = b έχει λύση αν και µόνο αν το διάνυσµα b είναι γραµµικός συνδυασµός των

στηλών του µητρώου A.

Θ2. επιλεξτε και κυκλωστε αναλογα. Για το µητρώο

A =

3 3 3
2 2 2
2 2 2


(αʹ) Η τάξη του, rankA, είναι : 1 2 3

(ϐʹ) Η ορίζουσά του, detA, είναι : 9 6 0
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Οι στήλες του A είναι ίσες µεταξύ τους, επίσης οι γραµµές του A είναι πολλαπλάσια του

(
1 1 1

)
κατά συνέπεια rankA = 1 και detA = 0, ϐλέπε Θ.6.

Παρατήρηση. Μπορούµε να δούµε ότι

detA = 3

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
2 2 2
2 2 2

∣∣∣∣∣∣ = 3 · 2

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 1 1
2 2 2

∣∣∣∣∣∣ = 3 · 22
∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 1 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 0

και rankA = 1.

Θ3. Αν για το µητρώο A το R είναι η αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή του

A =

1 1 2 2
1 0 −1 1
2 1 1 3

 R =

1 0 −1 1
0 1 3 1
0 0 0 0


(αʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον χώρο στηλών rangeA του A.

Οι γραµµικά ανεξάρτητες στήλες του R είναι η 1η και 2η, άρα και του A, εποµένως

rankA = 2 = dim(rangeA) = dim(rangeAT)

και

rangeA = span

{1
1
2

 ,

1
0
1

}.
(ϐʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον µηδενόχωρο nullA του A.

Αν L είναι το µητρώο αναγωγής (LA = R ), τότε Ax = 0 ⇔ LAx = L0 ⇔ Rx = 0,
ισοδύναµα

x1 − x3 + x4 = 0

x2 + 3x3 + x4 = 0

}
⇔

{
x1 = x3 − x4
x2 = −3x3 − x4

οπότε

x =


x1
x2
x3
x4

 =


x3 − x4
−3x3 − x4

x3
x4

 = x3


1
−3
1
0

+ x4


−1
−1
0
1


κατά συνέπεια, αφού τα δύο διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα,

nullA = span

{
1
−3
1
0

 ,


−1
−1
0
1

}.

(γʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον χώρο γραµµών rangeAT
του A.

Κάθε γραµµή του R είναι γραµµικός συνδυασµός γραµµών του A (πώς προκύπτει το R;)

και αντιστρόφως (γιατί ;), εποµένως από τις δύο γραµµικά ανεξάρτητες γραµµές του R παίρ-

νουµε

rangeAT = span

{
1
0
−1
1

 ,


0
1
3
1

}.
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(δʹ) Ποιά είναι η διάσταση του αριστερού µηδενόχωρου nullAT
; ∆ικαιολογήστε την απάντησή

σας.

Από τις σχέσεις µεταξύ των διαστάσεων των υποχώρων που παράγονται από το A, εδώ

dim(rangeA) + dim(nullAT) = dimR3
, µέσω του (α΄) έπεται ότι dim(nullAT) = 3− 2 = 1.

(εʹ) Αν για b =
(
3 4 7

)
T

το x =
(
4 − 5 1 1

)
T

είναι µια λύση του συστήµατος Ax = b να

ϐρεθεί η γενική λύση του συστήµατος.

Η γενική ή πλήρης λύση του συστήµατος Ax = b είναι ίση µε τη γενική λύση του οµοιο-

γενούς συστήµατος Ax = 0 σύν µια ειδική λύση του Ax = b, έτσι από το (ϐ΄) παίρνουµε

x = c1


1
−3
1
0

+ c2


−1
−1
0
1

+


4
−5
1
1

 ,

όπου c1, c2 είναι πραγµατικές παράµετροι.

Θ4. ∆ώστε µια σύντοµη εξήγηση για το αν ο ισχυρισµός είναι σωστός ή λάθος

(αʹ) Εάν τα διανύσµατα u1, u2, u3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τότε και τα u1 + u2, u2 − u3

είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Για c1, c2 ∈ R ϑεωρούµε την εξίσωση

c1(u1 + u2) + c2(u2 − u3) = 0⇔
c1u1 + (c1 + c2)u2 − c2u3 = 0

απ΄ όπου έπεται ότι c1 = c1 + c2 = −c2 = 0, αφού τα u1, u2, u3 είναι γραµµικά ανεξάρ-

τητα. ΄Ετσι προκύπτει ότι c1 = c2 = 0, κατά συνέπεια τα u1 + u2, u2 − u3 είναι γραµµικά

ανεξάρτητα.

Παρατήρηση. Για να ελέγξουµε αν τα διανύσµατα w1, w2, w3 είναι γραµµικά ανεξάρτη-

τα/εξαρτηµένα διαµορφώνουµε την εξίσωση

c1w1 + c2w2 + c3w3 = 0.

(1) Αν η εξίσωση έχει µοναδική λύση την µηδενική, δηλαδή c1 = c2 = c3 = 0 τότε τα

διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα

(2) Αν η εξίσωση έχει (πέραν της προφανούς µηδενικής) µη µηδενική λύση, δηλαδή ένα

τουλάχιστον από τα c1, c2, c3 είναι διάφορο του µηδενός, τότε τα διανύσµατα είναι γραµµικά

εξαρτηµένα.

΄Ενα σχόλιο σχετικό µε τις απαντήσεις που δόθηκαν είναι ότι συνδυάζοντας γραµµικά ανε-

ξάρτητα διανύσµατα µπορούµε να πάρουµε τόσο γραµµικά ανεξάρτητα όσο και γραµµικά

εξαρτηµένα διανύσµατα. Για παράδειγµα για τα διανύσµατα της εκφώνησης ορίζουµε τα

v1 = u1 v2= u1 + u2 v3 = u1 + u2 + u3

z1 = u1 − u2 z2= u3 − u2 z3 = u3 − u1.

Θεωρούµε την εξίσωση

c1v1 + c2v2 + c3v3 = 0⇔
c1u1 + c2(u1 + u2) + c3(u1 + u2 + u3) = 0⇔
(c1 + c2 + c3)u1 + (c2 + c3)u2 + c3u3 = 0⇔ c1 + c2 + c3 = c2 + c3 = c3 = 0

αφού τα διανύσµατα u1, u2, u3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Από το τελευταίο σύστηµα µε

προς τα πίσω αντικατάσταση προκύπτει ότι c1 = c2 = c3 = 0, κατά συνέπεια τα v1, v2, v3
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είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Θεωρούµε την εξίσωση

c1z1 + c2z2 + c3z3 = 0⇔
c1(u1 − u2) + c2(u3 − u2) + c3(u3 − u1) = 0⇔
(c1 − c3)u1 + (−c1 − c2)u2 + (c2 + c3)u3 = 0⇔ c1 − c3 = −c1 − c2 = c2 + c3 = 0

αφού τα διανύσµατα u1, u2, u3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Από το τελευταίο σύστηµα

παρατηρούµε ότι για c1 = c3 και c2 = −c3 το σύστηµα ικανοποιείται, έτσι η c1 = 1,
c2 = −1, c3 = 1 είναι λύση του συστήµατος, οπότε

z1 − z2 + z3 = 0,

κατά συνέπεια τα z1, z2, z3 είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

Συµπέρασµα. ∆εν είναι η πράξη µεταξύ των αρχικών διανυσµάτων που κάνει τα νέα διανύ-

σµατα ανεξάρτητα ή εξαρτηµένα, αλλά ο συγκεκριµένος γραµµικός συνδυασµός.

(ϐʹ) Ο µετασχηµατισµός T : R2 → R2
µε

T

(
x1
x2

)
=

(
x1 + x2
x1x2 + 1

)
.

είναι γραµµικός.

Αν ο L είναι γραµµικός µετασχηµατισµός τότε

L(0) = L(0+ 0)⇒ L(0) = L(0) + L(0)⇒ L(0) = 0.

Εδώ

T

(
0
0

)
=

(
0 + 0

0 · 0 + 1

)
6=
(
0
0

)
,

άρα ο T δεν είναι γραµµικός. Επίσης

T (λx) = T

(
λx1
λx2

)
=

(
λ(x1 + x2)
λ2x1x2 + 1

)
6= λ

(
x1 + x2
x1x2 + 1

)
= λTx.

Θ5. Για ποιούς τρεις αριθµούς a είναι το µητρώο1 a a
a a a
2 3 a


µη αντιστρέψιµο και γιατί συµβαίνει αυτό ;

Για a = 0 το µητρώο έχει µια µηδενική γραµµή.

Για a = 1 η πρώτη και δεύτερη γραµµή ταυτίζονται.

Για a = 3 η δεύτερη και τρίτη στήλη ταυτίζονται.

Και στις τρεις περιπτώσεις η τάξη του µητρώου είναι µικρότερη του 3 (r = 2), εποµένως το µητρώο

δεν αντιστρέφεται.

Θ6. επιλεξτε και κυκλωστε αναλογα. Εάν A ∈ Rn×n

(αʹ) detA = 0⇒ rankA = 0. Α Ψ

(ϐʹ) detA = 0⇒ rankA ≤ n− 1. Α Ψ

(γʹ) rankA = n⇔ detA 6= 0. Α Ψ
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(δʹ) rankA < n⇒ Το σύστηµα Ax = 0 έχει µη µηδενικές λύσεις. Α Ψ

Τα αποτελέσµατα αυτά προκύπτουν από το γεγονός (Θεώρηµα): Εάν A ∈ Rn×n
οι παρακάτω

προτάσεις είναι ισοδύναµες

(αʹ) Το A είναι αντιστρέψιµο.

(ϐʹ) Το σύστηµα Ax = 0 έχει µοναδική λύση την x = 0 (nullA = {0}).
(γʹ) rankA = n.

(δʹ) detA 6= 0.

Θ7. Εάν το τετραγωνικό µητρώο A ικανοποιεί τη σχέση A4 − 3A3 +A2 − 2A+ I = O, όπου O είναι

το µηδενικό µητρώο, δείξτε ότι το A αντιστρέφεται και υπολογίστε το αντίστροφο.

Το τετραγωνικό µητρώο A αντιστέφεται αν υπάρχει µητρώο B ώστε AB = BA = I, και στη

περίπτωση αυτή είναι B = A−1. Από τη δοσµένη σχέση και τις ιδιότητες της άλγεβρας µητρώων,

προκύπτει ότι

I = −A4 + 3A3 −A2 + 2A = A(−A3 + 3A2 −A+ 2I)

I = −A4 + 3A3 −A2 + 2A = (−A3 + 3A2 −A+ 2I)A

άρα το A αντιστρέφεται και A−1 = −A3 + 3A2 −A+ 2I.
Παρατήρηση. Η έκφραση A4 − 3A3 + A2 − 2A + I = O δεν σχετίζεται κατ΄ ανάγκη µε το

χαρακτηριστικό πολυώνυµο του µητρώου A. Για παράδειγµα ένα 2 × 2 µητρώο του οποίου το

χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι 2ου ϐαθµού µπορεί να ικανοποιεί την παραπάνω σχέση. Για

παράδειγµα στο σχήµα ϐλέπουµε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = x4 − 3x3 +
x2 − 2x και παρατηρούµε ότι η εξίσωση f(x) = −1, ισοδύναµα x4 − 3x3 + x2 − 2x+ 1 = 0 έχει

δύο λύσεις.

−2 −1 1 2 3

−8

−6

−4

−2

2

0

f(x) = x4 − 3x3 + x2 − 2x

Αν r και s είναι αυτές οι λύσεις και I είναι το ταυτοτικό µητρώο (n × n µε n οτιδήποτε) τότε τα

µητρώα rI και sI ικανοποιούν την δοσµένη σχέση (γιατί ;). Αλλά και τα µητρώα

(
r 0
0 s

)
,

r 0 0
0 r 0
0 0 s

 ,

r 0 0
0 s 0
0 0 r

 ,


r 0 0 0
0 r 0 0
0 0 s 0
0 0 0 s

 , · · ·

και πόσα άλλα ικανοποιούν την ίδια σχέση.

Ερώτηµα: Πόσα και ποιά 3× 3 και 4× 4 διαγώνια µητρώα ικανοποιούν τη δοσµένη σχέση ;
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Θ8. Ποιά από τα παρακάτω υποσύνολα είναι υπόχωροι του R2
;

(αʹ) U = {x ∈ R2 : x1 = x2}.
ΝΑΙ

U =

{(
x
x

)
: x ∈ R

}
= span

{(
1
1

)}
.

(ϐʹ) V = {x ∈ R2 : x21 + x22 = 1}.
ΟΧΙ (

1
0

)
∈ V και

(
0
1

)
∈ V αλλά

(
1
0

)
+

(
0
1

)
=

(
1
1

)
/∈ V.

(γʹ) W = {x ∈ R2 : x1 = 1}.
ΟΧΙ

0 =

(
0
0

)
/∈ V.

Θ9. επιλεξτε και κυκλωστε αναλογα. Εάν

A =

a1a2
a3

 , B =

b1b2
b3

 , C =
(
A B

)
, D =

(
AT

BT

)
,

τότε η πράξη µεταξύ των εµπλεκοµένων µητρώων ορίζεται

Το C είναι 3× 2, το D είναι 2× 3 και το AAT
είναι 3× 3

(αʹ) AATC Α Ψ

(ϐʹ) ACB Α Ψ

(γʹ) CAAT
Α Ψ

(δʹ) ADB Α Ψ

Θ10. Για τα µητρώα A =

(
0 −1
1 0

)
, και B =

(
1 0
−1 1

)
, ελέγξτε ποιό από αυτά είναι ορθογώνιο.

΄Ενα τετραγωνικό µητρώο M είναι ορθογώνιο αν και µόνο αν

MTM =MMT = I ⇔M−1 =MT.

Ισοδύναµα αν µε ‘‘·’’ συµβολίσουµε το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στο Rn
, τότε(

0
1

)
·
(
−1
0

)
=

(
0
0

)
άρα οι στήλες του A είναι ορθογώνιες µεταξύ τους, επιπλέον κάθε στήλη είναι µοναδιαίο διάνυ-

σµα. Εποµένως το A είναι ορθογώνιο.

Αντίθετα για τις στήλες του B παρατηρούµε ότι δεν είναι ορθογώνιες µεταξύ τους αφού(
1
−1

)
·
(
0
1

)
=

(
0
−1

)
,

κατά συνέπεια το B δεν είναι ορθογώνιο.

Θ11. ∆ίνεται το A =

(
2 −2
1 −1

)
.
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(αʹ) Υπολογίστε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A.

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A είναι

pA(λ) = det(λI −A) =
∣∣∣∣λ− 2 2
−1 λ+ 1

∣∣∣∣ = (λ− 2)(λ+ 1) + 2 = λ2 − λ = λ(λ− 1).

(ϐʹ) Να ϐρείτε όλες τις ιδιάζουσες τιµές του A.

Παρατηρούµε ότι rankA = 1, κατά συνέπεια υπάρχει µία µόνο µη µηδενική ιδιάζουσα

τιµή, σ1. ΄Εχουµε

rangeAT = span{v1}, v1 =
1√
2

(
1
−1

)
, rangeA = span{u1}, u1 =

1√
5

(
2
1

)
,

και Av1 = σ1u1, ισοδύναµα

1√
2

(
2 −2
1 −1

)(
1
−1

)
= σ1

1√
5

(
2
1

)
⇔
√
5√
2

(
4
2

)
= σ1

(
2
1

)
⇔ σ1 =

√
10,

και σ2 = 0. Βλέπε Strang σελ. 447.

(γʹ) Να υπολογίσετε το ψευδοαντίστροφο του A.

Για

v2 =
1√
2

(
1
1

)
(v1 ⊥ v2) και u2 =

1√
5

(
1
−2

)
(u1 ⊥ u2)

το ψευδοαντίστροφο A† είναι

A† =
(
v1 v2

)(1/σ1 0
0 0

)(
u1 u2

)
T
=

1√
2

(
1 1
−1 1

)(
1/
√
10 0

0 0

)
1√
5

(
2 1
1 −2

)
=

1

10

(
2 1
−2 −1

)
.

Βλέπε Strang σελ. 501.

Παρατήρηση. Αφού rankA = 1 έπεται ότι

A† =
1

σ1
v1u

T

1 =
1√
10

1√
2

(
1
−1

)
1√
5

(
2 1
)
=

1

10

(
2 1
−2 −1

)
.

Βλέπε ∆ιάλεξη 11 σελ. 44.

Θ12. Εάν

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = 2, τότε υπολογίστε

(α΄) ∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
2b1 2b2 2b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣= 2

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = 22

(ϐ΄) ∣∣∣∣∣∣
2a1 2a2 2a3
2b1 2b2 2b3
2c1 2c2 2c3

∣∣∣∣∣∣= 23

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = 24
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(γ΄) ∣∣∣∣∣∣
−b1 −b2 −b3

a1 + b1 a2 + b2 a3 + b3
−c1 −c2 −c3

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣
−b1 −b2 −b3
a1 a2 a3
−c1 −c2 −c3

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
−b1 −b2 −b3
b1 b2 b3
−c1 −c2 −c3

∣∣∣∣∣∣
= (−1)2

∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3
a1 a2 a3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣+ (−1)2
∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣+ 0 = −2.


