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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση I

Υπενθύµιση της 11ης δ.

Κανονικές µορφές και κανονική µορφή Jordan.

Παραγοντοποίηση Schur.
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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση II

Σήµερα ϑα συζητήσουµε (όροι 12ης δ.):

Γραµµικοί µετασχηµατισµοί

Μητρώα γραµµικών µετασχηµατισµών

Αλλαγή ϐάσης

Πολλαπλασιασµός µητρώων ως σύνθεση µετασχηµατισµών
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Υπό συζήτηση ενότητες
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Μητρώα και Γραµµικοί µετασχηµατισµοί (Strang, κεφ. 7)

Ορισµός

΄Ενας µετασχηµατισµός T : V →W µεταξύ δ.χ. V και W για τον οποίο ισχύει ότι

T (αv + βw) = αT (v) + βT (w)

καλείται γραµµικός µετασχηµατισµός (ΓΜ). Από τη γραµµικότητα έπεται ότι

T (0) = 0.
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Παραδείγµατα

T : R2→ R2
τ.ώ. για κάθε x ∈ R2

,(
ξ1

ξ2

)
→
(

ξ1

ξ2 + 3ξ1

)
Τότε

α

(
ξ1

ξ2

)
+ β

(
ψ1

ψ2

)
=

(
αξ1 + βψ1

αξ2 + βψ2

)
→

(
αξ1 + βψ1

(αξ2 + βψ2) + 3(αξ1 + βψ1)

)
→ α

(
ξ1

ξ2 + 3ξ1

)
+ β

(
ψ1

ψ2 + 3ψ1

)
άρα

T (αx + βy) = αT (x) + βT (y)
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Παραδείγµατα I

T : R2→ R2
τ.ώ. για κάθε x ∈ R2

,(
ξ1

ξ2

)
→
(

ξ1 cosφ−ξ2 sinφ

ξ1 sinφ + ξ2 cosφ

)
Τότε

α

(
ξ1

ξ2

)
+ β

(
ψ1

ψ2

)
→

(
(αξ1 + βψ1)cosφ− (αξ2 + βψ2) sinφ

(αξ1 + βψ1) sinφ + (αξ2 + βψ2)cosφ

)
→ α

(
ξ1 cosφ−ξ2 sinφ

ξ1 sinφ + ξ2 cosφ

)
+ β

(
ψ1 cosφ−ψ2 sinφ

ψ1 sinφ + ψ2 cosφ

)
άρα

T (αx + βy) = αT (x) + βT (y)

Παρατήρηση : Ο εν λόγω ΓΜ T επιτελεί αριστερόστροφη περιστροφή του

ορίσµατος κατά γωνία φ.
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Παραδείγµατα

T : R2→ R2
όπου για κάποιο a1 =

(
α

β

)
6= 0, ισχύει ότι για κάθε x ∈ R2

,

(
ξ1

ξ2

)
→
(

ξ1

ξ2

)
+

(
α

β

)

T : R2→ R όπου για κάθε x ∈ R2
,(

ξ1

ξ2

)
→
√

ξ2

1
+ ξ2

2

ΠΡΟΣΟΧΗ : Αποδείξτε ότι οι παραπάνω µετασχηµατισµοί δεν είναι γραµµικοί.
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Παραδείγµατα

T : R2→ R2
όπου για κάποιο a1 =

(
α

β

)
6= 0, ισχύει ότι για κάθε x ∈ R2

,

(
ξ1

ξ2

)
→
(

ξ1

ξ2

)
+

(
α

β

)
T : R2→ R όπου για κάθε x ∈ R2

,(
ξ1

ξ2

)
→
√

ξ2

1
+ ξ2

2

ΠΡΟΣΟΧΗ : Αποδείξτε ότι οι παραπάνω µετασχηµατισµοί δεν είναι γραµµικοί.
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Παραδείγµατα

T : R2→ R2
όπου για κάθε x ∈ R2

,(
ξ1

ξ2

)
→
(

ξ2

ξ1

)
Τότε

α

(
ξ1

ξ2

)
+ β

(
ψ1

ψ2

)
→

(
αξ2 + βψ2

αξ1 + βψ1

)
→ α

(
ξ2

ξ1

)
+ β

(
ψ2

ψ1

)
άρα

T (αx + βy) = αT (x) + βT (y)
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Παραδείγµατα

T : R2→ R2
όπου για κάθε x ∈ R2

, επιτελεί προβολή:(
ξ1

ξ2

)
→
(

ξ1

0

)
Τότε

α

(
ξ1

ξ2

)
+ β

(
ψ1

ψ2

)
→

(
αξ1 + βψ1

0

)
→ α

(
ξ1

0

)
+ β

(
ψ1

0

)
άρα

T (αx + βy) = αT (x) + βT (y)
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Μητρώα που συνδέονται µε γραµµικούς µετασχηµατισµούς

Για οποιονδήποτε γραµµικό µετασχηµατισµό

T : Rn→ R

υπάρχει διάνυσµα a ∈ Rn
τ.ώ,

T (x) = a
>

x, ∀x ∈ Rn.

Αντίστοιχα, αν

T : Rn→ Rm

υπάρχει µητρώο A ∈ Rm×n
τ.ώ,

T (x) = Ax, ∀x ∈ Rn.
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Παραδείγµατα γραµµικών µετασχηµατισµών

Στο χώρο R2

Είδαµε ήδη ότι η προβολή και η περιστροφή είναι ΓΜ.

Στον R2×2
, ως προς την τυπική ϐάση

Ανάκλαση A =

(
cos(θ) sin(θ)
sin(θ) −cos(θ)

)
Κλιµάκωση A =

(
α 0

0 β

)
∆ιάτµηση A =

(
1 0

α 1

)
(η γραµµή x = ζ µετακινείται κατά κατά αζ ως προς

το y).

Προσοχή: Αξίζει να εξετάσετε την εφαρµογή των παραπάνω σε ένα µοναδιαίο

διάνυσµα, x = (cosφ, sinφ)>.
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Παραδείγµατα ΓΜ I

Προβολή V = R3,W = R2
, και T τ.ώ. T

((
ξ1

ξ2

ξ3

))
=

(
ξ1

ξ2

)
Τότε µπορούµε να γράψουµε

A =

(
1 0 0

0 1 0

)

Παράδειγµα : V = R3,W = R και T τ.ώ. T

(
ξ1

ξ2

ξ3

)
= 3ξ1−2ξ2 + ξ3. Τότε A = (3,−2,1). Παράδειγµα :

V = R2,W = R2
τ.ώ. T v είναι το διάνυσµα που προκύπτει από την αριστερόστροφη περιστροφή του v κατά

γωνία θ. Τότε

A =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
Μετατόπιση κατά u0 6= 0 T v = v + u0 δεν είναι ΓΜ (γιατί;)

Κλιµάκωση και προβολή: V = R3,W = R2
, και T τ.ώ. T

((
ξ1

ξ2

ξ3

))
=

(
γ1ξ1

γ2ξ2

)
Τότε µπορούµε να γράψουµε

A =

(
γ1 0 0

0 γ2 0

)
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Παραδείγµατα ΓΜ II

Κλιµάκωση και εξύψωση : V = R2,W = R3
, και T τ.ώ. T

((
ξ1

ξ2

))
=

(
γ1ξ1

γ2ξ2

0

)

A =

(
γ1 0

0 γ2

0 0

)
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Θεµελιώδης Γραµµικός Μετασχηµατισµός

Αν A ∈ Rm×n
και ορίσουµε το µετασχηµατισµό

T : Rn→ Rm
ως T (v) = Av

αυτός ϑα είναι οπωσδήποτε γραµµικός.

Απόδειξη.

T (αv1 + βv2) = A(αv1 + βv2) = αAv1 + βAv2 = αT (v1) + βT (v2).

ΠΡΟΣΟΧΗ Αυτό είναι το πιο σηµαντικό και γενικό είδος ΓΜ.

κάθε ΓΜ µπορεί να αναπαρασταθεί ως µητρώο

Στη συνέχεια ϑα δούµε ορισµένες έννοιες που ήδη ορίσαµε για τα µητρώα στην

περίπτωση των ΓΜ. Η ορολογία είναι κάπως διαφορετική.
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ΓΜ και Μητρώα

Βασική ιδέα

Κάθε ΓΜ µπορεί να αναπαρασταθεί µε µητρώο

Βασικά ερωτήµατα

Ποιό είναι το µητρώο ;

Είναι µοναδικό ;

Πώς το κατασκευάζουµε ;
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Μητρώα και Γραµµικοί µετασχηµατισµοί (Strang, κεφ. 7)

Ορισµός

΄Ενας µετασχηµατισµός T : V →W µεταξύ δ.χ. V και W για τον οποίο ισχύει ότι

T (αv + βw) = αT (v) + βT (w)

καλείται γραµµικός µετασχηµατισµός (ΓΜ). Από τη γραµµικότητα έπεται ότι

T (0) = 0.

(CEID ∆ιάλεξη 12 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 22 Μαΐου 2018 19 / 44



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Παραδείγµατα

Παράδειγµα : V = R3,W = R και T τ.ώ. T

(
x

y

z

)
= 3x−2y + z.

Παράδειγµα V = R3,W = R3
και T

(
x

y

z

)
=

(
x

0

z

)
(προβολή)

Παράδειγµα V = R3,W = R2
, T τ.ώ. T

(
x

y

z

)
=

(
x

z

)
.

Παράδειγµα : V = R3,W = R2
, και T τ.ώ. T

(
ξ1

ξ2

ξ3

)
=

(
γ1ξ1

γ2ξ2

)
Παράδειγµα : V = R2,W = R3

, και T τ.ώ. T
(

ξ1

ξ2

)
=

(
γ1ξ1

γ2ξ2

0

)
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Ποικιλία µετασχηµατισµών

Κλιµάκωση, ∆ιάτµηση, Προβολή, Περιστροφή, Ανάκλαση, Ανύψωση

Οι παραπάνω ΓΜ αναπαρίστανται µε µητρώα µε ειδική δοµή.

Σε πολλές περιπτώσεις, το σύνολο των ΓΜ µιας κατηγορίας ικανοποιεί τις

απαραίτητες συνθήκες ως προς τη σύνθεση ΓΜ για να χαρακτηριστεί

αλγεβρική οµάδα.

Τα αντίστοιχα µητρώα αποτελούν οµάδα ως προς τον πολλαπλασιασµό.

Για παράδειγµα, οι ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί, δηλ. όσοι διατηρούν την

ευκλείδεια απόσταση.
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Γραµµικός µετασχηµατισµός κλιµάκωσης

T
(

ζ1

ζ2

)
=

(
ζ1γ1

ζ2γ2

)

Μητρώο : D(γ1,γ2) =

(
γ1 0

0 γ2

)
.

Ιδιότητες : ∆ιαγώνιο µητρώο

1 (D(γ1,γ2))
−1 = D( 1

γ1

, 1

γ2

)

2 Προσέξτε ότι z ∈ Rn
και Dz ∈ Rn

είναι

συγγραµµικά µόνον αν D = γI για κάποιο γ.

παράδειγµα D(0.3,0.8)

T z

x

y

θ

z

·
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Γραµµικός µετασχηµατισµός διάτµησης

T
(

ζ1

ζ2

)
=

(
ζ1

ζ1γ+ζ2

)
ή T

(
ζ1

ζ2

)
=

(
ζ1 + γζ2

ζ2

)

Μητρώο : Dy(γ) =

(
1 0

γ 1

)
ή Dx(γ) =

(
1 γ

0 1

)
Ιδιότητες : τριγωνικό µητρώο

1 (D(γ))−1 = D(−γ)

T z

x

y

0.5∗ζ1

ζ2

ζ1

z

παράδειγµα Dy(0.5)

·
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Γραµµικός µετασχηµατισµός ορθογώνιας προβολής

Ορθογώνια προβολή στο δ.υ. span{c} όπου c = (γ1,γ2)
>

:

T
(

ζ1

ζ2

)
=

ζ1γ1 +ζ2γ2

γ2

1
+ γ2

2

(
γ1

γ2

)
=

c>z

c>c
c

Μητρώο : P(γ1,γ2) =
1

γ2

1
+γ2

2

(
γ2

1
γ1γ2

γ1γ2 γ2

2

)
= cc>

c>c

Ιδιότητες : συµµετρικό, αυτοδύναµο, µη αντιστρέψιµο

µητρώο

1 P2 = P,P> = P

c

x

y

T z

z

·
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Γραµµικός µετασχηµατισµός περιστροφής

Στοιχειώδης περιστροφή σε 2 διαστάσεις :

T
(

ζ1

ζ2

)
=

(
ζ1 cosφ+ζ2 sinφ

−ζ1 sinφ+ζ2 cosφ

)

Μητρώο : R(φ) =

(
cosφ sinφ

− sinφ cosφ

)
,.

Ιδιότητες :

1 R(ψ)R(φ) = R(φ+ψ) = R(φ)R(ψ)
2 εποµένως R(−φ)R(φ) = I

3 R(−φ) = R(φ)>

4 εποµένως⇒ R(φ)> = R(φ)−1
,

5 ⇒ το µητρώο περιστροφής είναι

ορθογώνιο.

6 ‖R(φ)z‖2 = ‖z‖2.

x

y

φ

θ

r

r

z

T z

·
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Γραµµικός µετασχηµατισµός ανάκλασης

Ανάκλαση στο δ.υ. span{c} όπου c = (γ1,γ2)
>

:

Για δοθέν c = (γ1,γ2)
>

, η ανάκλαση είναι ο ΓΜ τ.ώ.

T z =
1

γ2

1
+ γ2

2

(
−(γ2

1
− γ2

2
)ζ1−2γ1γ2ζ2

−2γ1γ2ζ1 +(γ2

1
− γ2

2
)ζ2

)
ϑέτοντας

cos(−φ) = γ1/
√

γ2

1
+ γ2

2
, sin(−φ) = γ2/

√
γ2

1
+ γ2

2

Μητρώο : H(γ1,γ2) = I−2
cc>

c>c
=

(
cos(2φ) sin(2φ)
sin(2φ) −cos(2φ)

)
Ιδιότητες : συµµετρικό, ορθογώνιο

1 H>H = I,H> = H⇒ H2 = I

2 ‖Hz‖2 = ‖z‖2

3 Το z ανακλάται περί το {u}⊥

z

c

Pz

T z

{c}⊥

−Pz

x

y

παράδειγµα H(2,0.5)

·
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Υπερβολική περιστροφή (προαιρετικό)

΄Οπως η περιστροφή επιτελεί την µετακίνηση ενός σηµείου κατά µια γωνία επί ενός

κύκλου, έτσι και η υπερβολική περιστροφή περιστρέφει ένα σηµείο δοθείσα γωνία επί

καµπύλης υπερβολής. Ως πρότυπο λαµβάνεται η µοναδιαία υπερβολή. Π.χ. αν (ζ1,ζ2)
είναι οποιοδήποτε σηµείο που κείται επί της µοναδιαίας υπερβολής, δηλ.

{(ζ1,ζ2)|ζ2

1
−ζ

2

2
= 1}

οπότε

ζ1 = cosh(θ),ζ2 = sinh(θ)

για κάποιο θ τότε ισχύει ότι

T
(

ζ1

ζ2

)
=

(
cosh(θ + ψ)
sinh(θ + ψ)

)
Η αναπαράσταση µητρώου της υπερβολικής περιστροφής είναι(

cosh(ψ) sinh(ψ)
sinh(ψ) cosh(ψ)

)
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Ορθογώνια οµάδα O(n) (προαιρετικό) I

Αποτελείται από τους ΓΜ που διατηρούν τις ευκλείδειες αποστάσεις και το

ευκλείδειο µέτρο :

O(n) = {T |‖u‖2 = ‖T (u)‖2,∀u ∈ V }

Τα µητρώα που αναπαριστούν αυτούς τους µετασχηµατισµούς είναι ορθογώνια.

Τα µητρώα που αναπαριστούµε αυτούς τους µετασχηµατισµούς είναι

ορθογώνια.

η ορίζουσα των µητρώων της O(n) είναι ±1.

Τα µητρώα µε ορίζουσα 1 αντιστοιχούν σε ειδική ορθογώνια οµάδα µε το

όνοµα SO(n).
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Ορθογώνια οµάδα O(n) (προαιρετικό) II

Το σύνολο των ΓΜ O(n) είναι αλγεβρική οµάδα ως προς τη σύνθεση (πολλα-

πλασιασµό µητρώων) γιατί:

1 είναι κλειστό ως προς τη σύνθεση (αντίστοιχα, ως προς τον

πολλαπλασιασµό)

2 ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα

3 περιέχει τον ταυτοτικό µετασχηµατισµό

4 περιέχει τον αντίστροφο µετασχηµατισµό
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Θεµελιώδης γραµµικός µετασχηµατισµός

Αν A ∈ Rm×n
και ορίσουµε

T : Rm→ Rn
ως T (v) = Av

ο µετασχηµατισµός T είναι γραµµικός.

Απόδειξη.

T (αv1 + βv2) = A(αv1 + βv2) = αAv1 + βAv2 = αT (v1) + βT (v2).

ΠΡΟΣΟΧΗ Αυτό είναι το πιο σηµαντικό και γενικό είδος ΓΜ. Μπορούµε να

αναπαραστήσουµε οποιονδήποτε ΓΜ µε µητρώο.
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Πυρήνας και εικόνα

Για κάθε γραµµικό µετασχηµατισµό T : V →W ,

Πεδίο ορισµού ο δ.χ. V επί των στοιχείων του οποίου εφαρµόζεται ο T .

Συµπεδίο ο δ.χ. W στον οποίον απεικονίζονται τα στοιχεία του V µε την

εφαρµογή του T .

Πεδίο τιµών (ή εικόνα) image(T ) := {T v|v ∈ V } ⊆W (σύνολο εξαγοµένων

στοιχείων)

Πυρήνας kernel(T ) := {v ∈ V |T v = 0} ⊆ V
Αν AT είναι µητρώο που αντιστοιχεί στον T τότε

image(T ) = range(AT ), kernel(T ) = null(AT )
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ΓΜ και Μητρώα

Βασική ιδέα

Κάθε ΓΜ µπορεί να αναπαρασταθεί µε µητρώο

Βασικά ερωτήµατα Ποιό είναι το µητρώο ; Είναι µοναδικό ; Πώς το

κατασκευάζουµε ;

Ισχύει λόγω γραµµικότητας

v = γ1v1 + · · ·γnvn⇒ T (v) = γ1T (v1) + · · ·γnT (vn)

Προσοχή: Αν {v1, ...,vn} είναι ϐάση του V και είναι γνωστά τα διανύσµατα

T (v1), . . . ,T (vn), τότε από τη γραµµικότητα είµαστε σε ϑέση να κατασκευά-

σουµε οποιοδήποτε διάνυσµα T (v) συνδυάζοντας µε τους ίδιους συντελε-

στές γi τα διανύσµατα T (v1), . . . ,T (vn).
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ΓΜ και Μητρώα

Βασική ιδέα

Κάθε ΓΜ µπορεί να αναπαρασταθεί µε µητρώο

Βασικά ερωτήµατα Ποιό είναι το µητρώο ; Είναι µοναδικό ; Πώς το

κατασκευάζουµε ;

Ισχύει λόγω γραµµικότητας

v = γ1v1 + · · ·γnvn⇒ T (v) = γ1T (v1) + · · ·γnT (vn)

Προσοχή: Αν {v1, ...,vn} είναι ϐάση του V και είναι γνωστά τα διανύσµατα

T (v1), . . . ,T (vn), τότε από τη γραµµικότητα είµαστε σε ϑέση να κατασκευά-

σουµε οποιοδήποτε διάνυσµα T (v) συνδυάζοντας µε τους ίδιους συντελε-

στές γi τα διανύσµατα T (v1), . . . ,T (vn).
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Κεντρική ιδέα

Στόχος : Να κατασκευάσουµε µητρώο για την αναπαράσταση του T .

Παρατήρηση : Το µητρώο εξαρτάται από τις ϐάσεις των δ.χ. V ,W .

1 Επιλέγουµε ϐάση για το V , έστω v1, ...,vn

2 Επιλέγουµε ϐάση για το W , έστω w1, ...,wm.

3 Εκφράζουµε κάθε διάνυσµα T (vj) ∈W ως προς τη ϐάση

και συλλέγουµε τους συντελεστές σε διανύσµατα-στήλες.

4 ∆ηµιουργούµε το µητρώο των στηλών των συντελεστών.
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Παραδείγµατα

Πολύ εύκολο αν ξέρουµε τ T : R2→ R3
τ.ώ. για κάθε x ∈ R2

,

(
1

0

)
→

−2

3

4

 ,

(
0

1

)
→

3

3

3

⇒
−2 3

3 3

4 3


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Ο ϱόλος των ϐάσεων στους ΓΜ

΄Εστω ο µετασχηµατισµός T : V →W και τα µητρώα ϐάσης V = (v1, ...,vn) και W = (w1, ...,wm)
για τον καθένα. Για κάθε vj ,

T (vj) = Waj , όπου aj =

α1,j
.
.
.

αm,j

 , για j = 1, . . . ,n.

΄Αρα

(T (v1) · · · T (vn)) = (w1, ...,wm)

α1,1 · · · α1,n
.
.
.

.
.
.

.

.

.

αm,1 · · · αm,n


άρα

w = T (v) = γ1T (v1)+ · · ·+ γnT (vn)

w = WAT c, όπου c = (γ1, . . . ,γn)
>.
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Ο ϱόλος των ϐάσεων στους ΓΜ

΄Εστω ο µετασχηµατισµός T : V →W και τα µητρώα ϐάσης V = (v1, ...,vn) και W = (w1, ...,wm)
για τον καθένα. Για κάθε vj ,

T (vj) = Waj , όπου aj =

α1,j
.
.
.

αm,j

 , για j = 1, . . . ,n.

΄Αρα

(T (v1) · · · T (vn)) = (w1, ...,wm)

α1,1 · · · α1,n
.
.
.

.
.
.

.

.

.

αm,1 · · · αm,n



άρα

w = T (v) = γ1T (v1)+ · · ·+ γnT (vn)

w = WAT c, όπου c = (γ1, . . . ,γn)
>.
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Ο ϱόλος των ϐάσεων στους ΓΜ

΄Εστω ο µετασχηµατισµός T : V →W και τα µητρώα ϐάσης V = (v1, ...,vn) και W = (w1, ...,wm)
για τον καθένα. Για κάθε vj ,

T (vj) = Waj , όπου aj =

α1,j
.
.
.

αm,j

 , για j = 1, . . . ,n.

΄Αρα

(T (v1) · · · T (vn)) = (w1, ...,wm)

α1,1 · · · α1,n
.
.
.

.
.
.

.

.

.

αm,1 · · · αm,n


άρα

w = T (v) = γ1T (v1)+ · · ·+ γnT (vn)

w = WAT c, όπου c = (γ1, . . . ,γn)
>.
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Κάθε γραµµικός µετασχηµατισµός T : V →W µπορεί να

αναπαρασταθεί µε µητρώο, AT , που εξαρτάται από τις

αντίστοιχες ϐάσεις V ,W .

Ανάλογα µε την επιλογή ϐάσεων το µητρώο που αναπαριστά

τον µετασχηµατισµό µπορεί να είναι διαφορετικό. Επιτελεί

όµως τον ίδιο µετασχηµατισµό !
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Γενικά Τα στοιχεία του µητρώου AT προκύπτουν από το πώς εκφράζεται η απεικόνιση κάθε

διανύσµατος της ϐάσης V ως προς τη ϐάση W :

T (v1) = α11w1 + · · ·+αm1wm

.

.

.

.

.

.

.

.

.

T (vn) = α1nw1 + · · ·+αmnwm,

AT =

α11 · · · α1n

.

.

.

.
.
.

.

.

.

αm1 · · · αmn


Εποµένως

[T (v1), . . . ,T (vn)] = WAT

τότε αν v = ∑
n
j=1

γjvj = Vc,

T (v) = T

(
n

∑
j=1

γjvj

)
=

n

∑
j=1

γjT (vj)

= WAT c

Εποµένως, αν ένα στοιχείο του V αναπαρίσταται µε το διάνυσµα c ως προς τη ϐάση V , δηλ.

v = Vc, τότε το T (v) ∈W αναπαρίσταται µε το διάνυσµα AT c ως προς το ϐάση W .
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Μητρώο µετασχηµατισµού ως προς τις τυπικές ϐάσεις

΄Οταν V = Rn,W = Rm
µε τις τυπικές ϐάσεις

V = {e(1)
1

, . . . ,e
(n)
n }, W = {e(m)

1
, . . . ,e

(m)
m }

τότε το AT ∈ Rm×n
είναι το µητρώο που στην στήλη j = 1, ...,n περιέχει τους

συντελεστές που εκφράζουν το T (e
(n)
j ) ως προς τη ϐάση e

(m)
1

, ...,e
(m)
m .

ΠΡΟΣΟΧΗ Αν σε ένα µετασχηµατισµό αλλάξουµε τη ϐάση ή τις ϐάσεις, αλλάζει

και το µητρώο (ο µετασχηµατισµός παραµένει ίδιος).
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Βάσεις και µητρώα

∆οθείσης µίας ϐάσης {v1, . . . ,vn} για το δ.χ. Rn
, µπορούµε να αναπαραστήσουµε κάθε

διάνυσµα v ως :

v = α1v1 + · · ·+ αnvn,

εν συντοµία v = Va όπου V = (v1, ...,vn).

Το V αποκαλείται µητρώο ϐάσης.

Το V ∈ Rn×n
(προσέξτε - αναφερόµαστε σε ϐάση όλου του Rn

) είναι

αντιστρέψιµο, άρα ισχύει ότι

v = V(V
−1

v), όπου a = V
−1

v.

Τα στοιχεία του a = V−1v είναι οι συντεταγµένες του v ως προς ϐάση V .

Το V−1
αποκαλείται µητρώο αλλαγής ϐάσης.

Η ϐάση {e1, . . . ,en} αποκαλείται κανονική ϐάση. Το µητρώο ϐάσης γι΄ αυτήν είναι

το ταυτοτικό (I).

Η επίλυση γραµµικού συστήµατος Ax = b ισοδυναµεί µε την αλλαγή ϐάσης για το

διάνυσµα b από την τυπική ϐάση σε ϐάση αποτελούµενη από τις στήλες του A.
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Μητρώα και Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί I

Το µητρώο αναπαράστασης εξαρτάται από τις ϐασεις που επιλέγουµε.

Το µητρώο µπορεί να είναι πολύ πιο απλό (π.χ. διαγώνιο) για ορισµένες ϐάσεις

σε σχέση µε άλλες.

Παράδειγµα Το µητρώο που αντιστοιχεί στον ταυτοτικό µετασχηµατισµό ως προς

τις ίδιες ϐάσεις είναι (προφανώς) το I. Αν οι ϐάσεις επιλεγούν διαφορετικά, το

µητρώο του ταυτοτικού µετασχηµατισµού ∆ΕΝ είναι το I.

Π.χ. Μπορεί V = W = Rn
ενώ V = span{e1, ...,en}, W = span{w1, ...,wn}

όπου w>i wj = δij αλλά V 6= W .

Τότε αν

ej = I (ej) = ∑
i

αijwi ⇒ AI =


α1,1 · · · α1,n

.

.

.
. . .

.

.

.

αn,1
.
.
. αn,m


Σηµαντική περίπτωση : Αν ένα µητρώο, A ∈ Rn×n

, είναι διαγωνιοποιήσιµο, τα

ιδιοδιανύσµατα Q αποτελούν ϐάση (καθώς είναι γραµµικά ανεξάρτητα και n).
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Μητρώα και Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί II

Τότε το µητρώο αναπαράστασης του µετασχηµατισµού που επιτελείται από το A

ως προς αυτή τη ϐάση είναι διαγώνιο (το µητρώο Λ των ιδιοτιµών):

Εξήγηση :

y = Ax⇔ Q
−1

y = QQ−1AQ(Q
−1

x) = Λ(Q
−1

x).

Προσέξτε : Τα VQ−1x και Q−1y είναι οι αναπαραστάσεις των διανυσµάτων x,y
ως προς τη ϐάση των ιδιοδιανυσµάτων V .
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Παράδειγµα

∆ίνεται ο γ. µετασχ. T : R2 → R2
που ορίζεται από T (

(
ξ1

ξ2

)
) =

(
4ξ1 + ξ2

ξ1 + 4ξ2

)
. (Από την ανάλυση που προηγήθηκε) το µητρώο του

µετασχηµατισµού ως προς την κανονική ϐάση για

T (e1) =

(
4

1

)
, T (e2) =

(
1

4

)
⇒ AT =

(
4 1

1 4

)

΄Εστω ότι αποφασίζουµε να χρησιµοποιήσουµε µια εναλλακτική ϐάση Q = [q1 ,q2] που αποτελείται από τα ιδιοδιανύσµατα του A,

q1 =
1√
2

(
−1

1

)
,q2 =

1√
2

(
1

1

)

Σηµειώστε ότι λόγω του ότι το µητρώο είναι πραγµατικό και συµµετρικό, διαγωνιοποιείται και η ϐάση είναι ΟΚ εποµένως Q>Q = I. Επίσης, µε απλό

υπολογισµό ϐρίσκουµε ότι το µητρώο των ιδιοτιµών είναι

Q
−1

AQ = Q
>

AQ = Λ =

(
3 0

0 5

)

Από εδώ και πέρα µας ενδιαφέρει να εκφράσουµε κάθε διάνυσµα ως προς αυτή τη ϐάση και να δούµε πώς µετασχηµατίζεται µετά από τον T .

΄Εστω ένα διάνυσµα v εκφρασµένο ως προς τη ϐάση Q, π.χ. v = Qe όπου e =

(
1

1

)
. Προσέξτε ότι v = 1√

2

(
0

2

)
. Τότε

T (v) = T (Qe) = QQ
−1

AQe = QΛe

δηλαδή το Λe =

(
3

5

)
είναι οι συντελεστές του T (v) ως προς τη ϐάση των ιδιοδιανυσµάτων {q1,q2}. ΄Οντως, επαληθεύεται άµεσα ότι

3q1 + 5q2 = 1√
2

(
2

8

)
, δηλ. όπως και το Av = 1√

2

(
2

8

)
. Το ενδιαφέρον είναι ότι αν εκφράσουµε ένα διάνυσµα v ως προς τη ϐάση των

ιδιοδιανυσµάτων, Q του µητρώου που εκφράζει τον γραµµικό µετασχηµατισµό T ως προς την κανονική ϐάση, π.χ. v = Qc, τότε οι συντελεστές του

T (v) ως προς την ϐάση Q είναι το γινόµενο του διαγώνιου µητρώου των ιδιοτιµών µε το c.
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Ερµηνεία πολλαπλασιασµού µητρώου µε διάνυσµα ϐάσει του

SVD

∆ίνεται A ∈ Rm×n
και έστω ότι x ∈ Rn

και ότι A = UΣV> το SVD του µητρώου.

΄Εστω επίσης ότι rank(A) = r . ∆ιερευνούµε πως ερµηνεύεται ο

πολλαπλασιασµός Ax µέσω του SVD.

Από το Ax = U(ΣV>x), σηµαίνει ότι αν εκφράσουµε το αποτέλεσµα Ax

ως προς την ΟΚ ϐάση U οι συντελεστές ϑα είναι οι τιµές του διανύσµατος

ΣV>x .

Επίσης αφού VV>x = x , οι συντελεστές του x ως προς (την ΟΚ ϐάση) V

είναι V>x .

Εποµένως, ο πολλαπλασιασµός µε το A επιτελεί έναν µετασχηµατισµό

στους συντελεστές της αναπαράστασης του x ως προς τη ϐάση V που

ισοδυναµεί σε κλιµάκωση των συντελεστών στις ϑέσεις 1, ...,n του V>x µε

σ1, ...,σn. Οι τιµές που προκύπτουν (ακριβώς r µη µηδενικές) είναι οι

συντελεστές των πρώτων r ≤ n διανυσµάτων της ϐάσης U (οι υπόλοιποι

συντελεστές ϑα είναι 0.)
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Σύνθεση ΓΜ = Πολλαπλασιασµός µητρώων

Η σύνθεση των γραµµικών µετασχηµατισµών αντιστοιχεί στον πολλαπλασιασµό

των µητρώων που τους αναπαριστούν ως προς τις κατάλληλες ϐάσεις.

Αν

S : U→ V , T : V →W
T ◦S : U→ V →W

Αν αναπαραστήσουµε τον S µε το µητρώο AS ως προς τις ϐάσεις U και V και το

T µε το AT ως προς τις ϐάσεις V και W , τότε ο µετασχηµατισµός T ◦ S

αναπαρίσταται από το γινόµενο AT AS .
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