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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση I

Υπενθύµιση της 7ης δ.

Συνδυασµοί και πράξεις µεταξύ υπόχωρων. Ευθύ άθροισµα και

συµπλήρωµα.

Ορθογωνιότητα υπόχωρων.

Προβολές, ορθογώνια προβολή και αναπαράστασή τους µε µητρώα.

Ιδιότητες των µητρώων προβολής.
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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση II

Σήµερα ϑα δούµε (όροι 8ης δ.):

Ορθοκανικοποίηση διανυσµάτων και διαδικασία Gram-Schmidt.

Παραγοντοποίηση QR µέσω Gram-Schmidt

Θεώρηµα προβολής

Γενική ϑεώρηση προβληµάτων ελαχιστοποίησης

Προβλήµατα και προσεγγίσεις ελαχίστων τετραγώνων

Ελάχιστα τετράγωνα σε διανυσµατικούς χώρους συναρτήσεων.

Gram-Schmidt σε χώρους πολυωνύµων και ϐέλτιστη προσέγγιση.

συναρτήσεων.
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Υπό συζήτηση ενότητες
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Ιστορικές πληροφορίες
1

GRAM-SCHMIDT ORTHOGONALIZATION. When Erhard Schmidt presented the formulae on p. 442

of his ‘‘Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen. I. Teil: Entwicklung

willkürlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener,’’ Math. Ann., 63 (1907), 433-476 he said

that essentially the same formulae were in J. P. Gram’s ‘‘Ueber die Entwickelung reeler Funtionen

in Reihen mittelst der Methode der kleinsten Quadrate,’’ Jrnl. für die reine und angewandte Math.

(1883), 94, 71-73. Modern writers, however, distinguish the two procedures, sometimes using the

term ‘‘Gram-Schmidt’’ for the Schmidt form and ‘‘modified Gram-Schmidt’’ for the Gram version.

Jorgen Pedersen Gram (1850-1916) Erhard Schmidt (1876 - 1959)

1http://jeff560.tripod.com/g.html
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Ορθοκανονικοποίηση διανυσµάτων : ∆ιαδικασία

Gram-Schmidt

Πρόβληµα : ∆ίνονται γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα {a1, ...,an} και ϑέλουµε να

κατασκευάσουµε ορθοκανονικά (ΟΚ) διανύσµατα {q1, · · · ,qn} τ.ώ.

span{q1, · · · ,qn}= span{a1, ...,an}

Ιδέα : Αν αφαιρέσουµε από διάνυσµα, x , την ορθογώνια προβολή του, PS x , επί ενός

υπόχωρου, S , το διάνυσµα διαφοράς, x−PS x , είναι κάθετο στον υπόχωρο, δηλ.

x−PS x ⊥ S .

Συστηµατική εφαρµογή, διαδοχικά :

I Υπολογίζουµε q1 = a1/‖a1‖.

II Για k = 2, ...,n εκτελούµε :

1 Αφαιρούµε από το ak την ορθογώνια προβολή του επί του υπόχωρου

S := span{q1, ..,qk−1}. Το παραγόµενο διάνυσµα, έστω q̃k , ϑα είναι κάθετο

στο S .

2 Υπολογίζουµε qk = q̃k/‖q̃k‖.
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Ειδικότερα

΄Εστω S := span{q1, ..,qk−1} και ότι Θέτουµε

Qk−1 := [q1, ...,qk−1]

Pk−1 = Qk−1(Q
>
k−1

Qk−1)
−1

Q
>
k−1

= Qk−1�������
(Q>k−1

Qk−1)
−1

Q
>
k−1

= Qk−1Q
>
k−1

= q1q
>
1
+ · · ·+qk−1q

>
k−1

΄Αρα ισοδύναµα τα απαραίτητα ϐήµατα στην επανάληψη k είναι :

1. q̃k = ak −q1(q
>
1

ak)− . . .−qk−1(q
>
k−1

ak)

2. qk = q̃k/‖q̃k‖.
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Παράδειγµα (εφαρµογή)

Θα υπολογίσουµε ϐάσεις για τους υπόχωρους µητρώου (όπως κεφ. 3) και ϑα

κατασκευάσουµε ΟΚ ϐάσεις γι΄ αυτές.

A =

(
1 3 0 2

0 0 1 4

1 3 1 6

)

⇒

(
1 0 0

0 1 0

−1 −1 1

)
A =

(
1 3 0 2

0 0 1 4

0 0 0 0

)
← ΑΓΚΜ

Εποµένως

R =

(
1 3 0 2

0 0 1 4

0 0 0 0

)
και το µητρώο που το ανάγει M =

(
1 0 0

0 1 0

−1 −1 1

)
.

Από τα παραπάνω : m = 3,n = 4, r = 2, dim(null(A)) = n− r = 2, dim(null(A>)) = m− r = 1.

Βάσεις :

range(A) = span{a1,a3}= {

(
1

0

1

)
,

(
0

1

1

)
}, οι στήλες οδηγών του A (επίσης του R)

null(A>) = span{

(−1

−1

1

)
}, m− r = 1 άρα παράγεται από την τελευταία γραµµή του M

Προσοχή: Τα διανύσµατα ϐάσης επαληθεύουν ότι Rm = range(A)⊕null(A>).
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Παράδειγµα (µέρος 2)

΄Οπως πριν

A =

(
1 3 0 2

0 0 1 4

1 3 1 6

)
,R =

(
1 3 0 2

0 0 1 4

0 0 0 0

)
,M =

(
1 0 0

0 1 0

−1 −1 1

)

Από τα παραπάνω : m = 3,n = 4, r = 2, dim(null(A)) = n− r = 2, dim(null(A>)) = m− r = 1.

Βάσεις :

range(A>) = span{r(1), r(2)}= {

1

3

0

2

 ,

0

0

1

4

}, πρώτες r γραµµές του R

null(A) = span{

−3

1

0

0

 ,

−2

0

−4

1

}
από τις n− r = 2 ελεύθερες στήλες του R προσαυξηµένες µε στήλες του Ir .

Προσοχή: Τα διανύσµατα ϐάσης επαληθεύουν ότι Rn = range(A>)⊕null(A).
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Ορθοκανονικές ϐάσεις

Χρησιµοποιούµε Gram-Schmidt για να κατασκευάσουµε ΟΚ ϐάσεις για τους υπόχωρους

(εκτός αν είναι ήδη.)

ΟΚ ϐάση για range(A) από τις στήλες οδηγών του A

range(A) = span{a1,a3}= {

(
1

0

1

)
,

(
0

1

1

)
}

εποµένως q1 = a1/‖a1‖= 1√
2
(1 0 1)>

q̃2 = a2−q1(q
>
1

a2) =
1

2
(−1 2 1)>⇒ q2 =

1√
6

(−1 2 1)>

΄Αρα range(A) = span{ 1√
2

(
1

0

1

)
, 1√

6

(−1

2

1

)
}

ΟΚ ϐάση για null(A>) { 1√
3

(−1

−1

1

)
} (διάσταση 1, αρκεί κανονικοποίηση)
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ΟΚ ϐάση για range(A>) q1 =
1

‖a1‖a1 =
1√
14

1

3

0

2

 , q̃2 = a2−q1(q
>
1

a2) =

0

0

1

4

− 8

14

1

3

0

2

= 1

7

−4

−12

7

20


άρα µία ΟΚ ϐάση για το range(A>) είναι {q1,q2}= { 1√

14

1

3

0

2

 , 1√
609

−4

−12

7

20

}

ΟΚ ϐάση για null(A) Η ϐάση που υπολογίσαµε αποτελείται από τα διανύσµατα b1 =

−3

1

0

0

 ,b2 =

−2

0

−4

1

.

΄Αρα p1 =
1

‖b1‖b1 =
1√
10

−3

1

0

0

 ,

p̃2 = b2−p1(p
>
1

b2) =

−2

0

−4

1

− 6

10

−3

1

0

0

= 1

5

−1

−3

−20

5


άρα µια ΟΚ ϐάση για το null(A) είναι {p1,p2}= { 1√

10

−3

1

0

0

 , 1√
435

−1

−3

−20

5

}
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Gram-Schmidt και παραγοντοποίηση QR I

Η διαδικασία GS παράγει τις στήλες του Q µε γραµµικούς συνδυασµούς των

στηλών του A. Ειδικότερα, µπορούµε να πούµε ότι :

Παρατήρηση 1: Οι στήλες του Q = (q1,q2, ...,qn) είναι ΟΚ και είναι γραµµικός

συνδυασµός των στηλών του A = (a1,a2, ..,an).

Παρατήρηση 1: Οι στήλες του A = (a1,a2, ..,an) είναι γραµµικός συνδυασµός

των στηλών του Q = (q1,q2, ...,qn) που είναι ΟΚ.

Παραγοντοποίηση QR

Το (1) εκφράζεται και ως παραγοντοποίηση :

A = QR

Χαρακτηρίζεται από το ότι : α) το Q έχει ορθογώνιες στήλες (εκ κατασκευής) και

αν το A είναι τετραγωνικό, τότε το Q είναι ορθογώνιο. ϐ) το R είναι άνω τριγωνικό

(ϑα το δούµε στη συνέχεια).
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Gram-Schmidt και παραγοντοποίηση QR II

Κάθε στήλη του A παράγεται από γραµµικό συνδυασµό των στηλών του Q, π.χ.

αν µε aj , rj συµβολίσουµε τη στήλη j των Q,R αντίστοιχα :

aj = Qrj , για j = 1, ...,n όπου rj = (ρ1,j ,ρ2,j , ...,ρn,j)
>.

Επειδή οι στήλες του Q είναι ΟΚ, ισχύει ότι Q>A = R, εποµένως

R =


q>

1
a1 q>

1
a2 · · · q>

1
an

q>
2

a1 q>
2

a2 · · · q>
2

an

q>
3

a1 q>
3

a2 q>
3

a3 · · ·
· · · · · · · · ·

q>n a1 q>n a2 q>n a3 · · · q>n an



Εκ κατασκευής, qi ⊥ {a1,a2, ...,ai−1}, άρα το R είναι άνω τριγωνικό.
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Παρατηρήσεις και συµπεράσµατα I

a1 = q1ρ11, όπου ‖a1‖= ρ11

a2 = q1(q
>
1

a2)+q2ρ22, όπου ρ22 = ‖a2−q1(q
>
1

a2)‖
a3 = q1(q

>
1

a3)+q2(q
>
2

a3)+q3ρ33

δηλ.

(a1,a2,a3) = (q1,q2,q3)

ρ11 ρ12 ρ13

0 ρ22 ρ23

0 0 ρ33


και γενικά A = QR όπου το Q έχει ορθογώνιες στήλες και το R είναι άνω

τριγωνικό.
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Παρατηρήσεις και συµπεράσµατα II

Παραγοντοποίηση QR

Για κάθε µητρώο A ∈ Rm×n
µε γραµµικά ανεξάρτητες στήλες µπορούµε να

γράψουµε A = QR όπου το Q ∈ Rm×n
έχει ορθογώνιες στήλες και το R είναι

άνω τριγωνικό µε µη µηδενικά στη διαγώνιο.

Οι στήλες q1, ...,qi αποτελούν ΟΚ ϐάση για τον υπόχωρο span{a1, · · · ,ai}
για κάθε i = 1,2, ...,n

Η παραγοντοποίηση επεκτείνεται και σε A = QR όπου Q ∈ Rm×m
και

R ∈ Rm×n
. Τότε το Q περιέχει ΟΚ ϐάση για όλον τον Rm

.

Προσοχή: Η παραγοντοποίηση αστοχεί όταν οι στήλες του A είναι γραµµικά

εξαρτηµένες. ΄Οπως και µε την LU µπορεί να χρησιµοποιηθεί οδήγηση

αλλά µε εναλλαγές στηλών για να παρακάµψουµε το πρόβληµα.

Ειδικότερα, τότε, η παραγοντοποίηση έχει τη µορφή

AP = QR, όπου P είναι µητρώο µετάθεσης.
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Απόσταση από υπόχωρο και το πρόβληµα της προσέγγισης

Απόσταση από υπόχωρο

΄Εστω S ένα µη κενό υποσύνολο ενός διανυσµατικού χώρου V , που διαθέτει τη

νόρµα ‖ · ‖.

Για κάθε v ∈ V , η απόσταση του v από το S ορίζεται ως

d(v,S) = inf
s∈S
‖v− s‖.

΄Ενα στοιχείο ŝ ∈ S αποκαλείται ϐέλτιστη προσέγγιση ( ή πλησιέστερο στοιχείο)

στο v από τον S αν

‖v− ŝ‖= d(v,S).

Η αναζήτηση ϐέλτιστης προσέγγισης και τα συναφή προβλήµατα (ύπαρξη, µοναδικότητα, κατα-

σκευή) είναι κεντρικό Ϲητήµα των Μαθηµατικών µε πάρα πολλές εφαρµογές. Η αποτελεσµατική

επίλυσή του απαιτεί συνδυασµό µαθηµατικών τεχνικών και υπολογιστικών τεχνολογιών και γνώ-

σεις της εκάστοτε εφαρµογής.
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Απόσταση από υπόχωρο και το πρόβληµα της προσέγγισης

Απόσταση από υπόχωρο

΄Εστω S ένα µη κενό υποσύνολο ενός διανυσµατικού χώρου V , που διαθέτει τη

νόρµα ‖ · ‖.

Για κάθε v ∈ V , η απόσταση του v από το S ορίζεται ως

d(v,S) = inf
s∈S
‖v− s‖.

΄Ενα στοιχείο ŝ ∈ S αποκαλείται ϐέλτιστη προσέγγιση ( ή πλησιέστερο στοιχείο)

στο v από τον S αν

‖v− ŝ‖= d(v,S).

Η αναζήτηση ϐέλτιστης προσέγγισης και τα συναφή προβλήµατα (ύπαρξη, µοναδικότητα, κατα-

σκευή) είναι κεντρικό Ϲητήµα των Μαθηµατικών µε πάρα πολλές εφαρµογές. Η αποτελεσµατική

επίλυσή του απαιτεί συνδυασµό µαθηµατικών τεχνικών και υπολογιστικών τεχνολογιών και γνώ-

σεις της εκάστοτε εφαρµογής.
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Παράδειγµα

Περιγραφή: Λαµβάνουµε µέτρησεις ψ1,ψ2, ...,ψm στις χρονικές στιγµές

ξ1,ξ2, ...,ξm. Επειδή παρατηρούµε ότι το σήµα συνδυάζει εκθετική

συµπεριφορά µαζί µε ταλαντώσεις, αποφασίζουµε να το

µοντελοποιήσουµε µε συνάρτηση που έχει την εξής µορφή:

f(ξ;c) = γ1 + γ2e
−(γ3−ξ)2/γ4 + γ5 sin(γ6ξ)

όπου οι (άγνωστες προς το παρόν) τιµές c = (γ1,γ2, . . . ,γ6)
>

είναι οι

παράµετροι του µοντέλου. Για να οριστεί πλήρως η συνάρτηση, πρέπει

να επιλεγεί το c. Αυτό γίνεται έτσι ώστε να επιτευχθεί η ϐέλτιστη

προσαρµογή των τιµών f(ξj ;c) στις (γνωστές) µετρήσεις.

∆ιατύπωση ως πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων Να υπολογιστεί c ∈ R6
τέτοιο ώστε να

ελαχιστοποείται το άθροισµα των τετραγώνων

min

c∈R6

m

∑
j=1

r
2

j (c)

όπου rj(c) = ψj − f(ξj ;c), j = 1, ...,m είναι τα κατάλοιπα.

Ορολογία Πρόκειται για µη γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων.

Είναι µη γραµµικό γιατί η συνάρτηση µοντέλο f εξαρτάται µη γραµµικά

από τις παραµέτρους.

, ∆εν ϑα ασχοληθούµε µε µη γραµµικά προβλήµατα !
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Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Στο γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων, η συνάρτηση µοντέλο

f(t;x) εξαρτάται γραµµικά από τις παραµέτρους:

f(t;c) = γ1φ1(ξ)+ · · ·+ γnφn(ξ)

Στο γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων, οι συναρτήσεις φj(ξ)
µπορεί να είναι µη γραµµικές ! Για παράδειγµα στην

f(ξ;c) = γ1 + γ2e
−ξ2

+ γ3 sin
2(ξπ)

έχουµε επιλέξει τις συναρτήσεις

φ1(ξ) = 1,φ2(ξ) = e
−ξ2

,φ3(ξ) = sin
2(ξp)

όπου οι φ2,φ3 είναι µη γραµµικές.
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Υπενθύµιση

Γνωρίζουµε ότι για κάθε διανυσµατικό υπόχωρο S ενός δ.χ. V , ισχύουν τα εξής :

1 (ϑεώρηµα προβολής) V = S ⊕S⊥ όπου

S⊥ = {y|y ⊥ x,∀x ∈ S}

2 Κάθε x ∈ V γράφεται µε µοναδικό τρόπο ως x = xS + xS⊥ , όπου xS ∈ S και

xS⊥ ⊥ S .

3 Ισχύουν ότι xS = Px και xS⊥ = (I−P)x , όπου P είναι ο τελεστής

ορθογώνιας προβολής επί του S .

4 ‖x‖2 = ‖xS + xS⊥‖2 = ‖xS‖2 +‖xS⊥‖2
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Προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων

Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

Περιγραφή

∆ίνονται A ∈ Rm×n,b ∈ Rm,m≥ n. Το γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων συνίσταται στην εύρεση

ενός διανύσµατος από το σύνολο

X = {x ∈ Rn : ελαχιστοποιεί το ρ(x) = ‖Ax−b‖
2
}.

Η ελαχιστοποίηση του ‖Ax−b‖
2

ισοδυναµεί µε την εύρεση διανύσµατος xLS ∈Rn
τέτοιου ώστε, µεταξύ

όλων των διανυσµάτων που παράγονται από γραµµικό συνδυασµό των στηλών του A, το p = AxLS να

είναι το πλησιέστερο στο b (ως προς την ευκλείδεια νόρµα).

Για να συµβαίνει αυτό, το r = b−AxLS είναι κάθετο στον υπόχωρο range(A) άρα r ∈ null(A>).
Εποµένως, για οποιοδήποτε y ∈ Rm

0 = (Ay)>(b−AxLS) = y
>(A>b−A

>
AxLS).

Εποµένως το xLS είναι η λύση του συστήµατος A>AxLS = A>b που αποκαλούνται κανονικές

εξισώσεις του προβλήµατος των ελαχίστων τετραγώνων
2

2
Το µητρώο A>A αποκαλείται συχνά µητρώο Gram ή Γραµµιανό.
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Οπτικοποίηση

Γεωµετρική υπενθύµιση : Στις 2 διαστάσεις, αποδεικνύεται µέσω πυθαγορείου

ϑεωρήµατος ότι η απόσταση σηµείου από ευθεία είναι ίση µε το µήκος της καθέτου από

το σηµείο ως την τοµή της µε την ευθεία.
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Επιλυσιµότητα των κανονικών εξισώσεων A>Ax = A>b

Υπάρχει λύση ; Είναι µοναδική;

Επιλυσιµότητα Είναι εξασφαλισµένο ότι υπάρχει τουλάχιστον µία

λύση : Γιατί; Η τάξη r = rank(A>A)≤ n. Αν r = n τότε υπάρχει

µοναδική λύση. Αν r < n, τότε ο µηδενόχωρος του A>A έχει

διάσταση n− r και υπάρχουν άπειρες λύσεις. Στην περίπτωση αυτή,

επιλέγουµε από τις λύσεις µε κάποιο επιπλέον κριτήριο, π.χ. το

διάνυσµα που έχει το µικρότερο µήκος (διπλή ϐελτιστοποίηση).

Παρατήρηση : Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να µην είναι

αντιστρέψιµο το A>A είναι να είναι γραµµικά εξαρτηµένες οι στήλες

του A (αποδείξτε το !)
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Γενική µορφή γραµµικού προβλήµατος ελαχίστων

τετραγώνων

f(ξ;c) = γ1φ1(ξ)+ · · ·+ γnφn(ξ).

Υπολογίζουµε τις τιµές [φ1(ξj),φ2(ξj), . . . ,φn(ξj)] για κάθε ξj , όπου φ1, . . . ,φn

είναι γνωστές (συνήθως απλές) συναρτήσεις, ενώ οι συντελεστές γ1, . . . ,γn

είναι σταθερές που πρέπει να καθοριστούν έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το

άθροισµα των τετραγώνων του σφάλµατος σε κάθε σηµείο. Αν

χρησιµοποιήσουµε µητρώα, το πρόβληµα γράφεται ισοδύναµα ως

argminc∈Rn ‖y−Ac‖ όπου

A =


φ1(ξ1) · · · φn(ξ1)

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

φ1(ξm) · · · φn(ξm)

,c =

 γ1

.

.

.

γn

. και y =


ψ1

.

.

.

.

.

.

ψm


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Τι λέγεται για τα ελάχιστα τετράγωνα
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Τι λέγεται για τα ελάχιστα τετράγωνα
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Προσαρµογή ελαχίστων τετραγώνων µε ευθεία γραµµή

Πρόβληµα : Να υπολογίσουµε την ευθεία γραµµή γ1 + γ2ξ που προσαρµόζεται σε ένα

σύνολο γνωστών τιµών {(ξj ,ψj)}m
j=1

µε το ελάχιστο δυνατό σφάλµα.

Ορολογία : Στη Στατιστική λέγεται «γραµµική παλινδρόµηση».

Πώς µετράµε το σφάλµα ; Το ορίζουµε ως το άθροισµα των τετραγώνων των αποκλίσεων

των τιµών της (γραµµικής) συνάρτησης, {γ1 + γ2ξj}m
j=1

από τις τιµές των µετρήσεων ψj .

Με γραµµοαλγεβρική γραφή: γ1 + γ2ξ = ψ γράφεται και ως (1 ξ)

(
γ1

γ2

)
= ψ

΄Αλλες µετρικές σφάλµατος Ανάλογα µε την εφαρµογή, µπορεί οι απαιτήσεις να είναι

διαφορετικές (και πιο απαιτητικές). Για παράδειγµα στα ολικά ελάχιστα τετράγωνα (total least

squares) ελαχιστοποιούµε το άθροισµα τετραγώνων της απόστασης κάθε σηµείου (ξj ,ψj) από την

ευθεία γ0 + γ1ξ = ψ (δηλ. το µήκος της καθέτου από το κάθε σηµείο στην ευθεία).
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Ελάχιστα τετράγωνα και ολικά ελάχιστα τετράγωνα (least

squares vs. total least squares [MH’07])

(CEID ∆ιάλεξη 8 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 17 Απριλίου 2018 26 / 46

http://ac.els-cdn.com/S0165168407001405/1-s2.0-S0165168407001405-main.pdf?_tid=f5727cbe-1932-11e7-9c3e-00000aacb35e&acdnat=1491309411_aebbf7104b03e735d6edbec5e43b03d1


©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Ελάχιστα τετράγωνα και ολικά ελάχιστα τετράγωνα least

squares vs. total least squares

(CEID ∆ιάλεξη 8 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 17 Απριλίου 2018 27 / 46



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Παράδειγµα

Σηµεία : ξ1 =−1 ξ2 =−1/2 ξ3 = 0 ξ4 = 1/2 ξ5 = 1

Τιµές : ψ1 = 0.1 ψ2 = 0.3 ψ3 = 0.3 ψ4 = 0.2 ψ5 = 0.0
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φ0(ξ) = 1,φ1(ξ) = ξ τότε φ(ξ) = γ0φ0(ξ)+ γ1φ1(ξ) οπότε

A =


1.0 −1.0
1.0 −0.5
1.0 0.0
1.0 0.5
1.0 1.0



A
>

A =

(
5.0 0.0
0.0 2.5

)
,A>y =

(
0.9

−0.15

)

Αν κάνουµε τους υπολογισµούς

cLS = (A>A)−1
A
>

y =

(
0.18

−0.06

)
⇒ φ(ξ) = 0.18−0.06ξ

σφάλµα ‖y−AcLS‖2 = 0.2429
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Προσαρµογή µε καµπύλη γραµµή 2ου ϐαθµού

φ0(x) = 1,φ1(ξ) = ξ,φ2(ξ) = ξ2
και φ(ξ) = γ0φ0(ξ)+ γ1φ1(ξ)+ γ2φ2(ξ)

A =


1.0 −1.0 1.0
1.0 −0.5 0.25

1.0 0.0 0.0
1.0 0.5 0.25

1.0 1.0 1.0



A
>

A =

(
5.0 0.0 2.5
0.0 2.5 0.0
2.5 0.0 2.125

)
,

A
>

y =

(
0.9

−0.15

0.225

)

Αν κάνουµε τους υπολογισµούς

cLS = (A>A)−1
A
>

y =

(
0.3086

−0.0600

−0.2571

)

εποµένως φ(ξ) = 0.3086−0.0600ξ−0.2571ξ2

σφάλµα ‖y−AcLS‖2 = 0.0338
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Συµµετρικά ϑετικά (ηµι)ορισµένα µητρώα

Ενδιαφέρον χαρακτηριστικό π.χ. στο µητρώο των κανονικών εξισώσεων

(A>A)x = A
>

b.

Το B = A>A:

είναι συµµετρικό

ισχύει πάντα ότι

x
>

A
>

Ax ≥ 0

όταν οι στήλες του A είναι γραµµικά ανεξάρτητες, x>A>Ax > 0, είναι αυστηρά

ϑετικό.

Ορισµός

Κάθε A ∈ Rn×n
για το οποίο ισχύει ότι A> = A και f(x) := x>Ax ≥ 0 για κάθε x ∈ Rn

και

f(x) = 0 ανν x = 0 αποκαλείται συµµετρικό θετικά ορισµένο µητρώο (ΣΘΟ). Αν υπάρχει

x 6= 0 ώστε f(x) = 0 τότε αποκαλείται συµµετρικό θετικά ηµιορισµένο µητρώο. Αν

λαµβάνει και αρνητικές τιµές, αποκαλείται αόριστο.

Εποµένως, το A>A είναι ΣΘΟ ανν το A έχει γραµµικά ανεξάρτητες στήλες, διαφορετικά

είναι ϑετικά ηµιορισµένο. ∆εν µπορεί όµως να είναι αόριστο.
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Συµµετρικά ϑετικά (ηµι)ορισµένα µητρώα

Ενδιαφέρον χαρακτηριστικό π.χ. στο µητρώο των κανονικών εξισώσεων

(A>A)x = A
>

b.

Το B = A>A:

είναι συµµετρικό

ισχύει πάντα ότι

x
>

A
>

Ax ≥ 0

όταν οι στήλες του A είναι γραµµικά ανεξάρτητες, x>A>Ax > 0, είναι αυστηρά

ϑετικό.

Ορισµός

Κάθε A ∈ Rn×n
για το οποίο ισχύει ότι A> = A και f(x) := x>Ax ≥ 0 για κάθε x ∈ Rn

και

f(x) = 0 ανν x = 0 αποκαλείται συµµετρικό θετικά ορισµένο µητρώο (ΣΘΟ). Αν υπάρχει

x 6= 0 ώστε f(x) = 0 τότε αποκαλείται συµµετρικό θετικά ηµιορισµένο µητρώο. Αν

λαµβάνει και αρνητικές τιµές, αποκαλείται αόριστο.

Εποµένως, το A>A είναι ΣΘΟ ανν το A έχει γραµµικά ανεξάρτητες στήλες, διαφορετικά

είναι ϑετικά ηµιορισµένο. ∆εν µπορεί όµως να είναι αόριστο.
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Συµµετρικά ϑετικά (ηµι)ορισµένα µητρώα

Ενδιαφέρον χαρακτηριστικό π.χ. στο µητρώο των κανονικών εξισώσεων

(A>A)x = A
>

b.

Το B = A>A:

είναι συµµετρικό

ισχύει πάντα ότι

x
>

A
>

Ax ≥ 0

όταν οι στήλες του A είναι γραµµικά ανεξάρτητες, x>A>Ax > 0, είναι αυστηρά

ϑετικό.

Ορισµός

Κάθε A ∈ Rn×n
για το οποίο ισχύει ότι A> = A και f(x) := x>Ax ≥ 0 για κάθε x ∈ Rn

και

f(x) = 0 ανν x = 0 αποκαλείται συµµετρικό θετικά ορισµένο µητρώο (ΣΘΟ). Αν υπάρχει

x 6= 0 ώστε f(x) = 0 τότε αποκαλείται συµµετρικό θετικά ηµιορισµένο µητρώο. Αν

λαµβάνει και αρνητικές τιµές, αποκαλείται αόριστο.

Εποµένως, το A>A είναι ΣΘΟ ανν το A έχει γραµµικά ανεξάρτητες στήλες, διαφορετικά

είναι ϑετικά ηµιορισµένο. ∆εν µπορεί όµως να είναι αόριστο.
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Συµµετρικά ϑετικά (ηµι)ορισµένα µητρώα

Ενδιαφέρον χαρακτηριστικό π.χ. στο µητρώο των κανονικών εξισώσεων

(A>A)x = A
>

b.

Το B = A>A:

είναι συµµετρικό

ισχύει πάντα ότι

x
>

A
>

Ax ≥ 0

όταν οι στήλες του A είναι γραµµικά ανεξάρτητες, x>A>Ax > 0, είναι αυστηρά

ϑετικό.

Ορισµός

Κάθε A ∈ Rn×n
για το οποίο ισχύει ότι A> = A και f(x) := x>Ax ≥ 0 για κάθε x ∈ Rn

και

f(x) = 0 ανν x = 0 αποκαλείται συµµετρικό θετικά ορισµένο µητρώο (ΣΘΟ). Αν υπάρχει

x 6= 0 ώστε f(x) = 0 τότε αποκαλείται συµµετρικό θετικά ηµιορισµένο µητρώο. Αν

λαµβάνει και αρνητικές τιµές, αποκαλείται αόριστο.

Εποµένως, το A>A είναι ΣΘΟ ανν το A έχει γραµµικά ανεξάρτητες στήλες, διαφορετικά

είναι ϑετικά ηµιορισµένο. ∆εν µπορεί όµως να είναι αόριστο.
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Παραδείγµατα προσέγγισης ελαχίστων τετραγώνων

Χρησιµοποιούµε τον παρακάτω κώδικα MATLAB για διάφορες επιλογές x, y

% kataskeu’h twn mhtr’wwn

A1 = [ ones ( n , 1 ) , x ] ; % grammik’o mont’elo

A2 = [ A1 , x . ^ 2 ] ; % tetragwnik’o mont’elo

A3 = [ A2 , x . ^ 3 ] ; % 3b’ajmio mont’elo

A4 = [ A3 , x . ^ 4 ] ; % 4b’ajmio mont’elo

% ep’i lu sh kanonik’wn exis’wsewn

z1 = (A1 '∗A1) \(A1 '∗ y ) ; z2 = (A2 '∗A2) \(A2 '∗ y ) ;

z3 = (A3 '∗A3) \(A3 '∗ y ) ; z4 = (A4 '∗A4) \(A4 '∗ y ) ;

% opt ikopo’ihsh

p l o t ( x , y , 'o ' , x , A1∗z1 , x , A2∗z2 , ' r ' , x , A3∗z3 , 'm' , x , A4∗z4 , 'g ' )

% sf’almata

n e r r ( 1 ) = norm ( y - A1∗ z1 ) ; n e r r ( 2 ) = norm ( y - A2∗ z2 ) ;

n e r r ( 3 ) = norm ( y - A3∗ z3 ) ; n e r r ( 4 ) = norm ( y - A4∗ z4 ) ;
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n=100; x=linspace(-2,2,n)'; y = exp(-x).*sin(pi*x)

Σφάλµατα : nerr(1:4)= 14.4664 12.3761 11.7957 11.0530
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n=20; x = linspace(-2,2,n)'; y = randn(n,1).*sin(x)+3*exp(x)

Σφάλµατα : nerr(1:4)= 12.7322 4.5668 2.7300 2.4798
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Προσέγγιση συναρτήσεων µε ελάχιστα τετράγωνα :

Εισαγωγή I

Γνωρίζουµε ότι πολλές κατηγορίες συναρτήσεων αποτελούν δ.χ.

Παραδείγµατα : α) Pn : τα πολυώνυµα ϐαθµού ≤ n. (ο δ.χ. έχει διάσταση n+1). ϐ)

C[−1,1]: χώρος συνεχών συναρτήσεων στο κλειστό διάστηµα [−1,1]. γ) Τα

πολυώνυµα οποιουδήποτε ϐαθµού (οι δ.χ. είναι απειροδιάστατοι).

Για ολοκληρώσιµες συναρτήσεις f ,g στο διάστηµα [a,b] και ϑετική συνάρτηση w ,

το ορισµένο ολοκλήρωµα

〈f ,g〉 :=
∫

b

a

f(t)g(t)w(t)dt

ορίζει εσωτερικό γινόµενο.

Εποµένως µπορούµε να ορίσουµε και καθετότητα συναρτήσεων. Για παράδειγµα,

αν w(x) = 1, οι συναρτήσεις {1,x, 1

2
(3x2−1)} είναι κάθετες µεταξύ τους. Επίσης

είναι γραµµικά ανεξάρτητες και αποτελούν ϐάση για τον P2[−1,1] που είναι

υπόχωρος του C[−1,1].

Μπορούµε να εφαρµόσουµε τη διαδικασία Gram-Schmidt σε πολυώνυµα και να

κατασκευάσουµε Ορθογώνια Πολυώνυµα (σε κάποιο διάστηµα και ως προς

δεδοµένη συνάρτηση w .)
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Προσέγγιση συναρτήσεων µε ελάχιστα τετράγωνα :

Εισαγωγή II

Ερώτηµα ∆ίνεται συνάρτηση f από κάποιο χώρο συναρτήσεων και ϑέλουµε να ϐρούµε

ϐέλτιστη προσέγγισή της ως προς το κριτήριο των ελαχίστων τετραγώνων από κάποιον

επιλεγµένο γραµµικό υπόχωρο, π.χ. τα πολυώνυµα, µε ϐάση το παραπάνω εσωτερικό

γινόµενο.

Επίλυση όπως πριν, ϑα αξιοποιήσουµε το ότι η διαφορά της υπό προσέγγιση συνάρτησης

από τη ϐέλτιστη προσέγγιση ϑα είναι κάθετη σε όλες τις συναρτήσεις του υποχώρου απ΄

όπου «χτίζουµε» την προσέγγιση.
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Ιδέα

Από το ϑεώρηµα προβολής, αν αφαιρέσουµε από τη συνάρτηση το γραµµικό

συνδυασµό που παράγει τη συνάρτηση ϐέλτιστης προσέγγισης, το κατάλοιπο ϑα

είναι κάθετο σε όλες τις συναρτήσεις φj , εποµένως 〈f −∑
n
j=1

γjφj ,φi〉= 0 για

i = 1, ...,n. Εποµένως 〈f ,φ1〉
.
.
.

〈f ,φn〉

 =

 〈φ1,φ1〉 · · · 〈φ1,φn〉
.
.
.

.

.

.

〈φn,φ1〉 · · · 〈φn,φn〉


︸ ︷︷ ︸

Μητρώο Gram

 γ1

.

.

.

γn

.
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Παράδειγµα

Να υπολογιστεί η ϐέλτιστη προσέγγιση της συνάρτησης x2
από τον υπόχωρο

span〈1,x〉 µε εσωτερικό γινόµενο 〈f ,g〉 :=
∫

1

−1
f(x)g(x)dx .

΄Εστω φ(x) = γ1 + γ2x η Ϲητούµενη προσέγγιση, τότε αν r(x) = x2−φ(x) ϑα

πρέπει από το ϑεώρηµα ορθογωνιότητας 〈r,1〉= 〈r,x〉= 0. Εποµένως

〈x2,1〉 =
∫

1

−1

x
2
dx =

2

3

〈x2,x〉 =
∫

1

−1

x
3
dx = 0

〈1,1〉 = 2,〈1,x〉= 0

〈x,1〉 = 0,〈x,x〉= 2

3
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(
2

3

0

)
=

(
2 0

0
2

3

)(
γ1

γ2

)
.⇒ γ1 =

1

3
,γ2 = 0.

΄Αρα η ϐέλτιστη προσέγγιση είναι φ(x) = 1

3
.

Προσέξτε επίσης ότι 〈1,x〉= 0 δηλ, οι συναρτήσες φ1(x) = 1 και φ2(x) = x είναι

κάθετες ως προς το παραπάνω εσωτερικό γινόµενο.

Προσοχή: Με τον ίδιο τρόπο αλλά λύνοντας το σύστηµα 0

2

5

0

 =

 2 0
2

3

0
2

3
0

2

3
0

2

5

 γ1

γ2

γ3

.⇒ γ1 = 0,γ1 =
3

5
,γ3 = 0.

προκύπτει ότι η ϐέλτιστη προσέγγιση του x3
από το χώρο πολυωνύµων 〈1,x,x2〉

ως προς παραπάνω εσωτερικό γινόµενο είναι φ(x) = 3

5
x .
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Οπτικοποίηση των ϐέλτιστων προσεγγίσεων
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Ορθογώνια πολυώνυµα Legendre

Παράγονται µε διαδικασία Gram-Schmidt επί των {1,x,x2, ...} µε το εσωτερικό

γινόµενο
∫

1

−1
f(x)g(x)dx

Ισχύει ότι
∫

1

−1
Pn(x)Pm(x)dx = 2

2n+1
δnm (δέλτα Kronecker)

Υπάρχουν πολλές οικογένειες ορθογωνίων πολυωνύµων (π.χ. Chebyshev,

Gegenbauer, Legendre, Laguerre, Hermite...).

Η ϐασική διαφορά τους αφορά στη συνάρτηση ϐάρους.
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Ορθογώνια πολυώνυµα Chebyshev

Παράγονται µε διαδικασία Gram-Schmidt επί των {1,x,x2, ...} µε το εσωτερικό

γινόµενο
∫

1

−1
f(x)g(x) 1√

1−x2
dx

Ισχύει ότι
∫

1

−1
Tn(x)Tm(x)dx = 0 αν m 6= n.

΄Ενα σηµαντικό στοιχείο των ορθογωνίων πολυωνύµων που αξίζει να αναφερθεί

(εκτός ύλης) είναι ότι µπορούν να παραχθούν µε ¨κοντή¨ αναδροµική σχέση (τριών

όρων), π.χ. τα Chebyshev: Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x) όπου T0(x) = 1, T1(x) = x .
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Προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων χρησιµοποιώντας διαφορικό λογισµό

Για το γραµµικό µοντέλο

∆οθέντων m Ϲευγών τιµών {(ξj ,ψj)}m
j=1

(ϑεωρούµε ότι τα ξ δεν είναι όλα ίσα µεταξύ τους)

ενδιαφερόµαστε να υπολογίσουµε τις τιµές των παραµέτρων γ1,γ2 ώστε να ελαχιστοποιείται η

συνάρτηση

E(γ1,γ2) =
m

∑
j=1

(ψj − γ2ξj − γ1)2

Από ϐασική ϑεωρία, για να υπάρχει τοπικό ακρότατο, πρέπει να ικανοποιούνται οι ακόλουθες

σχέσεις (κριτήριο 1ης παραγώγου):

0 =
∂E

∂γ1

= 2

m

∑
j=1

(ψj − γ2ξj − γ1)(−1)

0 =
∂E

∂γ2

= 2

m

∑
j=1

(ψj − γ2ξj − γ1)(−ξj)

Τα τοπικά ακρότατα είναι στις τιµές γ̃1, γ̃2 που ικανοποιούν το σύστηµα

m

∑
j=1

ψj = mγ1 + (
m

∑
j=1

ξj)γ2

m

∑
j=1

ξjψj = (
m

∑
j=1

ξj)γ1 + (
m

∑
j=1

ξ
2

j )γ2
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Αν η λύση είναι (γ̃1, γ̃2), για να ελαχιστοποιεί το E(γ̃1, γ̃2), ϑα πρέπει (κριτήριο 2ης παραγώγου)

∂2E

∂γ2

1

> 0 και ∆ =
∂2E

∂γ2

1

∂2E

∂γ2

2

− ∂2E

∂γ1∂γ2

> 0
∂2E

∂γ2

1

> 0.

Η πρώτη ανισότητα προφανώς ικανοποιείται :

∂2E

∂γ2

1

= 2m > 0

Σχετικά µε τη δεύτερη : Υπολογίζουµε

∂2E

∂γ2

2

= 2

m

∑
j=1

ξ
2

j ,
∂2E

∂γ1∂γ2

= 2

m

∑
j=1

ξj .

άρα

∆ > 0⇔m

m

∑
j=1

ξ
2

j > (
m

∑
j=1

ξj)
2.

Αλλά m = e>e, x>x = ∑
m
j=1

ξ2

j και e>x = ∑
m
j=1

ξ. Εποµένως η ανισότητα

m

∑
j=1

ξ
2

j > (
m

∑
j=1

ξj)
2
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µπορεί να γραφτεί ως

‖e‖2‖x‖2 > 〈e,x〉|2.

Θυµηθείτε τώρα την ανισότητα Cauchy-Schwarz. Για κάθε z,x,∈ Rm

〈z,x〉| ≤ ‖z‖‖x‖

όπου ισότητα ισχύει µόνον αν τα z,x είναι συγγραµµικά, δηλ. z = αx για κάποιο α ∈ R. ΄Οµως

στην περιπτωσή µας αυτό δεν µπορεί να συµβεί γιατί τότε ϑα ίσχυε ότι x = αe, άρα

ξ1 = ξ2 = · · ·= ξm = α. Αυτό αποκλείεται αφού ϑεωρούµε ότι δεν είναι όλα τα ξj ίδια.

Είδαµε ότι η λύση του παρακάτω συστήµατος ελαχιστοποιεί το E(γ1,γ2):(
m ∑

m
j=1

ξj

∑
m
j=1

ξj ∑
m
j=1

ξ2

j

)(
γ1

γ2

)
=

(
∑

m
j=1

ψj

∑
m
j=1

ξjψj

)

(CEID ∆ιάλεξη 8 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 17 Απριλίου 2018 45 / 46



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Ενδιαφέρον : Αν ϑέσουµε

A =

 1 ξ1

.

.

.

.

.

.

1 ξm

 , y =

ψ1

.

.

.

ψm


το παραπάνω είναι ίδιο µε το σύστηµα των κανονικών εξισώσεων

A
>

Ac = A
>

y

που ϑα προέκυπτε απευθείας αν επιχειρούσαµε να λύσουµε το Ax = y πολλαπλασιάζοντας

πρώτα από τα αριστερά µε το A> ή αν χρησιµοποιούσαµε την ιδέα της προβολής του y στον

υπόχωρο στηλών του A.

Προσοχή: Η τάξη rank(A>A)≤ 2 = min(m,n) εποµένως το σύστηµα ϑα έχει µοναδική λύση ανν

υπάρχουν τουλάχιστον δύο i, j τ.ώ. ξi 6= ξj .
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