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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση I

Υπενθύµιση της 5ης δ.

Απαλοιφή Gauss και παραγοντοποίηση LU.

Στοιχειώδη µητρώα Gauss για την απαλοιφή και µεθοδολογία επίλυσης

τετραγωνικών συστηµάτων.

Απαλοιφή Gauss: Χρήση εναλλαγών για την αποφυγή µηδενικών οδηγών

και οδήγηση µε µητρώα εναλλαγής και µητρώα µετάθεσης.

∆ιαδικασία απαλοιφής Gauss ως µετασχηµατισµός του [A,b] σε [U, b̂] µε

διαδοχικούς πολλαπλασιασµούς µε ς.µ. Gauss και εναλλαγής.

Παραγοντοποίηση LU και επίλυση συστήµατος γραµµικών εξισώσεων.

Εφαρµογή: α) Υπολογισµός τιµών πολυωνυµικής συνάρτησης και µητρώα

Vandermonde και ϐ) εύρεση πολυωνύµου (συντελεστών της

δυναµοµορφής) µε ϐάση τις τιµές του (παρεµβολή).

Επαυξηµένο µητρώο.

Μέθοδος Gauss-Jordan αντιστροφής µητρώου.

Στοιχεία άλγεβρας (οµάδες, δακτύλιοι, σώµατα)

Εισαγωγή στους διανυσµατικούς χώρους. Παραδείγµατα.
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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση II

Σήµερα ϑα δούµε (όροι 6ης δ.):

∆ιανυσµατικοί χώροι και παραδείγµατα

∆ιανυσµατικοί υπόχωροι και παραδείγµατα

Τους 4 υπόχωρους που ορίζονται από τα διανύσµατα που αποτελούν το

µητρώο :

από τις στήλες : υπόχωρος στηλών, αριστερός µηδενόχωρος

από τις γραµµές : µηδενόχωρος, χώρος γραµµών

Τις έννοιες της ϐάσης και της διάστασης διανυσµατικών χώρων και

υπόχωρων.

Την έννοια της τάξης µητρώου.

Την κλιµακωτή µορφή µητρώου και τον υπολογισµό της τάξης από αυτήν.

∆ιερεύνηση ύπαρξης λύσεων του Ax = 0 και εύρεσή τους, αν υπάρχουν.

Αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή µητρώου (ΑΓΚΜ).

Πλήρης αναγωγή µητρώου.

Παραγοντοποίηση τάξης.

Πλήρης λύση γενικού συστήµατος Ax = b.

Εύρεση όλων των υποχώρων από την ΑΓΚΜ.
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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση III

Συνδυασµοί και πράξεις µεταξύ υπόχωρων. Ευθύ άθροισµα και

συµπλήρωµα.

Ορθογωνιότητα υπόχωρων.

Προβολές, ορθογώνια προβολή και αναπαράστασή τους µε µητρώα.

Ιδιότητες των µητρώων προβολής.
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Υπό συζήτηση ενότητες
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Παραδείγµατα (υπενθύµιση)

Rn
Ο χώρος όλων των διανυσµάτων (στηλών) µε n πραγµατικές συνιστώσες. Ο Cn

ορίζεται

αντίστοιχα.

M Ο δ.χ. {A|A ∈ Rm×n} όλων των πραγµατικών µητρώων m×n.

F Ο δ.χ. όλων των πραγµατικών συναρτήσεων {f |f : R→ R}.

Z Ο δ.χ. που απαρτίζεται µόνον από το µηδενικό διάνυσµα.

C [α,β] Ο δ.χ. όλων των πραγµατικών συνεχών συναρτήσεων στο διάστηµα [α,β]:
{f |f : [α,β]→ R}.

΄Αλλα παραδείγµατα και συµβολισµοι :

P: Ο δ.χ. των πολυωνύµων.

Pn: Ο δ.χ. των πραγµατικών (ή µιγαδικών) πολυωνύµων ϐαθµού έως n.

`2: Ο δ.χ. των ακολουθιών x = (ξ1,ξ2, . . .) τέτοιων ώστε ∑
∞
j
|ξj |2 < ∞ όπου η άθροιση και ο

πολλαπλασιασµός µε ϐαθµωτό ορίζονται µε τον προφανή τρόπο.

ο δ.χ. όλων των λύσεων u(t) της διαφορικής εξίσωσης
d

2

dt2
u(t)+u(t) = 0.

Ο δ.χ. {U|U ∈ Rn×n} όλων των πραγµατικών άνω τριγωνικών µητρώων.

ο δ.χ. των λύσεων του συστήµατος {x ∈ Rn|Ax = 0} όπου A ∈ Rm×n
.

ο δ.χ. των διανυσµάτων {Ax|A ∈ Rm×n,x ∈ Rn}.

ΠΡΟΣΟΧΗ το σύνολο των διανυσµάτων {x|Ax = b} όπου A ∈ Rm×n,b 6= 0 ∈ Rm
∆ΕΝ ΕΙΝΑΙ δ.χ.

(CEID ∆ιάλεξη 6 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 20 Μαρτίου 2018 6 / 33



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

∆ιανυσµατικοί υπόχωροι

Εναλλακτικός όρος : Γραµµικές Πολλαπλότητες (linear manifolds)

Ορισµός

Αν κάποιο V είναι δ.χ. επί σώµατος K και W ⊆ V , W 6= /0, το W ονοµάζεται

διανυσµατικός υπόχωρος του V ανν το W είναι διανυσµατικός χώρος, δηλ. ανν

(αw1 +βw2) ∈W για κάθε α,β ∈K και για κάθε w1,w2 ∈W .

Ο παραπάνω χαρακτηρισµός για τον υπόχωρο αναδεικνύει έναν εύκολο τρόπο να ελέγξουµε

κατά πόσον ένα σύνολο είναι υπόχωρος (ή διανυσµατικός υπόχωρος)· απλά επαληθεύουµε ότι

το σύνολο είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση διανυσµάτων και το ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό.

Παρατηρήστε επίσης ότι 0 ∈K, εποµένως κάθε υπόχωρος πρέπει να περιέχει το µηδενικό

διάνυσµα.

ΠΡΟΣΟΧΗ : ΄Οταν λέµε ένα σύνολο κλειστό ως προς κάποια πράξη εννοούµε ότι όταν

εκτελείται η πράξη που αφορά σε στοιχεία από το σύνολο, το αποτέλεσµα ανήκει στο

σύνολο.

Παρατήρηση : Για να αποδείξουµε την ισότητα δύο υπόχωρων, συνήθως αποδεικνύουµε

ξεχωριστά τις δύο σχέσεις έγκλεισης : ∆είχνουµε ότι τυχαίο r ∈ R ανήκει και στο S και

ότι τυχαίο s ∈ S ανήκει στο R .
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Παραδείγµατα (Strang)

Οι δυνατοί δ.υ. του R3
είναι :

το σύνολο L αποτελούµενο από κάθε ευθεία διερχόµενη από το (0,0,0)

το σύνολο P αποτελούµενο από κάθε επίπεδο διερχόµενο από το (0,0,0)

Z δηλ. µόνον το τετριµµένο διάνυσµα (0,0,0)

το σύνολο R3
, δηλ. όλα τα διανύσµατα του R3

Μερικά αντιπαραδείγµατα :

Το σύνολο Rn

+ = {x ∈ Rn|x ≥ 0} (δηλ. το πρώτο n−υπεροκτηµόριο) δεν είναι δ.υ.

΄Ολα τα διανύσµατα του Rn
µε τουλάχιστον ένα στοιχείο 0 δεν συνιστούν δ.υ.

Το σύνολο των πολυωνύµων ϐαθµού ακριβώς n δεν είναι δ.υ. του P ούτε του Pn.

ΠΡΟΣΟΧΗ Το R2
∆ΕΝ είναι υπόχωρος του R3

. Τα διανύσµατα του ενός δεν

µπορούν καν να συνδυαστούν σε πράξεις δ.χ. µε τα διανύσµατα του άλλου.
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Οι 4 ϐασικοί υπόχωροι µητρώου

Σύνοψη

Κάθε µητρώο, έστω A ∈ Rm×n
, µπορεί να ϑεωρηθεί ως παράθεση

διανυσµάτων (n στηλών ή m γραµµών). ΄Ενα σηµαντικό εύρηµα στη

γραµµική άλγεβρα ήταν ότι πολλά προβλήµατα της περιοχής µπορούν να

αναλυθούν αποτελεσµατικά µε ϐάση αυτά τα διανύσµατα ή ισοδύναµους

γραµµικούς συνδυασµούς τους.

Εποµένως, αποκτά µεγάλο ενδιαφέρον η µελέτη των 4 υπόχωρων που

µπορούν να οριστούν από τις στήλες και τις γραµµές ενός µητρώου. Οι

υποχωροι αυτοί είναι πολύ χρήσιµο εργαλείο για την κατανόηση και

διερεύνηση πολλών προβληµάτων της γραµµικής άλγεβρας.

Θα ορίσουµε 4 υπόχωρους : χώρος στηλών και αριστερός µηδενόχωρος

(υπόχωροι του Rm
), µηδενόχωρος και χώρος γραµµών (υπόχωροι του Rn

.)

Θα ερµηνεύσουµε πολλά ϐασικά προβλήµατα της ΓΑ ϐάσει αυτών.
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Οι 4 ϐασικοί υπόχωροι µητρώου
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Χώρος στηλών µητρώου

Ορισµός

Για κάθε A = [a1, . . . ,an] ∈ Rm×n
το σύνολο όλων των γραµµικών συνδυασµών

{y|y =
n

∑
j=1

ξjaj ,ξj ∈ R}

είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Rm
που αποκαλείται χώρος στηλών του A. Ο

υπόχωρος συµβολίζεται range(A).

Προσέξτε ότι range(A) = {Ax|x ∈ Rn}.

Το σύστηµα Ax = b έχει λύση ανν b ∈ range(A).
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Χώρος στηλών µητρώου

Ορισµός

Για κάθε A = [a1, . . . ,an] ∈ Rm×n
το σύνολο όλων των γραµµικών συνδυασµών

{y|y =
n

∑
j=1

ξjaj ,ξj ∈ R}

είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Rm
που αποκαλείται χώρος στηλών του A. Ο

υπόχωρος συµβολίζεται range(A).

Γιατί είναι υπόχωρος του Rm
;

Προσέξτε ότι range(A) = {Ax|x ∈ Rn}.

Το σύστηµα Ax = b έχει λύση ανν b ∈ range(A).
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{y|y =
n

∑
j=1

ξjaj ,ξj ∈ R}

είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Rm
που αποκαλείται χώρος στηλών του A. Ο

υπόχωρος συµβολίζεται range(A).

Προσέξτε ότι range(A) = {Ax|x ∈ Rn}.

Το σύστηµα Ax = b έχει λύση ανν b ∈ range(A).
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Μηδενόχωρος µητρώου

Ορισµός

Ο µηδενόχωρος null(A) ενός µητρώου A ∈ Rm×n
είναι ο διανυσµατικός υπόχωρος του

Rn

null(A) = {x ∈ Rn|Ax = 0}

Οι άλλοι 2 υπόχωροι :

Χώρος γραµµών : range(A>) = {A>y|y ∈ Rm}, (υπόχωρος του Rn
.)

Αριστερός µηδενόχωρος : null(A>) = {y ∈ Rm|A>y = 0}, (υπόχωρος του Rm
.

Ερµηνεία στηλών : Τα διανύσµατα που είναι κάθετα σε όλες τις στήλες

του A).
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Θεµελιώδη προβλήµατα γραµµικών συνδυασµών και

διατύπωσή τους µέσω υποχώρων

∆ίνεται µια συλλογή διανυσµάτων A = {a1,a2, ...,an} όπου aj ∈ V . Θέτουµε A = (a1, . . . ,an) και

διατυπώνουµε τα προβλήµατς εναλλακτικά :

΄Αµεσο πρόβληµα Αν γνωρίζουµε τους ϐαθµωτούς ξ1, ...,ξn να υπολογίσουµε το γραµµικό συνδυασµό

∑
n

j=1
ξjaj .

ισοδύναµα να ϐρείτε το στοιχείο b ∈ range(A) ώστε b = Ax όπου x = (ξ1, . . . ,ξn)
>

.

΄Ελεγχος γραµµικής ανεξαρτησίας Κατά πόσον υπάρχουν ξ1, ...,ξn, όχι όλα µηδενικά, τ.ώ. ∑
n

j=1
ξjaj = 0.

ισοδύναµα να ϐρείτε αν υπάρχει µη µηδενικό x ∈ null(A).

Αντίστροφο πρόβληµα ∆οθέντος ενός διανύσµατος b, µπορούµε να το γράψουµε ως γραµµικό συνδυασµό

των διανυσµάτων του A ;

ίσοδύναµα αν υπάρχει x ∈ Rn
τέτοιο ώστε Ax = b.

Ταυτοποίηση διανοίγµατος Ποιό είναι το διάνοιγµα Y := {y|y = ∑
n

j=1
ξjaj ,αj ∈ R}.

ίσοδύναµα ποιός είναι ο range(A);
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Βάση διανυσµατικού χώρου

Ορισµός

΄Ενα σύνολο διανυσµάτων, X , του δ.χ. V χαρακτηρίζεται ϐάση του V ανν

1 span(X) = V , και

2 Το X είναι γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων

Παράδειγµα Τα {e1, . . . ,en} είναι ϐάση του Rn
(µερικές ϕορές

αποκαλείται τυπική ϐάση.

Παράδειγµα Τα {1, . . . ,ζn} είναι ϐάση του Pn (σύνολο πολυωνύµων

ϐαθµού n).
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∆ιάσταση δ.χ.

Θεώρηµα

Το πλήθος των διανυσµάτων ϐάσης ενός δ.χ. καλείται διάσταση του χώρου και είναι

ανεξάρτητο από την επιλογή της ϐάσης.

Για κάθε δ.χ. ή υπόχωρο µπορούµε να πούµε ότι

, ϐάσεις υπάρχουν άπειρες, διάσταση µόνο µία ,

Ορισµός

Αν η ϐάση του διανυσµατικού χώρου V (6= /0) έχει n στοιχεία, τότε ο χώρος λέγεται

n-διάστατος (ή ότι έχει διάσταση n) και γράφουµε dim(V ) = n ή dimV = n. Χάριν

συνέπειας, και επειδή το µηδενικό διάνυσµα (0) ανήκει σε όλους τους διανυσµατικούς

χώρους, ϑέτουµε dim(0) = 0. ΄Ενας διανυσµατικός χώρος V λέγεται πως είναι

πεπερασµένης διάστασης αν έχει ϐάση n <+∞ στοιχείων. Ειδάλλως, ο χώρος V
χαρακτηρίζεται ως απειροδιάστατος.

ΣΗΜΑΝΤΙΚΟ : Στο µάθηµα αυτό ενδιαφερόµαστε αποκλειστικά για χώρους

πεπερασµένης διάστασης.
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Βρες µια Βάση (ϐρες το Χώρο), Βρες τη/τις Λύσεις
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Οι 2 (+2) ϐασικοί διανυσµατικοί υπόχωροι

και οι διαστάσεις τους

∆ίνεται A ∈ Rm×n
. Τότε

1 ο δ.χ. διάνοιγµα των στηλών ονοµάζεται χώρος στηλών του A, συµβ.

range(A)
2 ... ισχύει προφανώς dim(range(A))≤m

3 ο δ.χ. διάνοιγµα των γραµµών ονοµάζεται ο χώρος γραµµών του A,

range(A>)
4 ... ισχύει προφανώς dim(range(A>))≤ n

ΠΡΟΣΟΧΗ : Η διάσταση r = dim(range(A) ) αποκαλείται ΤΑΞΗ του A και

συµβολίζεται επίσης ως rank(A). Είναι ο µέγιστος αριθµός γραµµικά

ανεξάρτητων στηλών.

ΠΡΟΣΟΧΗ : Ο ίδιος αριθµός, r , είναι και ο µέγιστος αριθµός γραµµικά

ανεξάρτητων γραµµών του A.

rank(A) = r = dim(range(A)) = dim(range(A>))

Η τάξη αφορά εξίσου γραµµές και στήλες, αποκαλύπτει τα µεγέθη των 4

υποχώρων και εντέλει πόση χρήσιµη πληροφορία περιέχει το µητρώο.
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Μηδενόχωρος και επίλυση της Ax = 0

Ορολογία : Αν το δεξιό µέλος του συστήµατος Ax = b είναι 0, το χαρακτηρίζουµε

οµογενές.

Ορισµός (υπενθύµιση): Ο µηδενόχωρος είναι το σύνολο των διανυσµάτων

null(A) := {x ∈ Rn|Ax = 0} και είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Rn
.

Εύρεση : Τι σηµαίνει εύρεση υπόχωρου;

Για να ορίσουµε υπόχωρο, αρκεί να ϐρούµε κάποια ϐάση του. Ο υπόχωρος ϑα

είναι το διάνοιγµα των διανυσµάτων της ϐάσης του.

Πρόβληµα : Συνήθως οι ϐάσεις ∆ΕΝ είναι προφανείς απλά παρατηρώντας το A.

∆ιαδικασία

1 ϑα αναγάγουµε τον A σε ισοδύναµη «κλιµακωτή µορφή γραµµών»

2 ... από αυτή προκύπτει άµεσα η διάσταση του υπόχωρου

3 µε απλή διαδικασία υπολογίζουµε και µία ϐάση.

4 και µετά ϑα κάνουµε µια ακόµα αναγωγή για να έχουµε εύκολη πρόσβαση

σε όλες τις ϐάσεις
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Πρόβληµα : Συνήθως οι ϐάσεις ∆ΕΝ είναι προφανείς απλά παρατηρώντας το A.

∆ιαδικασία

1 ϑα αναγάγουµε τον A σε ισοδύναµη «κλιµακωτή µορφή γραµµών»

2 ... από αυτή προκύπτει άµεσα η διάσταση του υπόχωρου

3 µε απλή διαδικασία υπολογίζουµε και µία ϐάση.

4 και µετά ϑα κάνουµε µια ακόµα αναγωγή για να έχουµε εύκολη πρόσβαση

σε όλες τις ϐάσεις
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Απλό παράδειγµα

΄Ολες οι λύσεις του ξ+ 2ψ+ζ = 0 είναι ένα επίπεδο, υπόχωρος του R3
. Το επίπεδο είναι ο

µηδενόχωρος του A = [1,2,1]. Ισοδύναµα, είναι όλα τα σηµεία που είναι κάθετα στην ευθεία που

παράγεται από το διάνυσµα (1,2,1)>.

΄Ολες οι λύσεις του

ξ−ψ+ζ = 0

ξ−2ψ−ζ = 0

είναι στο µηδενόχωρο null(A) του A =

(
1 −1 1

1 −2 −1

)
(ισοδύναµα) κείται επί της ευθείας t[3,2,−1]> (όπου t ∈ R) και είναι υπόχωρος του R3

(η τοµή

των επιπέδων που ορίζονται από τα 2 παραπάνω επίπεδα).

(ισοδύναµα) είναι στην ευθεία που είναι κάθετη στον υπόχωρο

span

{(
1

−1

1

)
,

(
1

−2

−1

)}
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Κλιµακωτή µορφή

΄Ενα µητρώο είναι σε κλιµακωτή µορφή γραµµών (row echelon form) αν ισχύουν

τα εξής :

1 οι µηδενικές γραµµές (αν υπάρχουν) παρατίθενται τελευταίες,

2 το πρώτο µη µηδενικό στοιχείο (οδηγός) κάθε (µη µηδενικής γραµµής)

ανήκει σε στήλη που ϐρίσκεται αριστερότερα από οποιοδήποτε άλλο µη

µηδενικό στοιχείο των γραµµών που έπονται,

3 (εποµένως) τα στοιχεία στη στήλη κάτω από τον οδηγό είναι 0.

4 Ελεύθερη αποκαλείται κάθε στήλη που δεν περιέχει οδηγό. Ελεύθερες

ονοµάζονται και οι αντίστοιχες µεταβλητές.

Παράδειγµα : κλιµακωτή µορφή που προέκυψε από ένα µητρώο µεγέθους 6×8.

Οποιοδήποτε µητρώο A ∈ Rm×n
µπορεί να αναχθεί σε κλιµακωτή µορφή γραµµών
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ανήκει σε στήλη που ϐρίσκεται αριστερότερα από οποιοδήποτε άλλο µη

µηδενικό στοιχείο των γραµµών που έπονται,

3 (εποµένως) τα στοιχεία στη στήλη κάτω από τον οδηγό είναι 0.

4 Ελεύθερη αποκαλείται κάθε στήλη που δεν περιέχει οδηγό. Ελεύθερες

ονοµάζονται και οι αντίστοιχες µεταβλητές.

Παράδειγµα : κλιµακωτή µορφή που προέκυψε από ένα µητρώο µεγέθους 6×8.


* ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 * ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 * ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 * ∗
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0



Οποιοδήποτε µητρώο A ∈ Rm×n
µπορεί να αναχθεί σε κλιµακωτή µορφή γραµµών
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Κλιµακωτή µορφή και τάξη µητρώου

Αν U είναι η κλιµακωτή µορφή του A, τότε :

rank(A) = # Ο∆ΗΓΩΝ (A) = # ΜΗ ΜΗ∆ΕΝΙΚΩΝ ΓΡΑΜΜΩΝ (U) = # ΣΤΗΛΩΝ Ο∆ΗΓΩΝ

Προσοχή Για καθε µητρώο, η κλιµακωτή µορφή γραµµών είναι µοναδική ως

προς τη µορφή της (που είναι τα µηδενικά και τα µη µηδενικά). ∆ΕΝ είναι

µοναδική όσον αφορά στις τιµές.

Ισοδύναµα µητρώα Αν A,B ∈ Rm×n
τότε αποκαλούνται ισοδύναµα αν υπάρχουν

αντιστρέψιµα P,Q τέτοια ώστε B = PAQ. Αν το B είναι κλιµακωτό, λέγεται

ισοδύναµη κλιµακωτή µορφή του A.

΄Ενα µητρώο µετασχηµατίζεται σε ισοδύναµη κλιµακωτή µορφή µε στοιχειώδεις

µετασχηµατισµούς (Gauss και εναλλαγής).
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Παράδειγµα I

A =

1 2 1 1

2 4 2 2

3 6 3 4


Τότε οι µετασχηµατισµοί (εύκολοι) οδηγούν σε άνω κλιµακωτή µορφή:1 2 1 1

2 4 2 2

3 6 3 4

→
1 2 1 1

0 0 0 0

0 0 0 1

→
1 2 1 1

0 0 0 1

0 0 0 0


Παρατηρούµε αµέσως ότι :

Τάξη : είναι rank(A) = 2 ( = πλήθος µη µηδενικών γραµµών = πλήθος

οδηγών )
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Παράδειγµα II

Βάση χώρου στηλών : οι στήλες οδηγών του A.

range(A) = span


1

2

3

 ,

1

2

4


Βάση µηδενόχωρου : Ο µηδενόχωρος έχει διάσταση n− r , δηλ. όσο και το

πλήθος των ελεύθερων µεταβλητών. Η ϐάση ϑα προκύψει από την

κλιµακωτή µορφή µετά από λίγη επεξεργασία (στη συνέχεια).

Ζητούµενα Επίλυση του Ax = 0 (πέραν του x = 0): Εντοπίζουµε τις στήλες

οδηγούς και τους αντίστοιχους αγνώστους. Στην περίπτωσή µας είναι οι {ξ1,ξ4}.

Οι ελεύθερες στήλες αντιστοιχούν στους {ξ2,ξ3}. Προκύπτουν r = 2 εξισώσεις

για 4 αγνώστους :

ξ1 + 2ξ2 +ξ3 +ξ4 = 0

ξ4 = 0
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Παράδειγµα III

Επιλέγουµε να λύσουµε για τους αγνώστους των οδηγών στηλών ως προς τις

ελεύθερες µεταβλητές :

ξ1 = −2ξ2−ξ3

ξ4 = 0

Συστηµατικά : Θέτουµε µία ελεύθερη µεταβλητή 1 και τις υπόλοιπες 0. Παρακάτω,

το 1ο διάνυσµα προέκυψε ϑέτοντας ξ2 = 1,ξ3 = 0 και το 2ο λύση ϑέτοντας

ξ2 = 0,ξ3 = 1.

null(A) = span{


−2

1

0

0

 ,


−1

0

1

0

}
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Η πλήρης λύση του Ax = 0 προκύπτει από γραµµικό συνδυασµό των

διανυσµάτων ϐάσης του µηδενόχωρου null(A).

Πλήρης λύση του Ax = 0: γραµµικός συνδυασµός των ειδικών λύσεων

x =


−2ξ2−ξ3

ξ2

ξ3

0

= ξ2


−2

1

0

0

+ξ3


−1

0

1

0



Ορολογία

Τα διανύσµατα ϐάσης του null(A) του λέγονται ειδικές λύσεις.

Το µητρώο των διανυσµάτων ϐάσης του null(A) λέγεται µητρώο

µηδενόχωρου.
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Παραδείγµατα (1): Εύρεση τάξης και πλήρους λύσης του

Ax = 0

Βήµα 1: Αναγωγή σε κλιµακωτή µορφή

A =

1 2

2 4

4 6



⇒ L1 =

 1 0 0

−2 1 0

−4 0 1

 ,L1A =

1 2

0 0

0 −2


P2 =

1 0 0

0 0 1

0 1 0

⇒ P2(L1A) =

1 2

0 −2

0 0


Συµπέρασµα 1: r = rank(A) = 2

Συµπέρασµα 2: dim(null(A)) = n− r = 2−2 = 0.
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Παραδείγµατα (1): Εύρεση τάξης και πλήρους λύσης του

Ax = 0

Βήµα 2: Υπολογισµός πλήρους λύσης : Παρατήρηση : ΄Ηδη έχουµε συµπεράνει
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πέραν της τετριµµένης. ΕΠΙΒΕΒΑΙΩΣΗ : Ax = 0⇔ (P2L1)Ax = 0⇔ Ux = 0

Επίλυση Ux = 0: (
1 2

0 −2

0 0

)(
ξ1

ξ2

)
=

(
0

0

0

)

r = 2 οδηγοί, {ξ1,ξ2}, λύνουµε µε πίσω αντικατάσταση,

ξ2 = 0⇒ ξ1 = 0,

εποµένως η µοναδική λύση του Ax = 0 είναι η τετριµµένη λύση x = 0, εποµένως dim(null(A)) = 0 όπως

ήταν αναµενόµενο.
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Συµπέρασµα 2: dim(null(A)) = n− r = 2−1 = 1.
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Παραδείγµατα (2): Τάξη και πλήρης λύση του Ax = 0

Βήµα 2: Υπολογισµός πληρους λύσης : Ax = 0⇔ L1Ax = 0⇔ Ux = 0

Επίλυση Ux = 0: (
1 2

0 0

0 0

)(
ξ1

ξ2

)
=

(
0

0

0

)

r = 1 οδηγός, {ξ1}, λύνουµε µε πίσω αντικατάσταση,

ξ1 =−2ξ2⇒ x =

(
−2ξ2

ξ2

)

Θέτουµε το ελεύθερο άγνωστο ξ2 = 1, άρα η πλήρης λύση είναι x = ξ2

(
−2

1

)
,

εποµένως

null(A) = span{
(
−2

1

)
}

Προσέξτε ότι dim(null(A)) = 1 όπως ήταν αναµενόµενο.

(CEID ∆ιάλεξη 6 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 20 Μαρτίου 2018 28 / 33



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Παραδείγµατα (2): Τάξη και πλήρης λύση του Ax = 0

Βήµα 1: Αναγωγή σε κλιµακωτή µορφή

A =
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4 6 5
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 ,L1A =

1 2 1

0 −2 1

0 −2 1


⇒ L2 =
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0 −1 1

 ,L2(L1A) =
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
Συµπέρασµα 1: r = rank(A) = 2

Συµπέρασµα 2: dim(null(A)) = n− r = 3−2 = 1.
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Παραδείγµατα (2): Τάξη και πλήρης λύση του Ax = 0
Βήµα 2: Υπολογισµός πληρους λύσης : Ax = 0⇔ L2L1Ax = 0⇔ Ux = 0

Επίλυση Ux = 0: (
1 2 1

0 −2 1

0 0 0

)(
ξ1

ξ2

ξ3

)
=

(
0

0

0

)

r = 2 οδηγοί, {ξ1,ξ2}, λύνουµε µε πίσω αντικατάσταση ,τοποθετώντας τον ελεύθερο άγνωστο ξ3 ως δεξιό

µέλος

ξ1 + 2ξ2 = −ξ3

−2ξ2 = −ξ3

Θέτουµε ξ3 = 1, οπότε x =

(−2

1

2

1

)
, εποµένως

null(A) = span{

(−2

1

2

1

)
}

και η πλήρης λύση του Ax = 0 είναι

x = ξ3

(−2

1

2

1

)
=

(−2ξ3

1

2
ξ3

ξ3

)

Προσέξτε ότι dim(null(A)) = 1 όπως ήταν αναµενόµενο.
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Οι 2 (+2) ϐασικοί διανυσµατικοί υπόχωροι

και οι διαστάσεις τους

∆ίνεται A ∈ Rm×n
. Τότε

1 ο δ.χ. διάνοιγµα των στηλών ονοµάζεται χώρος στηλών του A, συµβ. range(A)
2 ... ισχύει προφανώς dim(range(A))≤m

3 ο δ.χ. διάνοιγµα των γραµµών ονοµάζεται ο χώρος γραµµών του A, range(A>)
4 ... ισχύει προφανώς dim(range(A>))≤ n

ΠΡΟΣΟΧΗ : Η διάσταση r = dim(range(A) ) αποκαλείται ΤΑΞΗ του A και συµβολίζεται επίσης ως

rank(A). Είναι ο µέγιστος αριθµός γραµµικά ανεξάρτητων στηλών.

ΠΡΟΣΟΧΗ : Ο ίδιος αριθµός, r , είναι και ο µέγιστος αριθµός γραµµικά ανεξάρτητων γραµµών του

A.

rank(A) = r = dim(range(A)) = dim(range(A>))

Η τάξη αφορά εξίσου γραµµές και στήλες, αποκαλύπτει τα µεγέθη των 4 υποχώρων και

εντέλει πόση χρήσιµη πληροφορία περιέχει το µητρώο.

Ο Strang αποκαλεί Θεµελιώδες Θεώρηµα της Γραµµικής ΄Αλγεβρας (Ι) το ότι

dim(range(A)) = dim(range(A>)) = r και ότι

dim(null(A)) = n− r και dim(null(A>)) = m− r .
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Τι σηµαίνει εύρεση χώρου ;

Εύρεση υποχώρου : σηµαίνει εύρεση ϐάσης;

Πρόβληµα : Συνήθως ούτε οι ϐάσεις ούτε οι διαστάσεις των υποχώρων ϕαίνονται

απλά παρατηρώντας το A.

Αντιµετώπιση : Προσπαθούµε να µετασχηµατίσουµε το A σε πιο αποκαλυπτικές,

ισοδύναµες µορφές.

1) Κλιµακωτή µορφή γραµµών

* ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 * ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 * ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 * ∗
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


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Προσοχή

(σελ. 172-4 Strang)

Αν το A είναι m×n και m < n τότε η Ax = 0 πάντα διαθέτει µη µηδενική

λύση. Στην περίπτωση αυτή, το Ax = b έχει άπειρες ή καµία λύση.

Οι στήλες οδηγών του A δεν είναι γραµµικοί συνδυασµοί των

προηγούµενων στηλών. Οι ελεύθερες στήλες είναι συνδυασµοί των

προηγούµενων στηλών.

Λέµε ότι ο A έχει πλήρη τάξη γραµµών αν κάθε γραµµή έχει έναν οδηγό,

δηλ. r = m. Τότε το U δεν περιέχει µηδενικές γραµµές.

Λέµε ότι ο A έχει πλήρη τάξη στηλών αν κάθε στήλη έχει έναν οδηγό, δηλ.

r = n. Τότε δεν υπάρχουν ελεύθερες µεταβλητές.

΄Ενα m×n µητρώο είναι αντιστρέψιµο ανν ειναι τετραγωνικό και πλήρους

τάξης, δηλ. r = m = n.

Το σύστηµα Ax = b έχει τουλάχιστον µια λύση ανν

range([A,b]) = range(A). Αν range([A,b]) 6= range(A), το σύστηµα δεν

έχει λύση (ασυνεπές).
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(σελ. 172-4 Strang)
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