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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση I

Υπενθύµιση της 4ης δ.

Επίλυση γραµµικών συστηµάτων : Εισαγωγή.

Γεωµετρική ερµηνεία επίλυσης γραµµικού συστήµατος : ερµηνεία κατά

γραµµές, ερµηνεία κατά στήλες.

∆ιαµέριση µητρώων, υποµητρώα, σύνθετα µητρώα : Συµβολισµοι και

πράξεις.

Ερµηνείες πολλαπλασιασµού µητρώων µε χρήση σύνθετων µητρώων.

Αντίστροφο κατά πλοκάδες (µπλοκ) τριγωνικού µητρώου.

Επίλυση γραµµικού συστήµατος µε απαλοιφή Gauss και πίσω αντικατάσταση

(επίλυση του ισοδύναµου άνω τριγωνικού συστήµατος).
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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση II

Σήµερα ϑα δούµε (όροι 5ης δ.):

Απαλοιφή Gauss και παραγοντοποίηση LU.

Στοιχειώδη µητρώα Gauss για την απαλοιφή και µεθοδολογία επίλυσης

τετραγωνικών συστηµάτων.

Απαλοιφή Gauss: Χρήση εναλλαγών για την αποφυγή µηδενικών οδηγών

και οδήγηση µε µητρώα εναλλαγής και µητρώα µετάθεσης.

∆ιαδικασία απαλοιφής Gauss ως µετασχηµατισµός του [A,b] σε [U, b̂] µε

διαδοχικούς πολλαπλασιασµούς µε ς.µ. Gauss και εναλλαγής.

Παραγοντοποίηση LU και επίλυση συστήµατος γραµµικών εξισώσεων.

Εφαρµογή: α) Υπολογισµός τιµών πολυωνυµικής συνάρτησης και µητρώα

Vandermonde και ϐ) εύρεση πολυωνύµου (συντελεστών της

δυναµοµορφής) µε ϐάση τις τιµές του (παρεµβολή).

Επαυξηµένο µητρώο.

Μέθοδος Gauss-Jordan αντιστροφής µητρώου.

Στοιχεία άλγεβρας (οµάδες, δακτύλιοι, σώµατα)

Εισαγωγή στους διανυσµατικούς χώρους. Παραδείγµατα.

(CEID ∆ιάλεξη 5 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 13 Μαρτίου 2018 3 / 46



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Υπό συζήτηση ενότητες
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Επίλυση µε αναγωγή σε άνω τριγωνική µορφή Ux = b̂

ΕΡΩΤΗΜΑ Πώς πετυχαίνουµε την αναγωγή του A στη µορφή U;

Κάτι σαν

MA = U⇒M(Ax) = Mb⇒ (MA)︸ ︷︷ ︸
U

x = Mb︸︷︷︸
b̂

Θα παρουσιάσουµε µία µέθοδο ϐαθµιαίας µετατροπής του µητρώου A σε άνω

τριγωνικό.

Αρχικοποίηση A
(0) = A

for k = 1, . . . ,n−1 do

Μηδενισµός όλων των τιµών κάτω από την κύρια διαγώνιο στη στήλη k του

τρέχοντος µητρώου A
(k−1)

Αντίστοιχος µετασχηµατισµός του δεξιού διανύσµατος

end for

΄Ο,τι αλλαγές χρειάζονται µπορούν να επιτευχθούν αποκλειστικά µε

πολλαπλασιασµούς από τα αριστερά µε ειδικά στοιχειώδη µητρώα.
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∆ύο ϐασικά στοιχειώδη µητρώα :

(1) Μητρώο Gauss Lk µηδενίζει το διάνυσµα στις ϑέσεις κάτω από τη γραµµή k :

Παράδειγµα ΄Εστω x = [4,3,2,1]>. Τότε

L1 =


1

− 3

4
1

− 2

4
0 1

− 1

4
0 0 1

 ,L2 =


1

0 1

0 − 2

3
1

0 − 1

3
0 1

 ,L3 =


1

0 1

0 0 1

0 0 − 1

2
1

 ,

L1x =


4

0

0

0

 ,L2x =


4

3

0

0

 ,L3x =


4

3

2

0


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∆ύο ϐασικά στοιχειώδη µητρώα :

(2) Μητρώο εναλλαγής Pk,j Εναλλάσσει τις γραµµές k και j του διανύσµατος που

πολλαπλασιάζει (ϑεωρούµε ότι k < j)

Παράδειγµα ΄Εστω x = [1,2,3,4]>. Τότε

P1,2 =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ,P1,3 =


0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

 ,P1,4 =


0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

 ,

P2,3 =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

 ,P2,4 =


1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

 ,P3,4 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0


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P1,2x =


2

1

3

4

 ,P1,3x =


3

2

1

4

 ,P1,4x =
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

P2,3x =


1
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 ,P2,4x =


1

4
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2

 ,P3,4x =


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
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A =

 4 3 2 1

3 4 3 2

2 3 4 3

1 2 3 4

 ,b =

3

2

3

2



⇒ L1 =


1 0 0 0
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5

4

0 0
12

7

10

7

0 0
10

7

20

7

 ⇒ L3 =

 1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 − 5

6
1



L3(L2(L1b)) =

 3

− 1

4
12

7

0

 ,L3(L2(L1A)) =


4 3 2 1

0
7

4

3

2

5

4

0 0
12

7

10

7

0 0 0
5

3



(CEID ∆ιάλεξη 5 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 13 Μαρτίου 2018 9 / 46



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Επίλυση µε απαλοιφή Gauss

Αναγωγή σε άνω τριγωνικό Ax = b⇔ L3L2L1Ax = L3L2L1b⇔ Ux = b̂

 4 3 2 1

3 4 3 2

2 3 4 3

1 2 3 4


ξ1

ξ2

ξ3

ξ4

=

3

2

3

2

⇔


4 3 2 1

0
7

4

3

2

5

4

0 0
12

7

10

7

0 0 0
5

3


ξ1

ξ2

ξ3

ξ4

=

 3

− 1

4
12

7

0


Πίσω αντικατάσταση

Βήµα 1:
5

3
ξ4 = 0⇒ ξ4 = 0,

Βήµα 2:
12

7
ξ3 =

12

7
− 10

7

ξ4︷︸︸︷
0 ⇒ ξ3 = 1,

Βήµα 3:
7

4
ξ2 =− 1

4
− 3

2

ξ3︷︸︸︷
1 − 5

4

ξ4︷︸︸︷
0 ⇒ ξ2 =−1,

Βήµα 4: 4ξ1 = 3−3

ξ2︷︸︸︷
(−1)−2

ξ3︷︸︸︷
1 −1

ξ4︷︸︸︷
0 ⇒ ξ1 = 1.
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Επαλήθευση


4 3 2 1

3 4 3 2

2 3 4 3

1 2 3 4




1

−1

1

0

=


3

2

3

2


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Στοιχειώδες µητρώο Gauss

x =



ξ1

ξ2

.

.

.

ξk

ξk+1

.

.

.

ξn


⇒ Lk =



1 0 · · · 0 · · · · · · · · · 0

0 1 0 · · · 0 · · · · · · 0

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. · · ·
.
.
.

0 · · · 0 1 0 · · · · · · 0

· · · · · · 0 −ξk+1/ξk 1 · · · · · · 0

· · · · · · 0 −ξk+2/ξk 0 1 · · · 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · 0 −ξn/ξk 0 · · · · · · 1


Μητρώο Gauss Lk µηδενίζει το διάνυσµα στις ϑέσεις κάτω από τη γραµµή k :

Παράδειγµα ΄Εστω x = [4,3,2,1]>. Τότε

L1 =


1

− 3

4
1

− 2

4
0 1

− 1

4
0 0 1

 ,L2 =

1

0 1

0 − 2

3
1

0 − 1

3
0 1

 ,L3 =

1

0 1

0 0 1

0 0 − 1

2
1

 ,

L1x =

4

0

0

0

 ,L2x =

4

3

0

0

 ,L3x =

4

3

2

0


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Σχόλια

Πολλαπλασιάζοντας µε στ.µ. Gauss επιτυγχάνουµε σταδιακά την αναγωγή

του A σε άνω τριγωνική µορφή.

΄Οποτε χρειάζεται, αρχίζοντας από το A
(0) = A, ϑα ονοµάζουµε

A
(k),k = 1, ...,n−1 το µητρώο που έχει προκύψει µετά από k ϐήµατα της

διαδικασίας.

Θα ονοµάζουµε τα στοιχείο µε τα οποίο επιχειρούµε το µηδενισµό

οδηγούς (pivots).

Στα παραπάνω, οι οδηγοί είναι τα στοιχεία α
(0)
1,1 ,α

(1)
2,2 , · · · ,α

(n−2,n−2)
n−1,n−1

.

ΕΜΠΟ∆ΙΟ : Αν παρουσιαστεί µηδενικός οδηγός; · Υπάρχουν οι εξής

περιπτώσεις :

Περίπτωση 1: µπορούµε να παρακάµψουµε το πρόβληµα µε κατάλληλη

στρατηγική τροποποίησης

Περίπτωση 2: το µητρώο δεν είναι αντιστρέψιµο και η µέθοδος αστοχεί (δεν

υπάρχει λύση).
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The Big Picture

Ax = b⇒ Ln−1 · · ·L1Ax = Ln−1 · · ·L1b

Ux = b̂

A = (Ln−1 · · ·L1)
−1

U = L
−1

1
· · ·L−1

n−1
U

εποµένως έχουµε την παραγοντοποίηση LU

A = LU,L = L
−1

1
· · ·L−1

n−1

Προσοχή: Να επαληθεύσετε ότι το L περιέχει κάτω από τη διαγώνιο κάθε στήλης

j τα (αρνητικά) στοιχεία της στήλης j του Lj .

Κόστος Η παραγοντοποίηση LU επιτυγχάνεται σε
2

3
n

3 +O(n2) αριθµητικές

πράξεις.

(CEID ∆ιάλεξη 5 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 13 Μαρτίου 2018 14 / 46



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Εµπόδια και διαχείριση µηδενικών οδηγών I

Πολλαπλασιάζοντας µε στ.µ. Gauss επιτυγχάνουµε σταδιακά την αναγωγή

του A σε άνω τριγωνική µορφή.

΄Οποτε χρειάζεται, αρχίζοντας από το A
(0) = A, ϑα ονοµάζουµε

A
(k),k = 1, ...,n−1 το µητρώο που έχει προκύψει µετά από k ϐήµατα της

διαδικασίας.

Σε κάθε ϐήµα, η γραµµή που χρησιµοποιείται για να µηδενίσουµε στοιχεία ονο-

µάζεται γραµµή οδηγός και το στοιχείο που χρησιµοποιείται για την απαλοιφή

καλείται οδηγός.

Στα παραπάνω, οι οδηγοί είναι τα στοιχεία α
(0)
1,1 ,α

(1)
2,2 , · · · ,α

(n−2,n−2)
n−1,n−1

.

ΖΗΤΗΜΑ Τι κάνουµε αν ο ο «υποψήφιος οδηγός» είναι µηδέν ;

Περίπτωση 1: Το πρόβληµα παρακάµπτεται µε εναλλαγή γραµµών

Περίπτωση 2: Το µητρώο δεν είναι αντιστρέψιµο (δεν υπάρχει λύση ή υπάρχουν

άπειρες λύσεις)

(CEID ∆ιάλεξη 5 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 13 Μαρτίου 2018 15 / 46



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Εµπόδια και διαχείριση µηδενικών οδηγών II

Οδήγηση: Απαλοιφή Gauss εφαρµόζοντας κατάλληλα επιλεγµένες εναλλαγές

γραµµών και στηλών (εξισώσεων και αγνώστων).

Πριν το ϐήµα k της διαδικασίας :

Απλή οδήγηση : αν το στοιχείο στη ϑέση (k,k) είναι µη µηδενικό, δεν κάνουµε

τίποτα. Αν είναι 0, ϕέρνουµε µη µηδενικό στοιχείο στη ϑέση του

οδηγού εναλλάσσοντας τη γραµµή k µε µία από τις γραµµές

k + 1 ως n που δεν περιέχει µηδέν στη στήλη k .

Μερική οδήγηση : ΄Οπως και στην απλή οδήγηση, αλλά επιλέγουµε και

εναλλάσσουµε µε τη γραµµή µε το µέγιστο σε µέτρο στοιχείο στις

ϑέσεις k + 1, ...,n στη στήλη k .

Προσοχή: Αν όλα τα στοιχεία στις ϑέσεις (k,k),(k + 1,k), ...,(n,k) είναι 0,

τότε το µητρώο είναι µη αντιστρέψιµο.

Πλήρης οδήγηση : Επιλέγουµε να ϕέρουµε στη ϑέση (k,k) και να

χρησιµοποιήσουµε ως οδηγό το µέγιστο σε µέτρο στοιχείο στις

ϑέσεις (k : n,k : n). Αυτό απαιτεί εναλλαγές γραµµών και στηλών.
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Μητρώα µετάθεσης

Στην επίλυση συστηµάτων, πολλές ϕορές πρέπει να κάνουµε πολλές εναλλα-

γές τις οποίες µπορούµε να εκφράσουµε ως γινόµενο µητρώων εναλλαγής.

Μητρώο µετάθεσης αποκαλείται κάθε µητρώο που έχει προέλθει από µετά-

ϑεση των γραµµών (ή στηλών) του ταυτοτικού µητρώου.

Προσέξτε :

1 Κάθε γινόµενο µητρώων εναλλαγής είναι µητρώο µετάθεσης.

2 Κάθε µητρώο µετάθεσης µπορεί να γραφτεί σαν γινόµενο µητρώων

εναλλαγής (µη µοναδικά).

3 Η µετάθεση χαρακτηρίζεται ως άρτια ή περιττή ανάλογα µε το πλήθος των

παραγόντων στην γραφή του µητρώου µετάθεσης ως γινοµένου µητρώων

εναλλαγής.

4 Η
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Μητρώα µετάθεσης

Στην επίλυση συστηµάτων, πολλές ϕορές πρέπει να κάνουµε πολλές εναλλα-

γές τις οποίες µπορούµε να εκφράσουµε ως γινόµενο µητρώων εναλλαγής.

Μητρώο µετάθεσης αποκαλείται κάθε µητρώο που έχει προέλθει από µετά-

ϑεση των γραµµών (ή στηλών) του ταυτοτικού µητρώου.

Προσέξτε :

1 Κάθε γινόµενο µητρώων εναλλαγής είναι µητρώο µετάθεσης.

2 Κάθε µητρώο µετάθεσης µπορεί να γραφτεί σαν γινόµενο µητρώων

εναλλαγής (µη µοναδικά).

3 Η µετάθεση χαρακτηρίζεται ως άρτια ή περιττή ανάλογα µε το πλήθος των

παραγόντων στην γραφή του µητρώου µετάθεσης ως γινοµένου µητρώων

εναλλαγής.

4 Η
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Μητρώα µετάθεσης

Στην επίλυση συστηµάτων, πολλές ϕορές πρέπει να κάνουµε πολλές εναλλα-

γές τις οποίες µπορούµε να εκφράσουµε ως γινόµενο µητρώων εναλλαγής.

Μητρώο µετάθεσης αποκαλείται κάθε µητρώο που έχει προέλθει από µετά-

ϑεση των γραµµών (ή στηλών) του ταυτοτικού µητρώου.

Προσέξτε :

1 Κάθε γινόµενο µητρώων εναλλαγής είναι µητρώο µετάθεσης.

2 Κάθε µητρώο µετάθεσης µπορεί να γραφτεί σαν γινόµενο µητρώων

εναλλαγής (µη µοναδικά).

3 Η µετάθεση χαρακτηρίζεται ως άρτια ή περιττή ανάλογα µε το πλήθος των

παραγόντων στην γραφή του µητρώου µετάθεσης ως γινοµένου µητρώων

εναλλαγής.

4 Η
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Μητρώα µετάθεσης και αντιστροφή

Παρατήρηση : Το αντίστροφο κάθε µητρώου µετάθεσης είναι και αυτό µητρώο

µετάθεσης.

(P2,j2P1,j1)
−1 = P

−1

1,j1
P
−1

2,j2
= P

>
1,j1P

>
2,j2 = P1,j1P2,j2

P
−1 = P

>
, δηλ. κάθε µητρώο µετάθεσης είναι ορθογώνιο.

Ειδική περίπτωση : Το µητρώο εναλλαγής είναι συµµετρικό και είναι το

αντίστροφό του, δηλ. P = P
>

και P
2 = I.
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Απλή οδήγηση I

Παράδειγµα

A =

 0 3 2 1

3 0 3 2

2 3 0 3

1 2 3 0

 ,b =

 1

−5

5

−1


Προσοχή: Ως έχει, δεν µπορούµε να µηδενίσουµε .... ΜΗΠΩΣ ∆ΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ ΛΥΣΗ ;

Υπάρχει x = (1,2,−1,1)> και είναι µοναδική (αποδεικνύεται)

A =

 0 3 2 1

3 0 3 2

2 3 0 3

1 2 3 0

 ,b =

 1

−5

5

−1

P1,2 =

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ,

P1,2A =

3 0 3 2

0 3 2 1

2 3 0 3

1 2 3 0

 ,P1,2b =

−5

1

5

−1


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Απλή οδήγηση II

Παράδειγµα

P1,2A =

3 0 3 2

0 3 2 1

2 3 0 3

1 2 3 0

 ,P1,2b =

−5

1

5

−1

 ⇒ L1 =

 1 0 0 0

0 1 0 0

− 2

3
0 1 0

− 1

3
0 0 1

 ,

L1P1,2b =

 −5

1

25

3
2

3

 ,L1P1,2A︸ ︷︷ ︸
A
(1)

=

 3 0 3 2

0 3 2 1

0 3 −2
5

3

0 2 2 − 2

3

 ⇒ L2 =

 1 0 0 0

0 1 0 0

0 −1 1 0

0 − 2

3
0 1

 ,

L2(L1(P1,2b)) =

 −5

1

22

3

0

 ,L2(L1(P1,2A))︸ ︷︷ ︸
A
(2)

=

 3 0 3 2

0 3 2 1

0 0 −4
2

3

0 0
2

3
− 4

3

 ⇒ L3 =

 1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0
1

6
1



L3(L2(L1(P1,2b))) =

 −5

1

22

3
11

9

 ,L3(L2(L1(P1,2A)))︸ ︷︷ ︸
A
(3)

=

 3 0 3 2

0 3 2 1

0 0 −4
2

3

0 0 0 − 11

9


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Απλή οδήγηση III

Παράδειγµα

Προσέξτε την παραγοντοποίηση LU:

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


0 3 2 1

3 0 3 2

2 3 0 3

1 2 3 0

 =

1 0 0 0

0 1 0 0

2

3
1 1 0

1

3

2

3
− 1

6
1


3 0 3 2

0 3 2 1

0 0 −4
2

3

0 0 0 − 11

9


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Επίλυση µε απαλοιφή Gauss µε απλή οδήγηση

Αναγωγή σε άνω τριγωνικό Ax = b⇔ L3L2L1P1,2Ax = L3L2L1P1,2b⇔ Ux = b̂

 0 3 2 1

3 0 3 2

2 3 0 3

1 2 3 0


ξ1

ξ2

ξ3

ξ4

=

 1

−5

5

−1

⇔
 3 0 3 2

0 3 2 1

0 0 −4
2

3

0 0 0 − 11

9


ξ1

ξ2

ξ3

ξ4

=

−5

1

22

3
11

9


Πίσω αντικατάσταση

Βήµα 1: − 11

9
ξ4 =

11

9
⇒ ξ4 =−1,

Βήµα 2: −4ξ3 =
22

3
− 2

3

ξ4︷︸︸︷
(−1)⇒ ξ3 =−2,

Βήµα 3: 3ξ2 = 1−2

ξ3︷︸︸︷
(−2)−1

ξ4︷︸︸︷
(−1)⇒ ξ2 = 2,

Βήµα 4: 3ξ1 =−5−0

ξ2︷︸︸︷
2 −3

ξ3︷︸︸︷
(−2)−2

ξ4︷︸︸︷
(−1)⇒ ξ1 = 1.
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Επαλήθευση


0 3 2 1

3 0 3 2

2 3 0 3

1 2 3 0




1

2

−2

−1

=


1

−5

5

−1



Προσοχή:

Μπορεί ένα µητρώο να είναι αντιστρέψιµο ΚΑΙ να έχει 0 στη διαγώνιο !

Μπορεί ένα µητρώο να είναι ιδιόµορφο ΚΑΙ η διαγώνιός του να µην

περιέχει 0!

Μπορεί να χρειαστεί εναλλαγή σε επόµενο ϐήµα !

(CEID ∆ιάλεξη 5 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 13 Μαρτίου 2018 23 / 46



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Επαλήθευση


0 3 2 1

3 0 3 2

2 3 0 3

1 2 3 0




1

2

−2

−1

=


1

−5

5

−1



Προσοχή:

Μπορεί ένα µητρώο να είναι αντιστρέψιµο ΚΑΙ να έχει 0 στη διαγώνιο !

Μπορεί ένα µητρώο να είναι ιδιόµορφο ΚΑΙ η διαγώνιός του να µην

περιέχει 0!

Μπορεί να χρειαστεί εναλλαγή σε επόµενο ϐήµα !
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Επαλήθευση


0 3 2 1

3 0 3 2

2 3 0 3

1 2 3 0




1

2

−2

−1

=


1

−5

5

−1



Προσοχή:

Μπορεί ένα µητρώο να είναι αντιστρέψιµο ΚΑΙ να έχει 0 στη διαγώνιο !

Μπορεί ένα µητρώο να είναι ιδιόµορφο ΚΑΙ η διαγώνιός του να µην

περιέχει 0!

Μπορεί να χρειαστεί εναλλαγή σε επόµενο ϐήµα !
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Παράδειγµα

A =

 0 3 2 1

3 0 3 2

2 3 4 3

1 2 3 0

 ,P1,2A =

 3 0 3 2

0 3 2 1

2 3 4 3

1 2 3 0

 ,L1 =


1 0 0 0

0 1 0 0

− 2

3
0 1 0

− 1

3
0 0 1

 ,

A
(1) = L1P1,2A =


3 0 3 2

0 3 2 1

0 3 1
5

3

0 2 1 − 4

3

 ,L2 =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 −1 1 0

0 − 2

3
0 1

 ,

προσέξτε ότι α
(1)
2,2 6= 0 εποµένως δεν χρειάστηκε εναλλαγή,

A
(2) = L2A

(1) =


3 0 3 2

0 3 2 1

0 0 0
2

3

0 0 − 1

3
−2

 ,

όµως α
(2)
3,3 = 0, εποµένως εναλλαγή

P3,4A
(2) =


3 0 3 2

0 3 2 1

0 0 − 1

3
−2

0 0 0
2

3

 ,

που είναι άνω τριγωνικό.
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∆ιαχωρισµός στοιχειωδών µητρώων : εναλλαγής από Gauss

΄Εστω ότι συµβολίζουµε τις εναλλαγές µε Pj όπου υπονοείται ότι αφορά σε

εναλλαγή της γραµµής j µε γραµµή j (οπότε τετριµµένη εναλλαγή, δηλ. Pj,j = I)

ή µε µία από τις γραµµές j + 1, j + 2, ...,n.

π.χ. αν A ∈ R4×4
, ισχύει (αφού PjPj = I):

L3P3L2P2L1P1A = U

A = (L3P3L2P2L1P1)
−1

U = P1L
−1

1
P2L
−1

2
P3L
−1

3
U

P1A = L
−1

1
P2L
−1

2
P3L
−1

3
U

P3P2P1︸ ︷︷ ︸
P

A = (P3P2L
−1

1
P2P3)︸ ︷︷ ︸

L̂1

(P3L
−1

2
P3)︸ ︷︷ ︸

L̂2

L
−1

3︸︷︷︸
L̂3

U

εποµένως µπορούµε να γράψουµε

PA = L̂1L̂2L̂3︸ ︷︷ ︸
L

U= LU
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Βασικά ϑεωρήµατα παραγοντοποίησης LU

1ο ϑεώρηµα παραγοντοποίησης LU

Εστω αντιστρέψιµο µητρώο A ∈ Rn×n
για το οποίο ισχύει ότι τα n−1

πρωτεύοντα κύρια υποµητρώα A1:k,1:k , k = 1, ...,n−1 του είναι

αντιστρέψιµα, Τότε υπάρχουν κάτω τριγωνικό µητρώο L µε όλα τα διαγώνια

στοιχεία ίσα µε την µονάδα και άνω τριγωνικό µητρώο U τέτοια ώστε

A = LU. Οι παράγοντες L,U είναι µοναδικοί.

2ο ϑεώρηµα παραγοντοποίησης LU (µε οδήγηση)

΄Εστω αντιστρέψιµο µητρώο A ∈ Rn×n
. Τότε υπάρχουν κάτω τριγωνικό

µητρώο L µε µονάδες στη διαγώνιο, άνω τριγωνικό µητρώο U και µητρώο

µετάθεσης P τέτοια ώστε LU = PA.

Προσοχή (Ι): Συνήθως, όταν λέµε ότι ¨εφαρµόζουµε LU σε ένα µητρώο,

εννοούµε παραγοντοποίηση τύπου PA = LU.

Προσοχή (ΙΙ): Μη ύπαρξη παραγοντοποίησης LU µε οδήγηση ισοδυναµεί

µε έλλειψη αντιστρεψιµότητας.
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Βασικές µέθοδοι επίλυσης γραµµικών συστηµάτων

Μέθοδοι παραγοντοποίησης

Απαλοιφή Gauss

[A,b]→ L1P1[A,b]→ L2P2L1P1[A,b] −→ [Ux,Ln−1Pn−1 · · ·L1P1b]

Πίσω αντικατάσταση Ux = b̂

Παραγοντοποίηση LU

A→ L1P1A−→ Ln−1Pn−1 · · ·L1P1A = U

Εµπρός αντικατάσταση : Ly = Pn−1 · · ·P1b, όπου L = L̂1 · · · L̂n−1 όπως σε προηγούµενη

ανάλυση

Πίσω αντικατάσταση Ux = y

Παρατηρήσεις :

Το κυρίαρχο κόστος σε πράξεις είναι
2

3
n

3 +Ο(n2).

Εφόσον υπολογίσουµε την παραγοντοποίηση LU, αυτή µπορεί να επαναχρησιµοποιηθεί για

να λύσουµε για πολλά δεξιά µέλη, π.χ. Ax1 = b1,Ax2 = b2,Ax3 = b3, ...
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Παράδειγµα

Υπολογισµος τιµών γραµµικής συνάρτησης

Ζητούµενο ∆ίνεται η συνάρτηση ψ = 3ξ+2 και ϑέλουµε να υπολογίσουµε τις τιµές του ψ

για πολλές διαφορετικές τιµές του ξ. Θα µπορούσε να είναι η εξίσωση µιας ευθείας και

έστω ότι ϑέλουµε να ϐρούµε τις τεταγµένες ψ1, . . . ,ψm από τις τετµηµένες ξ1, . . . ,ξm

ώστε να οπτικοποιήσουµε την ευθεία συνδέοντας τα σηµεία {(ξj ,ψj)|j = 1, ...,m}.

Ιδέα Ο υπολογισµός µπορεί να γίνει ως εξής : 1) κατασκευάζουµε το διάνυσµα

x = (ξ1,ξ2, ...,ξm)
>

, το µητρώο A = (e,x). 2) και το διάνυσµα p = (2,3)>. 2)

Υπολογίζουµε το γινόµενο y = Ap:
ψ1

ψ2

.

.

.

ψm

 =


1 ξ1

1 ξ2

.

.

.

.

.

.

1 ξm

(2

3

)
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Παράδειγµα

Υπολογισµος τιµών τετραγωνικής συνάρτησης (πολυωνύµου)

Ζητούµενο ∆ίνεται η συνάρτηση ψ = 3ξ2 +ξ−1 και ϑέλουµε να υπολογίσουµε τις τιµές

του ψ για πολλές διαφορετικές τιµές του ξ.

Ιδέα Ο υπολογισµός µπορεί να γίνει ως εξής : 1) κατασκευάζουµε το διάνυσµα

x = (ξ1,ξ2, ...,ξm)
>

, το µητρώο A = (e,x,x� x). 2) και το διάνυσµα p = (−1,1,3)>

όπου όπου x� x δηλώνει το γινόµενο Hadamard. 2) Υπολογίζουµε το γινόµενο y = Ap:
ψ1

ψ2

.

.

.

ψm

 =


1 ξ1 ξ2

1

1 ξ2 ξ2

2

.

.

.

.

.

.

1 ξm ξ2

m


(−1

1

3

)

Προσέξτε : το µητρώο έχει ειδική δοµή και λέγεται µητρώο τύπου Vandermonde.
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Γραµµικά συστήµατα : Πολυωνυµική παρεµβολή

Θέµα ∆ίνονται n Ϲεύγη τιµών T = {(ξi ,βi), i = 1, ...,n} και ϑέλουµε να

υπολογίσουµε ένα πολυώνυµο παρεµβολής p(x), δηλ. ένα πολυώνυµο που

ικανοποιεί τις σχέσεις p(ξ) = βi για i = 1, ...,n.

Ερωτήµατα Υπάρχει ; Είναι µοναδικό ;

∆εδοµένα Αν οι n τιµές είναι ξi είναι διαφορετικές υπάρχει µοναδικό

πολυώνυµο ϐαθµού n−1 που ικανοποιεί τις συνθήκες.

Παράδειγµα : T = {(0,1),(1,4)} τότε p(x) = 3x + 1 (υπολογίζεται και µε το

µάτι !!!) Είναι όµως ένα 2×2 γραµµικό σύστηµα !

Παράδειγµα : ΄Οµως αν T = {(−1,0),(0,1),(1,4)} και αναζητούµε το

p(x) = π2x
2 +π1x +π0, η εύρεση των συντελεστών απαιτεί περισσότερη

δουλειά (3×3 σύστηµα)
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Παράδειγµα εφαρµογής

Εύρεση πολυωνύµου παρεµβολής

Πρόβληµα 1: Αναζητούµε πολυώνυµο p(x) = π0 +π1ξ τ.ώ. p(0) = 1 και p(1) = 4. Πως

διαµορφώνεται ως επίλυση συστήµατος ;

(
1 0

1 1

)(
π0

π1

)
=

(
1

4

)
Πρόβληµα 1: Αναζητούµε πολυώνυµο p(x) = π0 +π1ξ+π2ξ2

τ.ώ. p(−1) = 0 και

p(0) = 1,p(1) = 4. Πως διαµορφώνεται ως επίλυση συστήµατος ;(
1 −1 1

1 0 0

1 1 1

)(
π0

π1

π2

)
=

(
0

1

4

)
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Παράδειγµα εφαρµογής
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Παράδειγµα εφαρµογής
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Παράδειγµα εφαρµογής
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Γενική διατύπωση

Αναζητούµε πολυώνυµο p(x) = π0 + · · ·+πn−1ξn−1
τέτοιο ώστε

p(ξ1) = β1, . . . ,p(ξn) = βn.


1 ξ1 · · · ξ

n−1

1

1 ξ2 · · ·
.
.
.

.

.

.
. . .

1 ξn ξn−1

n




π0

π1

.

.

.

πn−1

=


β1

β1

.

.

.

βn



(CEID ∆ιάλεξη 5 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 13 Μαρτίου 2018 32 / 46



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Γενική διατύπωση

Αναζητούµε πολυώνυµο p(x) = π0 + · · ·+πn−1ξn−1
τέτοιο ώστε

p(ξ1) = β1, . . . ,p(ξn) = βn.


1 ξ1 · · · ξ

n−1

1

1 ξ2 · · ·
.
.
.

.

.

.
. . .

1 ξn ξn−1

n




π0

π1

.

.

.

πn−1

=


β1

β1

.

.

.

βn



(CEID ∆ιάλεξη 5 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 13 Μαρτίου 2018 32 / 46



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Παράδειγµα

Για την επίλυση του

(
1 −1 1

1 0 0

1 1 1

)(
π0

π1

π2

)
=

(
0

1

4

)

Θα εφαρµόσουµε απαλοιφή Gauss επιλέγοντας για οδηγό πάντα το µέγιστο σε απόλυτη τιµή κάθε στήλης :

L1 =

(
1 0 0

−1 1 0

−1 0 1

)
⇒ L1[A,b] =

(
1 −1 1 0

0 1 −1 1

0 2 0 4

)

P2,3L1[A,b] =

(
1 −1 1 0

0 2 0 4

0 1 −1 1

)
⇒ L2 =

(
1 0 0

0 1 0

0 − 1

2
1

)

L2P2,3L1[A,b] =

(
1 −1 1 0

0 2 0 4

0 0 −1 −1

)

Με πίσω αντικατάσταση π2 = 1,π1 = 2,π0 = 1 άρα το πολυώνυµο είναι p(x) = x
2 + 2x + 1 (δεν γράφουµε τους συντελεστές όταν είναι 1).
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Μέθοδος αντιστροφής Gauss-Jordan

(Strang, σελ. 93-94)

Βήµα 1: Επαυξηµένο µητρώο και αναγωγή σε άνω τριγωνική µορφή

(A,e1,e2,e3) =

(
2 −1 0 1 0 0

−1 2 −1 0 1 0

0 −1 2 0 0 1

)

⇒

(
2 −1 0 1 0 0

0 3/2 −1 1/2 1 0

0 −1 2 0 0 1

)
⇒

(
2 −1 0 1 0 0

0 3/2 −1 1/2 1 0

0 0 4/3 1/3 2/3 1

)

Βήµα 2: Στη GJ συνεχίζουµε ως την αναγµένη µορφή: ∆ηµιουργούµε µηδενικά πάνω από τους οδηγούς

προσθέτοντας γραµµές σε αυτές που είναι από επάνω.

(
2 −1 0 1 0 0

0 3/2 0 3/4 3/2 3/4

0 0 4/3 1/3 2/3 1

)
⇒

(
2 0 0 3/2 1 1/2

0 3/2 0 3/4 3/2 3/4

0 0 4/3 1/3 2/3 1

)

Βήµα 3: ∆ιαίρεση κάθε γραµµής µε τον αντίστοιχο οδηγό.

(
1 0 0 3/4 1/2 1/4

0 1 0 1/2 1 1/2

0 0 1 1/4 1/2 3/4

)

Το αντίστροφο του A είναι στις στήλες 4, 5, 6.
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Αντιστροφή µέσω LU

1 Παραγοντοποίηση LU του A, PA = LU.

2 Επίλυση των LY = P
>

.

3 Επίλυση των UX = Y , το αντίστροφο είναι το X .
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Παραγοντοποιήσεις µητρώων

Βασική ιδέα : ∆οθέντος A ∈ Rm×n
, αναζητούµε υπολογίσουµε κατάλληλα µη-

τρώα (παράγοντες) C,D,E , τ.ώ.

A = CDE ή γενικότερα A≈ CDE

Οι παράγοντες επιλέγονται να έχουν ειδικές ιδιότητες σύµφωνα µε κάποιες

προδιαγραφές.

π.χ. να προσφέρονται για οικονοµικότερη διαχείριση από το A.

π.χ. να αποκαλύπτουν σηµαντικές πληροφορίες για το πρόβληµα.

Παρατηρήσεις :

Αποτελούν πολύ σηµαντική κατηγορία τεχνικών επίλυσης πολλών

προβληµάτων της υπολογιστικής γραµµικής άλγεβρας (όχι µόνον γραµµικών

συστηµάτων)!

Χρησιµοποιούνται εκτενώς σε Data Analytics, δείτε π.χ. εδώ.

η παραγοντοποίηση ενίοτε αναφέρεται και ως διάσπαση.

Η µεθοδολογία της παραγοντοποίησης ϑεωρήθηκε µία από τις πιο

σηµαντικές αλγοριθµικές ιδέες του 20ου αιώνα.
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«Αναρίθµητες» και µεγάλες εφαρµογές
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Επιδραστικό (seminal) ϐιβλίο
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Γραµµική ανεξαρτησία διανυσµάτων

Γραµµική ανεξαρτησία διανυσµάτων

΄Ενα σύνολο µη µηδενικών διανυσµάτων U = {u1, ...,us} αποκαλούνται γραµµικά

ανεξάρτητα αν

n

∑
j=1

αjuj = 0⇔ α1 = α2 = · · ·= αs = 0.

Γραµµική εξάρτηση διανυσµάτων

Τα µη µηδενικά διανυσµάτα U = {u1, ...,us} χαρακτηρίζονται γραµµικά

εξαρτηµένα αν υπάρχουν τιµές α1,α2, . . . ,αs που δεν είναι όλες µηδέν έτσι

ώστε ∑
n

j=1
αjuj = 0.

΄Ενα σύνολο διανυσµάτων είτε είναι γραµµικά ανεξάρτητο ή τα διανύσµατα είναι

γραµµικά εξαρτηµένα.

(CEID ∆ιάλεξη 5 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 13 Μαρτίου 2018 40 / 46



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Οµάδα (Group)

Οµάδα είναι ένα σύνολο F µαζί µε µία πράξη + : F×F→ F έτσι ώστε

(Α1) α+(β+ γ) = (α+β)+ γ για κάθε α, β, γ ∈ F.

(Α2) υπάρχει ένα στοιχείο 0 ∈ F τ.ώ. α+ 0 = α για κάθε α ∈ F.

(Α3) για κάθε α ∈ F, υπάρχει ένα στοιχείο (−α) ∈ F τ.ώ.

α+(−α) = 0.

Αν επίσης ισχύει και ότι

(Α4) α+β = β+α για κάθε α, β ∈ F.

τότε είναι Αβελιανή Οµάδα.

Είναι εντυπωσιακο πόσα πολλά µπορούν να ειπωθούν και τί ϑεωρίες ϑεµελιώ-

νονται µε ϐάση µόνον µε αυτές τις ιδιότητες.
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∆ακτύλιος (Ring)

∆ακτύλιος είναι ένα σύνολο D µαζί µε δύο πράξεις +, · έτσι ώστε :

1 το D µαζί την + σχηµατίζει αβελιανή οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο το 0.

2 η πράξη · είναι προσεταιριστική, α · (β · γ) = (α ·β) · γ για κάθε α, β, γ ∈ D.

3 η πράξη · είναι επιµεριστική ως προς την +, δηλ. α · (β+ γ) = α ·β+α · γ για κάθε

α, β, γ ∈ D.

4 υπάρχει ουδέτερο στοιχείο 1 ∈ D τ.ώ. α ·1 = α για κάθε α ∈ D.

5 Αν ισχύει α ·β = β ·α για κάθε α,β ∈ D, ο δακτύλιος καλείται αντιµεταθετικός

δακτύλιος.

Παραδείγµατα Τα σύνολα των ακεραίων, ϱητών, πραγµατικών, µιγαδικών, µε τους

συνήθεις κανόνες πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού.
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Σώµα (Field)

Σώµα είναι ένα σύνολο F εφοδιασµένο µε δύο πράξεις +, · : F×F→ F έτσι

ώστε να ισχύουν τα παρακάτω Αξιώµατα :

(Α1) α+(β+ γ) = (α+β)+ γ για κάθε α, β, γ ∈ F.

(Α2) υπάρχει στοιχείο 0 ∈ F τέτοιο ώστε α+ 0 = α για κάθε α ∈ F.

(Α3) για κάθε α ∈ F, υπάρχει στοιχείο (−α) ∈ F τέτοιο ώστε α+(−α) = 0.

(Α4) α+β = β+α για κάθε α, β ∈ F.

(Μ1) α · (β · γ) = (α ·β) · γ για κάθε α, β, γ ∈ F.

(Μ2) υπάρχει στοιχείο 1 ∈ F τέτοιο ώστε α ·1 = α για κάθε α ∈ F.

(Μ3) για κάθε α ∈ F, α 6= 0, υπάρχει στοιχείο α−1 ∈ F τέτοιο ώστε α ·α−1 = 1.

(Μ4) α ·β = β ·α για κάθε α, β ∈ F.

(∆) α · (β+ γ) = α ·β+α · γ για κάθε α, β, γ ∈ F.

Τα Αξιώµατα (Α1)–(Α3) δηλώνουν ότι το (F,+) είναι οµάδα, ενώ αν ισχύει και το

(Α4), τότε η οµάδα είναι αβελιανή. Τα αξιώµατα (Μ1)–(Μ4) δηλώνουν ότι το

(F\{0}, ·) είναι αβελιανή οµάδα.
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Παραδείγµατα

Τα σύνολα R και C µε τη συνηθισµένη πρόσθεση και πολλαπλασιασµό είναι σώµατα.

Οι ϱητές συναρτήσεις ως προς την απροσδιόριστη µεταβλητή x{
α0 +α1x + · · ·+αpx

p

β0 +β1x + · · ·+βqxq
: αi ,βi ∈ R ; p,q ∈ Z

+

}

όπου Z
+

= {0,1,2, . . .}, είναι σώµα.

Το σύνολο Rm×n
δεν είναι σώµα : η αξιωµατική ιδιότητα (M1) δεν ισχύει εκτός αν m = n. Ακόµα και τότε

δεν είναι σώµα γιατί, γενικά, δεν ισχύει η ιδιότητα (M4) (παρότι ισχύουν τα υπόλοιπα 8 αξιώµατα).

Αν και τα σώµατα που αναφέραµε έχουν άπειρο πλήθος στοιχείων, σε πολλές περιπτώσεις

ενδιαφέρουν και τα «πεπερασµένα σώµατα» (finite fields). Το «εξωτικό» όνοµα µην σας παραπλανά

καθώς έχουν σηµαντικές εφαρµογές, π.χ. στην κρυπτογραφία.

Μία περίπτωση σώµατος µε 2 µόνο στοιχεία είναι το (Σώµα Galois) GF(2) µε στοιχεία {0,1} και τους

κανόνες δυαδικής αριθµητικής για +, ·.
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∆ιανυσµατικός χώρος

Αυτή η ενότητα πηγαίνει στην καρδιά της Γραµµικής ΄Αλγεβρας [Strang]

Ονοµάζεται διανυσµατικός χώρος (ενίοτε και γραµµικός χώρος) επί του σώµατος F ένα

σύνολο διανυσµάτων V µαζί µε δυο πράξεις + : V ×V → V και · : F×V → V τέτοια

ώστε

(V1) το (V ,+) είναι Αβελιανή οµάδα.

(V2) (α ·β) · v = α · (β · v) για κάθε α, β ∈ F και για κάθε v ∈ V .

(V3) (α+β) · v = α · v +β · v για κάθε α, β ∈ F και για κάθε v ∈ V .

(V4) α · (v +w) = α · v +α ·w για κάθε α ∈ F και για κάθε v , w ∈ V .

(V5) 1 · v = v για κάθε v ∈ V (1 ∈ F).

΄Ενας διανυσµατικός χώρος συµβολίζεται µε (V ,F) ή απλά V , εφόσον δεν υπάρχει

ϑέµα σύγχυσης ως προς το υποκείµενο σώµα.

Προσοχή: Με τον αφαιρετικό αυτό ορισµό «απελευθερωνόµαστε» από την αντιστοίχιση

των διανυσµάτων µε n-πλειάδες αριθµών (π.χ. στοιχεία του Rn
). Οποιοδήποτε σύνολο

V και σώµα F που ικανοποιεί τις παραπάνω ιδιότητες αποτελεί διανυσµατικό χώρο,

τα στοιχεία του V διανύσµατα και τα στοιχεία του F ϐαθµωτοί. Προς επίρρωση αυτού,

σηµειώστε ότι οι δ.χ. αποκαλούνται και γραµµικοί χώροι.
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Παραδείγµατα (Strang)

Rn
Ο χώρος όλων των διανυσµάτων (στηλών) µε n πραγµατικές συνιστώσες. Ο Cn

ορίζεται

αντίστοιχα.

M Ο δ.χ. {A|A ∈ Rm×n} όλων των πραγµατικών µητρώων m×n.

F Ο δ.χ. όλων των πραγµατικών συναρτήσεων {f |f : R→ R}.

Z Ο δ.χ. που απαρτίζεται µόνον από το µηδενικό διάνυσµα.

C [α,β] Ο δ.χ. όλων των πραγµατικών συνεχών συναρτήσεων στο διάστηµα [α,β]:
{f |f : [α,β]→ R}.

΄Αλλα παραδείγµατα και συµβολισµοι :

P: Ο δ.χ. των πολυωνύµων.

Pn: Ο δ.χ. των πραγµατικών (ή µιγαδικών) πολυωνύµων ϐαθµού έως n.

`2: Ο δ.χ. των ακολουθιών x = (ξ1,ξ2, . . .) τέτοιων ώστε ∑
∞
j
|ξj |2 < ∞ όπου η άθροιση και ο

πολλαπλασιασµός µε ϐαθµωτό ορίζονται µε τον προφανή τρόπο.

ο δ.χ. όλων των λύσεων u(t) της διαφορικής εξίσωσης
d

2

dt2
u(t)+u(t) = 0.

Ο δ.χ. {U|U ∈ Rn×n} όλων των πραγµατικών άνω τριγωνικών µητρώων.

ο δ.χ. των λύσεων του συστήµατος {x ∈ Rn|Ax = 0} όπου A ∈ Rm×n
.

ο δ.χ. των διανυσµάτων {Ax|A ∈ Rm×n,x ∈ Rn}.

ΠΡΟΣΟΧΗ το σύνολο των διανυσµάτων {x|Ax = b} όπου A ∈ Rm×n,b 6= 0 ∈ Rm
∆ΕΝ ΕΙΝΑΙ δ.χ.
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A. Quarteroni, F. Saleri, and P. Gervasio.

Numerical Methods using MATLAB and Octave.

Springer, 4th edition, 2014.
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