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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση I

Υπενθύµιση της 1ης δ.

ϐαθµωτός, διάνυσµα, µητρώο & συµβολισµοί/γραφή

τα σύνολα Rn
, Rm×n

και τα διανύσµατα n στοιχείων ως σηµεία στον Rn
,

ισότητα και κανόνες αριθµητικής µητρώων : πολλαπλασιασµός µε

ϐαθµωτούς και προσθαφαίρεση µε σύµµορφα µητρώα γA+δB ∈ Cm×n

όπου A,B ∈ Cm×n
, α,β ∈ C.

διαγώνιος µητρώου και διαγώνιο µητρώο

κάτω/άνω τριγωνικό µητρώο

τα διανύσµατα ej , το ταυτοτικό µητρώο I ή In,n, το µηδενικό µητρώο

συµµετρικά µητρώα

νόρµες διανυσµάτων, ‖x‖p (π.χ. νόρµα-2, νόρµα-1, νόρµα-∞)

οι νόρµες είναι (µη αρνητικές) συναρτήσεις ‖ · ‖p : Rn→ R+, δηλ.

‖x‖p ≥ 0 και ‖x‖p = 0⇔ x = 0.

γραµµικός συνδυασµός και διάνοιγµα

πολλαπλασιασµός µητρώου µε διάνυσµα (ορισµός µέσω γραµµικών

συνδυασµών) και κανόνες εφαρµογής του.
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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση II

Σήµερα (όροι 2ης δ.):

πολλαπλασιασµός µητρώων και κανόνες εφαρµογής του (συνχ.)

Μητρώα µετάθεσης και η ειδική περίπτωση της εναλλαγής.

΄Αλλα ειδικά µητρώα : ∆ιαγώνια, τριγωνικά, τριδιαγώνια, Toeplitz. Αραιά

µητρώα.

Κυρτός συνδυασµός διανυσµάτων.
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Υπό συζήτηση ενότητες
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Πολλαπλασιασµός µητρώων (από 1η δ)

Μπορούµε να πολλαπλασιάσουµε µητρώα µεταξύ τους µόνον εφόσον

ικανοποιούνται ορισµένοι απλοί κανόνες που αφορούν στις διαστάσεις τους.

Οι πράξεις που επιτελούνται µπορούν να ερµηνευτούν µε διάφορους τρόπους.

Μητρώο επί διάνυσµα-στήλη : ερµηνεία µε γραµµικό συνδυασµό Το αποτέλεσµα

είναι το διάνυσµα στήλη που σχηµατίζεται από το γραµµικό συνδυασµό των

διανυσµάτων-στηλών που σχηµατιζονται από τις στήλες του µητρώου µε

συντελεστές τα στοιχεία του δεξιού διανύσµατος (πολλαπλασιαστέου).(
1

1

)
= (−1) ·

(
1

3

)
+ 1 ·

(
2

4

)
=

(
1 2

3 4

)
·
(
−1

1

)
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Πολλαπλασιασµός µητρώων (από 1η δ)

Μπορούµε να πολλαπλασιάσουµε µητρώα µεταξύ τους µόνον εφόσον

ικανοποιούνται ορισµένοι απλοί κανόνες που αφορούν στις διαστάσεις τους.

Οι πράξεις που επιτελούνται µπορούν να ερµηνευτούν µε διάφορους τρόπους.

∆ιάνυσµα-γραµµή επί µητρώο : ερµηνεία µε γραµµικό συνδυασµό Το

αποτέλεσµα είναι το διάνυσµα γραµµή που σχηµατίζεται από το γραµµικό

συνδυασµό των διανυσµάτων-γραµµών που σχηµατιζονται από τις γραµµές του

µητρώου µε συντελεστές τα στοιχεία του αριστερού διανύσµατος

(πολλαπλασιαστή).

(
2 2

)
= (−1) ·

(
1 2

)
+ 1 ·

(
3 4

)
=
(
−1 1

)
·
(

1 2

3 4

)
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Παρατηρήσεις I

Είδαµε ότι ο πολλαπλασιασµός εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός π.χ. c = Ax όπου

A =

(
1 2

3 4

)
, x =

(
−1

1

)
.

(
1

1

)
= (−1) ·

(
1

3

)
+ 1 ·

(
2

4

)
=

(
1 2

3 4

)
·
(
−1

1

)
αλλά ϑα µπορούσαµε να γράψουµε και(

1

1

)
= 1 ·

(
2

4

)
+(−1) ·

(
1

3

)
=

(
2 1

4 3

)
·
(

1

−1

)
∆ηλαδή

c = Ax = Âx̂, όπου Â =

(
2 1

4 3

)
, x̂ =

(
1

−1

)
Τα µητρώα A, Â και τα διανύσµατα x, x̂ σχετίζονται µεταξύ τους :

Το Â έχει προέλθει από εναλλαγή των στηλών 1 µε 2 του A.

Το x̂ έχει προέλθει από εναλλαγή των γραµµών 1 µε 2 του x .
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Παρατηρήσεις II

Οι εναλλαγές αυτές µπορούν να κωδικοποιηθούν µέσω ενός µητρώου µετάθεσης και

πολλαπλασιασµούς µε αυτό :

Μητρώο µετάθεσης (η ειδική περίπτωση εδώ καλείται και µητρώο εναλλαγής)

P =

(
0 1

1 0

)
= (e2 e1) =

(
e2>
e>

1

)
Επαληθεύστε ότι :

x̂ = Px και Â = AP

Παρατήρηση : Γράφουµε AP εννοώντας τον πολλαπλασιασµό του µητρώου A µε το µητρώο P. Αυτή τη στιγµή

ϑεωρήστε αυτό ως τις στήλες που προκύπτουν από τον πολλαπλασιασµό του A µε τις στήλες του P = (e1,e2).

∆ηλ. η 1η στήλη του Â είναι το Ae1 και η 2η στήλη του Â είναι το A2. Συνοπτικά Â = (Ae1,Ae2).

Προσοχή: Επαληθεύστε ότι όταν το µητρώο µετάθεσης πολλαπλασιάζει από τα αριστερά (δεξιά), γίνεται

µετάθεση των γραµµών (στηλών).
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Πολλαπλασιασµός µητρώων (από 1η δ)

Πώς πολλαπλασιάζουµε µητρώα µεταξύ τους ; α) ο πολλαπλασιασµός δεν είναι

πάντα έγκυρος. ϐ) ΄Οταν είναι, υπάρχουν πολλές ισοδύναµες ερµηνείες.

(
−1 −3

−2 −4

)(
1 2

3 4

)
1) Το αριστερό µητρώο επί κάθε διάνυσµα-στήλη του δεξιού µητρώο(

−10 −14

−14 −20

)
=

(
−1 −3

−2 −4

)(
1 2

3 4

)
γιατί (

−10

−14

)
=

(
−1 −3

−2 −4

)(
1

3

)
,

(
−14

−20

)
=

(
−1 −3

−2 −4

)(
2

4

)
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Πολλαπλασιασµός µητρώων (από 1η δ)

Πώς πολλαπλασιάζουµε µητρώα µεταξύ τους ; α) ο πολλαπλασιασµός δεν είναι

πάντα έγκυρος. ϐ) ΄Οταν είναι, υπάρχουν πολλές ισοδύναµες ερµηνείες.

(
−1 −3

−2 −4

)(
1 2

3 4

)
2) Κάθε διάνυσµα-γραµµή του αριστερού µητρώου επί το δεξιό µητρώο(

−10 −14

−14 −20

)
=

(
−1 −3

−2 −4

)(
1 2

3 4

)
γιατί

(−10 −14) = (−1 −3)

(
1 2

3 4

)
, (−14 −20) = (−2 −4)

(
1 2

3 4

)
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Σηµαντικές παρατηρήσεις

(
1

1

)
=

(
1 2

3 4

)
·
(
−1

1

)
, (2 2) = (−1 1) ·

(
1 2

3 4

)
Για να είναι έγκυρος ο πολλαπλασιασµός πρέπει να υπάρχουν στοιχεία στις

κατάλληλες ϑέσεις.

Στην 1η περίπτωση το δεξιό διάνυσµα-στήλη πρέπει να έχει όσες γραµµές είναι

οι στήλες του µητρώου.

Στην 2η περίπτωση το αριστερό διάνυσµα-γραµµή πρέπει να έχει όσες στήλες

είναι οι γραµµές του µητρώου.

Πρόταση

Αν το A είναι m× k και το B είναι k̂ × n τότε ο πολλαπλασιασµός AB είναι

έγκυρος αν και µόνον αν k = k̂ , οπότε το αποτέλεσµα ϑα είναι m×n.
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Παρατηρήσεις I

Είδαµε ότι ο πολλαπλασιασµός εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός π.χ. c = Ax όπου

A =

(
1 2

3 4

)
, x =

(
−1

1

)
.

(
1

1

)
= (−1) ·

(
1

3

)
+ 1 ·

(
2

4

)
=

(
1 2

3 4

)
·
(
−1

1

)
αλλά ϑα µπορούσαµε να γράψουµε και(

1

1

)
= 1 ·

(
2

4

)
+(−1) ·

(
1

3

)
=

(
2 1

4 3

)
·
(

1

−1

)
∆ηλαδή

c = Ax = Âx̂, όπου Â =

(
2 1

4 3

)
, x̂ =

(
1

−1

)
Τα µητρώα A, Â και τα διανύσµατα x, x̂ σχετίζονται µεταξύ τους :

Το Â έχει προέλθει από εναλλαγή των στηλών 1 µε 2 του A.

Το x̂ έχει προέλθει από εναλλαγή των γραµµών 1 µε 2 του x .
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Παρατηρήσεις II

Οι εναλλαγές αυτές µπορούν να κωδικοποιηθούν µέσω ενός µητρώου µετάθεσης και

πολλαπλασιασµούς µε αυτό :

Μητρώο µετάθεσης (η ειδική περίπτωση εδώ καλείται και µητρώο εναλλαγής)

P =

(
0 1

1 0

)
= (e2 e1) =

(
e2>
e>

1

)
Επαληθεύστε ότι :

x̂ = Px και Â = AP

Παρατήρηση : Γράφουµε AP εννοώντας τον πολλαπλασιασµό του µητρώου A µε το µητρώο P. Αυτή τη στιγµή

ϑεωρήστε αυτό ως τις στήλες που προκύπτουν από τον πολλαπλασιασµό του A µε τις στήλες του P = (e1,e2).

∆ηλ. η 1η στήλη του Â είναι το Ae1 και η 2η στήλη του Â είναι το A2. Συνοπτικά Â = (Ae1,Ae2).

Προσοχή: Επαληθεύστε ότι όταν το µητρώο µετάθεσης πολλαπλασιάζει από τα αριστερά (δεξιά), γίνεται

µετάθεση των γραµµών (στηλών).
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Πολλαπλασιασµός µητρώων

Πώς πολλαπλασιάζουµε µητρώα µεταξύ τους ; α) ο πολλαπλασιασµός δεν είναι

πάντα έγκυρος. ϐ) ΄Οταν είναι, υπάρχουν πολλές ισοδύναµες ερµηνείες.

(
−1 −3

−2 −4

)(
1 2

3 4

)
1) Το αριστερό µητρώο επί κάθε διάνυσµα-στήλη του δεξιού µητρώο(

−10 −14

−14 −20

)
=

(
−1 −3

−2 −4

)(
1 2

3 4

)
γιατί (

−10

−14

)
=

(
−1 −3

−2 −4

)(
1

3

)
,

(
−14

−20

)
=

(
−1 −3

−2 −4

)(
2

4

)
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Πολλαπλασιασµός µητρώων

Πώς πολλαπλασιάζουµε µητρώα µεταξύ τους ; α) ο πολλαπλασιασµός δεν είναι

πάντα έγκυρος. ϐ) ΄Οταν είναι, υπάρχουν πολλές ισοδύναµες ερµηνείες.

(
−1 −3

−2 −4

)(
1 2

3 4

)
2) Κάθε διάνυσµα-γραµµή του αριστερού µητρώου επί το δεξιό µητρώο(

−10 −14

−14 −20

)
=

(
−1 −3

−2 −4

)(
1 2

3 4

)
γιατί

(−10 −14) = (−1 −3)

(
1 2

3 4

)
, (−14 −20) = (−2 −4)

(
1 2

3 4

)
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Πολλαπλασιασµός µητρώων

(
−10 −14

−14 −20

)
=

(
−1 −3

−2 −4

)(
1 2

3 4

)
Ονοµάζουµε τα παραπάνω µητρώα A,B και το γινόµενο C οπότε γράφουµε

C = AB.

Μπορούµε να υπολογίσουµε το BA;

1 Το πλήθος στηλών του B είναι όσες οι γραµµές του A άρα ο

πολλαπλασιασµός είναι έγκυρος.

2 Με τι ισούται ; Χρησιµοποιώντας οποιαδήποτε από τις παραπάνω µεθόδους :(
−5 −11

−11 −25

)
=

(
1 2

3 4

)(
−1 −3

−2 −4

)

ΠΡΟΣΟΧΗ: Γενικά AB 6= BA. ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ Η ΑΝΤΙΜΕΤΑΘΕΤΙΚΗ Ι∆ΙΟΤΗΤΑ !
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Αλυσίδα πολλαπλασιασµών - Προσεταιριστική ιδιότητα ΟΚ

∆ίδονται µητρώα A,B,C, τέτοια ώστε το A,B να µπορούν να πολλαπλασιαστούν

και το ίδιο το C µε το AB, τότε

(A ·B) ·C = A · (B ·C)

και µε αντίστοιχους όρους ϑα µπορούσαµε να πολλαπλασιάσουµε

F = (((A ·B) ·C) ·D) · E

µε όποια σειρά ϑέλουµε όσον αφορά στις παρενθέσεις. Για παράδειγµα

F = A · (B · (C · (D · E)))

΄Οµως απαγορεύεται να αλλάξουµε τη σειρά των µητρώων στο γινόµενο ! π.χ.

(((A ·B) ·C) ·D) · E 6= (((B ·A) ·C) ·D) · E

(CEID ∆ιάλεξη 2 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 20 Φεβρουαρίου 2018 15 / 24



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Ιδιαιτερότητες

Θυµηθείτε Αν α 6= 0 και β 6= 0 τότε αβ 6= 0.

(
1 −1

2 −2

)(
1 −3

1 −3

)
=

(
0 0

0 0

)
ΠΡΟΣΕΞΤΕ µπορεί να ισχύει ότι AB = 0 ενώ A 6= 0 και B 6= 0.

... και επιβεβαιώνοντας την έλλειψη αντιµεταθετικότητας :(
1 −3

1 −3

)(
1 −1

2 −2

)
=

(
−5 5

−5 5

)
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Ιδιαιτερότητες
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Ιδιαιτερότητες

Αν α 6= 0 και αβ = αγ τότε β = γ.

(
1 −1

2 −2

)(
1 0

0 −3

)
=

(
1 −1

2 −2

)(
0 3

−1 0

)
ΠΡΟΣΕΞΤΕ µπορεί να ισχύει ότι AB = AC ενώ B 6= C.
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Ιδιαιτερότητες
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Μερικά είδη µητρώων

Πολλές ϕορές χαρακτηρίζουµε τα µητρώα µε ϐάση το πρότυπο (pattern) που

σχηµατίζουν τα µη µηδενικά τους στοιχεία (¨µη µηδενική δοµή¨).

µητρώο Toeplitz

T =

1 4 −1 3

2 1 4 −1

0 2 1 4

0 0 2 1


Αραιό µητρώο : µητρώο µε

O(1) µη µηδενικά ανά

γραµµή ή στήλη.
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΄Ασκηση

∆ίνονται

A =

(
1 2 3

3 −2 −1

)
,B =

(
1 1

0 1

)
Να δείξετε αν µπορούν να υπολογιστούν τα παρακάτω και αν ναι να τα

υπολογίσετε :

AA,AA
>,A>A,AB,BA,B2,AA

>−B,AA
>

AA
>
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∆υνάµεις µητρώου

Για κάθε τετραγωνικό µητρώο A και ϑετικό ακέραιο k η k-οστή δύναµη του A

είναι το µητρώο που προκύπτει από τον πολλαπλασιασµό του A µε τον εαυτό

του, k ϕορές.

A
k = A ·A · · ·A.

Επιπλέον A0 = I.
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Πολλαπλασιασµός µητρώων

Προσέξτε τις γραµµικές συναρτήσεις ως προς τις µεταβλητές (x,y)

3x + 2y

−x + y

10x− y

και ότι επιτελούµε αλλαγή µεταβλητών (x,y)→ (x̂, ŷ)

x = α11x̂ +α12ŷ

y = α21x̂ +α22ŷ

και αντικαθιστώντας οι εξισώσεις είναι

3(α11x̂ +α12ŷ)+ 2(α21x̂ +α22ŷ)

−(α11x̂ +α12ŷ)+(α21x̂ +α22ŷ)

10(α11x̂ +α12ŷ)− (α21x̂ +α22ŷ)

άρα

(3α11 + 2α21)x̂ +(3α12 + 2α22)ŷ

(−α11 +α21)x̂ +(−α12 +α22)ŷ

(10α11−α21)x̂ +(10α12−α22)ŷ
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Μητρώα συντελεστών I

Προσέξτε τις γραµµικές συναρτήσεις ως προς τις µεταβλητές (x,y)

3x + 2y

−x + y

10x− y

−→

(
3 2

−1 1

10 −1

)

και ότι επιτελούµε αλλαγή µεταβλητών (x,y)→ (x̂, ŷ)

x = α11x̂ +α12ŷ

y = α21x̂ +α22ŷ
−→

(
α11 α12

α21 α22

)
άρα

(3α11 + 2α21)x̂ +(3α12 + 2α22)ŷ
(−α11 +α21)x̂ +(−α12 +α22)ŷ
(10α11−α21)x̂ +(10α12−α22)ŷ

−→

(
3α11 + 2α21 3α12 + 2α22

−α11 +α21 −α12 +α22

10α11−α21 10α12−α22

)

(
3α11 + 2α21 3α12 + 2α22

−α11 +α21 −α12 +α22

10α11−α21 10α12−α22

)
=

(
3 2

−1 1

10 −1

)(
α11 α12

α21 α22

)
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Κυρτός συνδυασµός διανυσµάτων I

Πρόκειται για µία εξειδίκευση της έννοιας του γραµµικού συνδυασµού. ∆οθέντος

ενός συνόλου διανυσµάτων V = {v1,v2, ...,v2} ο γραµµικός συνδυασµός

w = α1v1 + · · ·+αsvs

χαρακτηρίζεται ως κυρτός γραµµικός συνδυασµός (convex linear combination)

όταν

Για κάθε i = 1, ..., s, ισχύει ότι 0≤ αi ≤ 1 και

s

∑
i=1

αi = 1.

Σηµ.: Η κυρτότητα είναι σηµαντική ιδιότητα που αφορά σε πολλές εφαρµογές.

Παρατηρήστε επίσης ότι µε τους περιορισµούς που τέθηκαν για τα αi , οι τιµές

αυτές µπορεί να ϑεωρηθούν πιθανότητες.

Παράδειγµα : Στην επόµενη διαφάνεια, δείτε ότι τα σηµεία που προέρχονται από

κυρτούς συνδυασµούς των σηµείων (διανυσµάτων) A και B ϐρίσκονται επί της

ευθείας που τα συνδέει !
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Κυρτός συνδυασµός διανυσµάτων II
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