
©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ

Ε. Γαλλόπουλος & Ε. Στεφανόπουλος

CEID

∆ιάλεξη 3

27 Φεβρουαρίου 2017

(CEID ∆ιάλεξη 3 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 27 Φεβρουαρίου 2017 1 / 105



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση I

Υπενθύµιση της 2ης δ.

Πολλαπλασιασµός µητρώων και κανόνες εφαρµογής του (συνχ.)

Μητρώα µετάθεσης και η ειδική περίπτωση της εναλλαγής.

∆υνάµεις µητρώων.

΄Αλλα ειδικά µητρώα : ∆ιαγώνια, τριγωνικά, τριδιαγώνια, Toeplitz. Αραιά

µητρώα.

Κυρτός συνδυασµός διανυσµάτων.
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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση II

Σήµερα (όροι 3ης δ.):

Εσωτερικό γινόµενο : Καθετότητα, γωνία µεταξύ διανυσµάτων, ιδιότητες.

Σχέσεις : Ανισότητα CBS, τριγωνική ανισότητα, κανόνας

παραλληλογράµµου, ταυτότητα Πυθαγόρα.

Πολλαπλασιασµός µητρώων µέσω εσωτερικών γινοµένων.

Συµβολισµός επλογής υποµητρώων από µητρώο.

Κόστος ϐασικών πράξεων : Εσωτερικό γινόµενο, πολλ. µητρώου µε

διάνυσµα και µητρώου µε µητρώο.

∆υνάµεις και πολυώνυµα µητρώου. Αντίστροφο µητρώου.

Ανάκτηση πληροφορίας από µητρώο.

Μητρώα και γραφήµατα

Μέτρηση διαδροµών µε δυνάµεις και δυναµοσειρές µητρώων.

Αντίτροφο µητρώου.

Περιπτώσεις εύκολης αντιστροφής ή διάγνωσης µη αντιστρεψιµότητας.

Ορθογώνια µητρώα.
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Υπό συζήτηση ενότητες
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Ορολογία

Πραγµατικό διάνυσµα = ∆ιάνυσµα µε στοιχεία που λαµβάνουν πραγµατικές

τιµές

Μιγαδικό διάνυσµα = ∆ιάνυσµα µε στοιχεία που λαµβάνουν µιγαδικές τιµές

Ο πραγµατικός ευκλείδειος χώρος, Rn
, αποτελείται από το σύνολο των

n-άδων (n-tuples) πραγµατικών αριθµών, (το σύµβολο “ :′′ σηµατοδοτεί

ορισµό του αριστερού µέλους µε το δεξιό):

Rn := R×R×·· ·×R = {(α1,α2, . . . ,αn)|α1 ∈ R, . . . ,αn ∈ R}

Ορίζουµε επίσης το

Cn := C×C×·· ·×C = {(α1,α2, . . . ,αn)|α1 ∈ C, . . . ,αn ∈ C}

Στη συνέχεια ϑεωρούµε ότι όλα τα διανύσµατα στα οποία αναφερόµαστε είναι

σύµµορφα άρα µπορούν να συνδυαστούν γραµµικά.
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Εσωτερικό γινόµενο : µικρή υπενθύµιση από τη Φυσική

Στον Ευκλείδειο χώρο 2 διαστάσεων : Αν

a =

(
α1

α2

)
,b =

(
β1

β2

)
Αν a,b ∈ R2

τότε

〈a,b〉= α1β1 + α2β2

Ορολογία : Από διανύσµατα παράγεται ϐαθµωτός. Το εσωτερικό γινόµενο λέγεται

επίσης ϐαθµωτό γινόµενο ή στικτό γινόµενο. (που είναι µεταφράσεις των inner, scalar,

dot product αντίστοιχα.)
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Εσωτερικό γινόµενο, µήκος, µοναδιαίο διάνυσµα

Εσωτερικό (ή ϐαθµωτό) γινόµενο

Ορίζεται ως οποιαδήποτε ϐαθµωτή συνάρτηση 〈 , 〉 (δηλ. το αποτέλεσµα είναι

ϐαθµωτός) ενός διατεταγµένου Ϲεύγους διανυσµάτων (a,b) ικανοποιεί τις εξής

ιδιότητες :

〈a,b〉 = 〈b,a〉
〈ξ1a1 + ξ2a2,b〉 = ξ1〈a1,b〉+ ξ2〈a2,b〉

〈a,a〉 ≥ 0 και 〈a,a〉= 0⇔ a = 0

Μήκος πραγµατικού διανύσµατος

Το µήκος διανύσµατος a (επίσης, ‘ευκλείδεια νόρµα’ ή ‘νόρµα-2’) ορίζεται ως
αʹ

.

‖a‖ :=
√
〈a,a〉

αʹ
Προσέξτε : από αυτά που είδαµε για το εσωτερικό γινόµενο, το όρισµα ϑα είναι

πραγµατικός µη αρνητικός αριθµός. Επίσης εδώ εννοείται η ϑετική τετραγωνική ϱίζα.
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Εσωτερικό γινόµενο στον Ευκλείδειο χώρο

Αν V = Rn
τότε τα διανύσµατα είναι της µορφής

a =


α1

α2

.

.

.

αn

 ,b =


β1

β2

.

.

.

βn


και ορίζουµε το εσωτερικό γινόµενο ως το ϐαθµωτό

〈a,b〉= α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn

Στο λογισµό µητρώων : Γράφουµε a
>

b όπου τα a,b είναι διανύσµατα (στήλες).

΄Ασκηση : Να επαληθεύσετε ότι ο παραπάνω τύπος ικανοποιεί τις ιδιότητες του

εσωτερικού γινοµένου (στο V = R3
).
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Πόσο κοστίζει το εσωτερικό γινόµενο ;

Θα µετρήσουµε το κόστος ως προς τις εκτελούµενες ϐασικές αριθµητικές

πράξεις.

Για τον υπολογισµό χρειάζονται το πολύ n πολλαπλασιασµοί και n−1

προσθέσεις, δηλ. σύνολο 2n−1 αριθµητικές πράξεις (συντοµεύουµε και

ως 2n.)

Το κόστος είναι γραµµικό (δηλ. αν διπλασιάσουµε το n, διπλασιάζονται και

οι πράξεις, κ.ο.κ.)

(CEID ∆ιάλεξη 3 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 27 Φεβρουαρίου 2018 9 / 105



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Μαθηµατικές παρατηρήσεις

΄Εστω ότι υπάρχει κάποιος ‘χώρος’
1 V από τον οποίο αντλούµε διανύσµατα.

Επίσης συµβολίζουµε µε R+ τους πραγµατικούς µη αρνητικούς αριθµούς.

΄Οταν τα διανύσµατα είναι πραγµατικά, προσέξτε ότι ισχύουν οι παρακάτω

ιδιότητες για τη συνάρτηση 〈·, ·〉 : V ×V → R:

συµµετρία

γραµµικότητα ως προς κάθε µεταβλητή (διγραµµικότητα)

αυστηρή ϑετικότητα του 〈a,a〉 για κάθε µη µηδενικό a.

Πιο γενικά, η νόρµα (‖ · ‖) µπορεί να ϑεωρηθεί ως συνάρτηση

‖ · ‖ : V → R+ για την οποία ισχύει ότι ‖x‖ ≥ 0 για κάθε x στο χώρο και ότι

‖x‖= 0⇔ x = 0.

Μία γενική νόρµα διανυσµάτων είναι η νόρµα-p (συνήθως λέγεται νόρµα

`p)

‖x‖p = (|ξ1|p + · · ·+ |ξn|p)
1

p

Μία συνάρτηση χαρακτηρίζεται ως ηµινόρµα (seminorm) αν ισχύουν οι

ιδιότητες της νόρµας εκτός από την αυστηρή ϑετικότητα, δηλ. υπάρχει

x 6= 0 ∈ V τ.ώ. ‖x‖= 0.

1
Σύντοµα ϑα δούµε τι χώρος είναι αυτός (γραµµικός διανυσµατικός χώρος)
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Προσοχή στο σώµα ορισµού και στο είδος της νόρµας!

Ποιό είναι το µήκος του x = [4,−1,
√

8];

‖x‖=
√
〈x,x〉> =

√
42 + 1 + 8 = 5

΄Οµως υπάρχουν και άλλες νόρµες : ‖x‖1 = |4|+ |−1|+ |
√

8|,
‖x‖∞ = max{|4|, |−1|, |

√
8|}= 4.

Γενικότερα ‖x‖p = (|ξ1|p + · · ·+ |ξn|p)1/p
για ϑετικό ακέραιο p

‖x‖0 = (# µη µηδενικών στοιχείων του x)

Η περίπτωση των µιγαδικών διανυσµάτων : Ποια είναι η Ευκλείδεια νόρµα του x = [1, ι];

Είναι

√
1 + ι2;

ΟΧΙ γιατί τότε ϑα είχε µηδενική νόρµα-2 !!! (αντιβαίνει στον κανόνα ότι το µόνο το

µηδενικό διάνυσµα έχει µηδέν νόρµα).

Για να αποφευχθεί αυτό το πρόβληµα, ο ορισµός του εσωτερικού γινοµένου στον

ευκλείδειο µιγαδικό χώρο είναι λίγο διαφορετικός.

Βλ. σελ. 614-615 του ϐιβλίου.
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Στον µιγαδικό ευκλείδειο χώρο Cn

Ο χώρος που αποτελείται από το σύνολο των σηµείων (n-tuples) του

Καρτεσιανού γινοµένου

Cn := C×C×·· ·×C = {(α1,α2, . . . ,αn)|α1 ∈ C, . . . ,αn ∈ C}

Τότε

〈a,b〉 :=
n

∑
j=1

αjβj

Προσέξτε ότι η παραπάνω τροποποίηση είναι απαραίτητη, ειδάλλως µπορεί να ισχύει ότι

〈a,a〉< 0, κάτι που δεν ϑέλουµε. Για παράδειγµα, αν χρησιµοποιούσαµε τον ορισµό για

τα πραγµατικά διανύσµατα για το διάνυσµα a = [ι,0], τότε ϑα είχαµε για µήκος τη

τετραγωνική ϱίζα του ι · ι + 0 =−1.

Με τον τροποποιηµένο ορισµό, 〈a,a〉= (−ι)ι + 0 = 1 εποµένως δεν υπάρχει

πρόβληµα (προκύπτει ότι ‖a‖= 1.)
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Εσωτερικό γινόµενο (υπενθ.)

Ιδιότητες

Συµµετρία 〈a,b〉= 〈b,a〉
∆ιγραµµικότητα 〈ξ1a1 +ξ2a2,b〉= ξ1〈a1,b〉+ξ2〈a2,b〉

Θετικότητα 〈a,a〉 ≥ 0 και ισότητα µε 0 αν και µόνον αν a = 0.

Εσωτερικό γινόµενο στον Ευκλείδειο χώρο

Για πραγµατικά διανύσµατα (δηλ. διανύσµατα µε πραγµατικά στοιχεία)

〈a,b〉 :=
n

∑
j=1

αjβj , και ‖a‖2 =

(
n

∑
j=1

α
2

j

)
1/2

Για µιγαδικά διανύσµατα (δείτε και παρακάτω)

〈a,b〉 :=
n

∑
j=1

αjβj , και ‖a‖2 =

(
n

∑
j=1

|αj |2
)

1/2

Σηµ.: Η ορισθείσα νόρµα διανύσµατος αποκαλείται Ευκλείδεια νόρµα ή 2-νόρµα. Αν είναι προφανές ότι

εννοείται αυτή, µπορεί να παραλείπεται ο υποδείκτης και γράφουµε απλά ‖a‖.
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Μοναδιαίο διάνυσµα

Μοναδιαίο αποκαλείται κάθε διάνυσµα µήκους 1. Οποιοδήποτε µη µηδενικό

διάνυσµα µπορεί να «κανονικοποιηθεί» ώστε να παραχθεί ένα «συγγραµµικό»

διάνυσµα µήκους 1:

â =
1

‖a‖
a

Παράδειγµα : Αν a = [3,4]> τότε

â =
1

‖a‖
a =

1√
25

a =
1

5

(
3

4

)
=

(
3

5
4

5

)
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Γενικά σχύει ότι

〈a,ξ1b + ξ2c〉= ξ̄1〈a,b〉+ ξ̄2〈a,c〉

Απόδειξη : ∆ΕΙΞΤΕ ΤΟ

Πόρισµα 2:

Αν τα διανύσµατα και οι ϐαθµωτοί δεν περιέχουν µιγαδικές τιµές τότε

〈a,ξ1c + ξ2c〉= ξ1〈a,b〉+ ξ2〈a,c〉

Απόδειξη : Τετριµµένη
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Καθετότητα / ορθογωνιότητα και Γωνίες

Ορθογωνιότητα διανυσµάτων

΄Εστω δύο διανύσµατα a,b και ότι 〈a,b〉= 0. Τότε λέγεται ότι είναι κάθετα ή

ορθογώνια (µεταξύ τους).

Γωνία µεταξύ διανυσµάτων

Η γωνία, έστω φ, µεταξύ των διανυσµάτων a και b ορίζεται ως η τιµή που

ικανοποιεί

φ := arccos

(
1

‖a‖2‖b‖2

〈a,b〉
)
.

Συχνά χρησιµοποιούµε απευθείας το συνηµίτονο cosφ = 1

‖a‖2‖b‖2

〈a,b〉

Ευκλείδεια απόσταση µεταξύ διανυσµάτων και µήκος διανύσµατος

Η Ευκλείδεια απόσταση µεταξύ των ,b ορίζεται ως ‖a−b‖2 και το µήκος

διανύσµατος είναι η απόστασή του από το 0, δηλ. ‖a‖2.
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Παρατηρήσεις

(Θεωρούµε ότι χρησιµοποιούµε την νόρµα ‖ · ‖2)

∆ίδονται σύµµορφα διανύσµατα a,b,

‖a + b‖2 = 〈a + b,a + b〉= 〈a,a + b〉+ 〈b,a + b〉
= (〈a,a〉+ 〈a,b〉) + (〈b,a〉+ 〈b,b〉)
= ‖a‖2 +‖b‖2 + 〈a,b〉+ 〈b,a〉
= ‖a‖2 +‖b‖2 + 2ℜ〈a,b〉

‖a−b‖2 = 〈a−b,a−b〉= 〈a,a−b〉−〈b,a−b〉
= ‖a‖2 +‖b‖2−〈a,b〉−〈b,a〉
= ‖a‖2 +‖b‖2−2ℜ〈a,b〉

Αν τα a,b είναι κάθετα µεταξύ τους, 〈a,b〉= 0 εποµένως

‖a−b‖2 = ‖a + b‖2 = ‖a‖2 +‖b‖2
Πυθαγόρειο ϑεώρηµα !
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Σηµαντικές ισότητες και ανισότητες

Θεωρούµε ότι χρησιµοποιούµε τη νόρµα-2

Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz (CBS)

|〈x,y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ µε ισότητα ανν x = αy ή ένα από τα x,y µηδενικό.

Τριγωνική ανισότητα

‖x + y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖

Κανόνας παραλληλογράµου

‖x + y‖2 +‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 +‖y‖2)

Πυθαγόρεια ταυτότητα

Αν x ⊥ y τότε ‖x± y‖2 = ‖x‖2 +‖y‖2

Σηµ.: Ορισµένα από τα παραπάνω γενικεύονται και σε άλλες νόρµες (για τις

οποίες δεν µιλήσαµε ακόµα !)
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Πολλαπλασιασµός µητρώων

(ϑεώρηση µέσω εσωτερικών γινοµένων)

Ο πολλαπλασιασµός του m× k µητρώου A µε το k×n µητρώο B γράφεται ως

C = AB

Το γινόµενο C είναι m×n και νοείται µόνον όταν το πλήθος στηλών του A είναι

ίσο µε το πλήθος γραµµών του B.

Μέσω εσωτερικών γινοµένων

Το στοιχείο στη ϑέση (i, j) του C είναι ίσο µε το εσωτερικό γινόµενο της γραµµής

i του A µε τη στήλη j του B.
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Πολλαπλασιασµός µητρώων : Θεώρηση µέσω εσωτερικών

γινοµένων


γ1,1 γ1,2 · · · γ1,n

γ2,1 γ2,2 · · · γ2,n

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

γm,1 γm,2 · · · γm,n

=


α1,1 α1,2 · · · α1,k
α2,1 α2,2 · · · α2,k

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

αm,1 αm,2 · · · αm,k




β1,1 β1,2 · · · β1,n
β2,1 β2,2 · · · β2,n

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

βk,1 βk,2 · · · βk,n



Γενικός τύπος

γi,j = αi,1β1,j +αi,2β2,j + · · ·+αi,k βk,j

=
k

∑
s=1

αi,sβs,j , για i = 1, ...,m και j = 1, ...,n.
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Σχόλια

Συµπεραίνουµε (είδαµε στην τάξη) ότι το εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων

µεγέθους k στοιχίζει 2k−1 αριθµ. πράξεις και κατά συνέπεια ο πολλαπλασιασµός

των παραπάνω µητρώων κοστίζει mn(2k−1) αριθµ. πράξεις.

Αν οι διαστάσεις είναι ίδιες, το κόστος είναι ανάλογο του n
3

(κυβικό). ∆ηλ. ο

πολλαπλασιασµός δύο µητρώων µεγέθους 100×100 στοιχίζει 100
3 = 10

6

αριθµητικές πράξεις ! Η µείωση του κόστους σε πράξεις του πολλαπλασιασµού

µητρώων είναι ένας σηµαντικός στόχος των ερευνητών σήµερα. Για παράδειγµα,

έχει αποδειχθεί ότι µε ειδικές µεθόδους, µπορούµε να υπολογίσουµε το γινόµενο

µε πλήθος πράξεων της τάξης του γn
log2 7

για κάποια σταθερά γ, που για µεγάλο n

είναι µικρότερο του 2n
3

.

Είδαµε διάφορους τρόπους µε τους οποίους ορίσαµε τον πολλαπλασιασµό

µητρώων. Πριν λίγο µε εσωτερικά γινόµενα και στην προηγούµενη διάλεξη ως

συλλογή πολλαπλασιασµών µητρώου µε διανύσµατα (π.χ. τις στήλες του

πολλαπλασιασζόµενου µητρώου).

Οι τρόποι είναι ισοδύναµοι µαθηµατικά ισοδύναµοι αλλά όπως ϑα δούµε στη

διάρκεια του εξαµήνου και σε άλλα µαθήµατα, η ισοδυναµία αυτή δεν εξασφαλίζει

ίδιο κόστος και ακρίβεια όταν υλοποιούνται ως προγράµµατα (και εκεί χρειάζεται

να παρέµβουµε για να επιλέξουµε τον ¨καλύτερο τρόπο¨).
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Ιδιότητες

Για σύµµορφα A,B,C, ισχύει προσεταιριστική ιδιότητα ως προς τον

πολλαπλασιασµό µητρώων :

A(BC) = (AB)C

Ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα:

A(B + C) = AB + AC

Προσοχή (µία ακόµα ϕορά): Γενικά (όχι πάντα), δεν ισχύει η αντιµεταθετική

ιδιότητα, κάτι που οδηγεί σε σηµαντικές διαφορές του λογισµού µητρώων από το

λογισµό µε πραγµατικούς και µιγαδικούς. Γενικά,

AB 6= BA

(A + B)2 = (A + B)(A + B) = (A + B)A + (A + B)B = A
2 + BA + AB︸ ︷︷ ︸

6=2AB

+B
2

(A + B)(A−B) = A
2 + BA−AB−B

2
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Παραδείγµατα 1/2

A =

(
1 0 1 1

0 0 2 2

)
, B =


0 0

0 0

−1 3

1 −3


τότε

AB =

(
0 0

0 0

)
, BA =


0 0 0 0

0 0 0 0

−1 0 5 5

1 0 −5 −5


Αν c = B(:,1), τότε

Ac =

(
0

0

)
, ενώ το cA δεν ορίζεται !
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Παραδείγµατα 2/2

Αν

a = [1, 2],b =

[
3

4

]
,

τότε

ab = 1 ·3 + 2 ·4 = 11, ba =

(
3 ·1 3 ·2
4 ·1 4 ·2

)
=

(
3 6

4 8

)
,
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Αναστροφή µητρώου

Το ανάστροφο ενός µητρώου A συµβολίζεται µε A
>

. Το στοιχείο σε κάθε

ϑέση (i, j) του A
>

είναι ίδιο µε το στοιχείο στη ϑέση (j, i) του A, δηλ.

(A
>)ij = αji .

Αν A ∈ Rm×n
, τότε A

> ∈ Rn×m
.

Αν A ∈ Cm×n
, το ερµιτιανό ανάστροφό του (ή συζυγές ανάστροφο)

συµβολίζεται A
∗

(ή ενίοτε µε A
H

) και το στοιχείο στη ϑέση (i, j) είναι

(A
∗)ij = (aji), όπου η γραµµή δηλώνει το µιγαδικό συζυγές·

΄Ενα µητρώο A ονοµάζεται συµµετρικό αν A = A
>

και ερµιτιανό αν A = A
∗

.
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Παραδείγµατα

1 Το µητρώο A =

[
5 7

7 2

]
είναι συµµετρικό (και ερµιτιανό).

2 Το µητρώο A =

[
5 7 + j

7 + j 2

]
είναι µιγαδικό συµµετρικό αλλά όχι

ερµιτιανό.

3 Το µητρώο A =

[
5 7 + j

7− j 2

]
είναι ερµιτιανό (αλλά όχι συµµετρικό).
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Αναστροφή γινοµένου µητρώων

Το (ερµιτιανό) ανάστροφο του γινοµένου δύο µητρώων είναι ταυτόσηµο µε το

γινόµενο των (ερµιτιανών) αναστρόφων σε ανάστροφη ϕορά !

(AB)> = B
>

A
>

(AB)∗ = B
∗
A
∗

ΠΡΟΣΟΧΗ Γενικά (AB)> 6= A
>

B
>
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Σύνοψη ιδιοτήτων

Θεωρούµε ότι όλα τα µητρώα λαµβάνουν τιµές σε κάποιο σώµα/πεδίο F.

1 Αν A ∈ Fm×k
, B ∈ Fk×l

, C ∈ Fl×n
, τότε A(BC) = (AB)C ∈ Fm×n.

2 Αν A ∈ Fm×k
, B ∈ Fk×n

, C ∈ Fk×n
, τότε A(B + C) = AB + AC ∈ Fm×n.

3 Αν A ∈ Fm×k
, B ∈ Fm×k

, C ∈ Fk×n
, τότε (A + B)C = AC + BC ∈ Fm×n.

4 Αν α ∈ F και A ∈ Fm×k
, B ∈ Fk×n

τότε α(AB) = (αA)B = A(αB) ∈ Fm×n.

5 ΄Εστω A ∈ Fm×n
τότε ImA = AIn, και 0k,mA = 0k,n,A0n,l = 0m,l .

6 Αν A ∈ Fm×k
, B ∈ Fk×n

, τότε (AB)> = B
>

A
> ∈ Fn×m

και

(AB)∗ = B
∗
A
∗ ∈ Fn×m
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΄Ασκηση

∆ίνονται

A =

(
1 2 3

3 −2 −1

)
,B =

(
1 1

0 1

)
Να δείξετε αν µπορούν να υπολογιστούν τα παρακάτω και αν ναι να τα

υπολογίσετε :

AA,AA
>,A>A,AB,BA,B2,AA

>−B,AA
>

AA
>
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∆υνάµεις µητρώου

Για κάθε τετραγωνικό µητρώο A και ϑετικό ακέραιο k η k-οστή δύναµη του A

είναι το µητρώο που προκύπτει από τον πολλαπλασιασµό του A µε τον εαυτό

του, k ϕορές.

A
k = A ·A · · ·A.

Επιπλέον A
0 = I.

Αντιστροφή και αρνητικές δυνάµεις : Θα δούµε σύντοµα ότι εφόσον ένα

τετραγωνικό µητρώο A ικανοποιεί τη συνθήκη της αντιστρεψιµότητας, τότε

µπορούµε να ορίσουµε και το µητρώο A
−1

για το οποίο ισχύει ότι

AA
−1 = A

−1
A = I.
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Πολυώνυµα µητρώου

Ορισµός :

΄Εστω το πραγµατικό πολυώνυµο ϐαθµού m,

p(ζ) = γ0 + γ1ζ+ · · ·+ γmζ
m.

Τότε για οποιοδήποτε τετραγωνικό µητρώο A ∈ Cn×n
, το πολυώνυµο p(A) ∈ Cn×n

είναι το µητρώο

p(A) = γ0 I + γ1A+ · · ·+ γmA
m.

Στη γενική τους µορφή, τα πολυώνυµα µητρώων δέχονται συντελεστές που είναιµητρώα cj ∈ Rn×s
:

P(A) = c0 +Ac1 + · · ·+A
m

cm ∈ Cn×s

Ορισµός (µην τα συγχέετε µε τα) λ-µητρώα · (λ-matrices) που έχουν τη µορφή:

A0 +A1λ+A2λ
2 + · · ·+Am−1λ

m−1 +Amλ
m

όπου λ ϐαθµωτός και Aj (σύµµορφα, όχι κατ΄ ανάγκη τετραγωνικά) µητρώα. Τα λ -µητρώα έχουν πολλές

εφαρµογές (π.χ. ϑεωρία ελέγχου και ταλαντώσεων) αλλά δεν ϑα ασχοληθούµε.
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Πολυώνυµα µητρώου

(µελλοντικά ... γενικές συναρτήσεις µητρώων !)

Ορισµός :

΄Εστω το πραγµατικό πολυώνυµο ϐαθµού m,

p(ζ) = γ0 + γ1ζ+ · · ·+ γmζ
m.

Τότε για οποιοδήποτε τετραγωνικό µητρώο A ∈ Cn×n
, το πολυώνυµο p(A) ∈ Cn×n

είναι το µητρώο

p(A) = γ0 I + γ1A+ · · ·+ γmA
m.

Στη γενική τους µορφή, τα πολυώνυµα µητρώων δέχονται συντελεστές που είναιµητρώα cj ∈ Rn×s
:

P(A) = c0 +Ac1 + · · ·+A
m

cm ∈ Cn×s

Ορισµός (µην τα συγχέετε µε τα) λ-µητρώα · (λ-matrices) που έχουν τη µορφή:

A0 +A1λ+A2λ
2 + · · ·+Am−1λ

m−1 +Amλ
m

όπου λ ϐαθµωτός και Aj (σύµµορφα, όχι κατ΄ ανάγκη τετραγωνικά) µητρώα. Τα λ -µητρώα έχουν πολλές

εφαρµογές (π.χ. ϑεωρία ελέγχου και ταλαντώσεων) αλλά δεν ϑα ασχοληθούµε.
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Ζητήµατα κόστους

΄Εστω ότι A ∈ Rm×k ,B ∈ Rk×n
, p ∈ Rm,q ∈ Rm,w ∈ Rn

Πόσες αριθµητικές πράξεις χρειάζονται :
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το εσωτερικό γινόµενο p
>

q; Ω = 2m−1

το γινόµενο µητρώου επί διάνυσµα Bw ; Ω = k(2n−1)

το γινόµενο διανύσµατος στήλης επί διανύσµατος γραµµή pw
>

; Ω = mn

το γινόµενο µητρώων AB; Ω = (2k−1)mn
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Εφαρµογή: Εξόρυξη πληροφοριών από µητρώο

΄Εχουµε ένα «µαύρο κουτί» που υπολογίζει το γινόµενο y = Ax οπου το x ειναι δικής µας

επιλογης και ενός «κρυµµένου» µητρώου A που γνωρίζουµε πως έχει διάσταση n×n.

΄Αθροιση στοιχείων κάθε γραµµής

Επιλέγουµε x = e

διάστασης n.

Ανάκτηση στοιχείου στη ϑέση (i, j)
Επιλέγουµε x = ej και µε

την έξοδο Aej = xj

υπολογίζουµε το εσωτερικό

γινόµενο e
>
i

xj .

Ανάκτηση διαγωνίου του A;

Χρησιµοποιούµε το κουτί n

ϕορές µε είσοδο τα

διανύσµατα e1,e2, ...,en

και κάθε ϕορά

υπολογίζουµε το Aej και

στη συνέχεια το εσωτερικό

του γινόµενο µε το ej , δηλ.

e
>
j

(Aej).
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Μητρώα

Παραδείγµατα χρήσης

πίνακες τιµών Λογιστικά και πρακτική αριθµητική: συσχετίσεις ποσοτήτων : (ηλικία,

ύψος, ϐάρος), ϐαθµολόγια. Παρουσία γονιδίων σε δείγµατα DNA

(microarrays), Οικονοµία : (πίνακες εισροών/εκροών.

Μετεωρολογία : πίνακες ϐροχόπτωσης, Ανάκτηση πληροφορίας :

Πίνακες όρων-κειµένων. ∆ιαδίκτυο : Πίνακες διασύνδεσης

(µητρώα γειτνίασης).

γραµµικοί µετασχηµατισµοί που επιτελούν : Αλλαγή συντεταγµένων. Μετακίνηση

στο χώρο (περιστροφή, διολίσθηση). Προσοµοίωση

(διακριτοποίηση παραγώγων και ολοκληρωµάτων).

Σχεδόν όπου χρησιµοποιούµε πίνακες αριθµών για τα δεδοµένα µιας

εφαρµογής.
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Back to the future
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Παράδειγµα : Μητρώο γραφήµατος

µητρώο→ γράφηµα ΄Εστω ένα τετραγωνικό µητρώο A ∈ Rn×n
. Τότε το

γράφηµα G(A) του µητρώου είναι το γράφηµα που

δηµιουργείται από το σύνολο κόµβων V = {1, ...,n} και το

σύνολο ακµών, E = {(i, j)|i, j ∈K } (από τον κόµβο i στον

κόµβο j), έτσι ώστε αν αi,j 6= 0, τότε (i, j) ∈ E µε ϐάρος

ωi,j = αi,j , ειδάλλως δεν υπάρχει ακµή από το i στο j.

γράφηµα→ µητρώο ΄Εστω το γράφηµα G µε n κόµβους V = {v1, ...,vn}
και το σύνολο ακµών, E = {(i, j)|i, j ∈K } ϐάρους ωij . Τότε

το µητρώο του γραφήµατος είναι το n×n µητρώο για το

οποίο

αi,j =

{
ωij αν (i, j) ∈ E

0 αν όχι .
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Παράδειγµα : Μητρώο γραφήµατος

Μητρώο γειτνίασης

Το µητρώο γειτνίασης, ενός γραφήµατος G(V ,E) µε κόµβους

V = {v1,v2, ...,vn} και ακµές E = {e1,e2, ...,ed} ακµές είναι το

A ∈ Rn×n
όπου το στοιχείο αi,j είναι ίσο µε το πλήθος των ακµών από τον

κόµβο i προς τον κόµβο j. Αν ένα γράφηµα δεν έχει πολλαπλές ακµές

και αυτοβρόχους (δηλ. ακµές τύπου (i, i)), τα στοιχεία του µητρώου

γειτνίασης ϑα είναι αi,j ∈ {0,1}.

Συµµετρία και κατευθυνσιµότητα : αν το γράφηµα είναι µη κατευθυνόµενο,

το µητρώο γραφήµατος είναι συµµετρικό.
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Γράφηµα→ Μητρώο γειτνίασης
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Μητρώο γειτνίασης A

αij =

{
1, i δείχνει τη σελίδα j

0, διαφορετικά

Harvard500

1 http://www.harvard.edu

2 http://atwork.harvard.edu

3 http://lib.harvard.edu

· · · · · ·
500 http://www.hsdm.med.harvard.edu/[...]/implant.htm
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Μητρώο διασύνδεσης αεροδροµίων I
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Μέτρηση διαδροµών µε πολλαπλασιασµό µητρώων

[A2]i,j =
n

∑
k=1

αi,kαk,j

= # διαδροµών µήκους 2 (1 στάσης) από το i στο j

Απόδειξη ; Για δεδοµένα (i, j), κάθε όρος αi,k αk,j είναι 0 η 1. Η µόνη περίπτωση να είναι 1 είναι όταν αi,k = 1

και αk,j = 1. Αυτό σηµαίνει ότι αµφότερες οι ακµές (i→ k) και (k→ j) υπάρχουν, εποµένως υπάρχει η

διαδροµή i→ k→ j. και ο όρος συνεισφέρει στο άθροισµα. Εποµένως η τιµή του αθροίσµατος µετρά το

συνολικό αριθµό διαδροµών µήκους 2 από το i στο j.

Γενικότερα : Η τιµή [Ak ]i,j είναι ίση µε το πλήθος των διαδροµών από το

i στο j µήκους k (k−1 στάσεις).
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A =


0 1 0 0 0 1

1 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 1

0 0 0 1 0 1

1 1 1 1 1 0



A
2 =


2 1 1 2 1 1

1 3 1 1 2 2

1 1 1 1 1 0

2 1 1 3 1 2

1 2 1 1 2 1

1 2 0 2 1 5
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1 3 1 1 2 2
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1 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 1
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A
2 =


2 1 1 2 1 1

1 3 1 1 2 2

1 1 1 1 1 0

2 1 1 3 1 2

1 2 1 1 2 1

1 2 0 2 1 5



A
3 =


2 5 1 3 3 7

5 4 2 7 3 8

1 2 0 2 1 5

3 7 2 4 5 8

3 3 1 5 2 7

7 8 5 8 7 6
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2 5 1 3 3 7
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Αυτοαξιολόγηση : Ατιολογήστε γιατί [A3]6,2 = 8;
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A
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Ενδιαφέρον : Τι πληροφορία µας παρέχει η τιµή του

[A+A
2]i,j ;
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Σχόλια

Η µέτρηση των διαδροµών µέσω δυνάµεων µητρώων ϐρίσκεται στη ϐάση πολλών

αλγορίθµων µεγάλης σηµασίας για πολλές εφαρµογές.

Η αρχική ιδέα οφείλεται στον Leo Festinger (1949) ([Fes49]). Προσέξτε ότι ο LF περιγράφεται

στη Wikipedia ως an American social psychologist, perhaps best known for cognitive

dissonance and social comparison theory!

η πιο διάσηµη µετεξέλιξη των ιδεών αυτών είναι ο αλγόριθµος PageRank που κατέστησε την

Google κυρίαρχη εταιρία για λογισµικό αναζήτησης και ϕυλλοµέτρησης.
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Ταυτοτικά µητρώα (υπενθύµιση)

Είδαµε ότι για κάθε A ∈ Rn×n
υπάρχει το µηδενικό µητρώο

A + 0 = 0 + A = A

Ταυτοτικό ως προς την πρόσθεση µητρώων

Ορίζουµε και το ταυτοτικό µητρώο I ∈ Rn×n

A I = I A = A

Ταυτοτικό ως προς τον πολλαπλασιασµό µητρώων

Ερώτηµα Υπάρχει αντίστροφο µητρώο;

A ; = ; A = I
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Αν υπήρχε ...

πώς ϑα το γράφαµε ; Μάλλον A
−1

πώς ϑα έµοιαζε ;

A =

(
4 0

0 2

)
=⇒ A

−1 =

(
1

4
0

0
1

2

)

A =

(
4 0

1 2

)
=⇒ A

−1 =

(
1

4
0

− 1

8

1

2

)
, A =

(
4 1

0 2

)
=⇒ A

−1 =

(
1

4
− 1

8

0
1

2

)

A =

(
4 1

1 2

)
=⇒ A

−1 =

(
2

7
− 1

7

− 1

7

4

7

)
πώς ϑα το υπολογίζαµε ; ; ; ;

(CEID ∆ιάλεξη 3 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 27 Φεβρουαρίου 2018 50 / 105



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Αν υπήρχε ...

πώς ϑα το γράφαµε ; Μάλλον A
−1

πώς ϑα έµοιαζε ;

A =

(
4 0

0 2

)
=⇒ A

−1 =

(
1

4
0

0
1

2

)

A =

(
4 0

1 2

)
=⇒ A

−1 =

(
1

4
0

− 1

8

1

2

)
, A =

(
4 1

0 2

)
=⇒ A

−1 =

(
1

4
− 1

8

0
1

2

)

A =

(
4 1

1 2

)
=⇒ A

−1 =

(
2

7
− 1

7

− 1

7

4

7

)
πώς ϑα το υπολογίζαµε ; ; ; ;

(CEID ∆ιάλεξη 3 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 27 Φεβρουαρίου 2018 50 / 105



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Αν υπήρχε ...

πώς ϑα το γράφαµε ; Μάλλον A
−1

πώς ϑα έµοιαζε ;

A =

(
4 0

0 2

)
=⇒ A

−1 =

(
1

4
0

0
1

2

)

A =

(
4 0

1 2

)
=⇒ A

−1 =

(
1

4
0

− 1

8

1

2

)
, A =

(
4 1

0 2

)
=⇒ A

−1 =

(
1

4
− 1

8

0
1

2

)

A =

(
4 1

1 2

)
=⇒ A

−1 =

(
2

7
− 1

7

− 1

7

4

7

)
πώς ϑα το υπολογίζαµε ; ; ; ;

(CEID ∆ιάλεξη 3 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 27 Φεβρουαρίου 2018 50 / 105



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Ιδιότητες αντιστρόφου

Ακόµα και αν A 6= 0, µπορεί να µην υπάρχει αντίστροφο ! ∆εν ϕαίνεται

πάντα µε ‘γυµνό µάτι !’

Αν δεν υπάρχει αντίστροφο, το A λέγεται µη αντιστρέψιµο, ή ιδιάζον ή και

ιδιόµορφο.

΄Ενα διαγώνιο ή τριγωνικό µητρώο είναι αντιστρέψιµο⇔ τα διαγώνια

στοιχεία είναι όλα µη µηδενικά.

Το αντίστροφο διαγωνίου είναι διαγώνιο. Το αντίστροφο τριγωνικού είναι

τριγωνικό (ίδιας δοµής.)
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Ιδιότητες και Ορθογώνια µητρώα

(A
−1)−1 = A

(AB)−1 = B
−1

A
−1

Γενικά (A + B)−1 6= A
−1 + B

−1
,

ενώ πάντα (A + B)
>

= A
>+ B

>

Γενικά, άλλο η ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ και άλλο η ΑΝΑΣΤΡΟΦΗ

(A
−1)> = (A

>)−1 = A
−>

Για ορισµένα ειδικά µητρώα, µπορεί να ισχύει A
−1 = A

>
οπότε

AA
> = A

>
A = I. Κάθε πραγµατικό τετραγωνικό µητρώο που ικανοποιεί

A
> = A

−1
αποκαλείται ΟΡΘΟΓΩΝΙΟ ΜΗΤΡΩΟ.

Αν ένα µιγαδικό µητρώο A ∈ Cn×n
ικανοποιεί C

∗
C = I, αποκαλείται

ορθοµοναδιαίο (unitary).

... προσέξτε ότι για όλες τις στήλες (και αντίστοιχα για τις γραµµές) ενός

ορθογώνιου ή ορθοµοναδιαίου µητρώου ισχύει ότι

〈ai ,aj〉=

{
1 αν i = j,
0 αν i 6= j.
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Παράδειγµα

Το µητρώο

A =

( √
3

2

1

2

− 1

2

√
3

2

)

είναι ορθογώνιο : ( √
3

2

1

2

− 1

2

√
3

2

)(√
3

2
− 1

2

1

2

√
3

2

)
=

(
1 0

0 1

)
Προσέξτε ότι αν

R(φ) =

(
cosφ sinφ

− sinφ cosφ

)
τότε A = R( π

6
).

Ενδιαφέρον : Τα R(φ) είναι µητρώα µε στοιχεία που είναι συναρτήσεις κάποιας

παραµέτρου φ. Επίσης, για κάθε φ, το µητρώο R(φ) είναι ορθογώνιο.
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Σχετικά µε το αντίστροφο µητρώο

ΥΠΑΡΧΕΙ ; ΕΙΝΑΙ ΜΟΝΑ∆ΙΚΟ ; ΠΩΣ ΤΟ ΥΠΟΛΟΓΙΖΟΥΜΕ ;

όχι πάντα ναι, όταν υπάρχει σπάνια απλά(
1 0

0 0

)
Αν AB = BA = I,

και CA = I = AC D =

(
3 0

0 4

)
⇒ D

−1 =

(
1

3
0

0
1

4

)
το µη αντιστρέψιµο

δεν ξεχωρίζει εύκολα τότε L =

(
1 0 0

2 1 0

−3 0 1

)
⇒ L

−1 =

(
1 0 0

−2 1 0

3 0 1

)
(

1 2 2

1 2 3

1 2 2

)
(CA)B︸ ︷︷ ︸

=C(AB)=C

= BI = B συνήθως κοπιαστικά

... από ένα αντιστρέψιµο

A =

(
1 2 2

1 2 3

1 3 2

)
A
−1 =

(
5 −2 −2

−1 0 1

−1 1 0

)

H =

1
1

2

1

3
1

2

1

3

1

4
1

3

1

4

1

5

 H
−1 =

(
9 −36 30

−36 192 −180

30 −180 180

)

(CEID ∆ιάλεξη 3 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 27 Φεβρουαρίου 2018 54 / 105



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

L. Festinger.

The analysis of sociograms using matrix algebra.

Human Relations, 2:153 -- 158, 1949.
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