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ΠΡΟΛΟΓΟΣ
Το βιβλίο αυτό απευθύνεται στους τριτοετείς φοιτητές του Τμήματος Μηχανικών Ηλεκτρονικών Υπολογιστών και Πληροφορικής του Πανεπιστημίου Πατρών, σαν βασικό εκπαιδευτικό βοήθημα για το υποχρεωτικό μάθημα “Εισαγωγή στις Ευρετικές Μεθόδους”, που θα διδαχθεί για πρώτη φορά στο εαρινό εξάμηνο του τρίτου έτους το 2008.  

Όταν σχεδίασα τη συγγραφή αυτού του βιβλίου, είχα σκοπό να κάνω μια παρουσίαση των Ευρετικών Μεθόδων, σε αντιδιαστολή με τη Θεωρία Αλγορίθμων. Στη Θεωρία Αλγορίθμων, υπάρχει αυστηρή μαθηματική θεμελίωση. Αντίθετα στις Ευρετικές Μεθόδους, δεν υπάρχει αυστηρή μαθηματική θεμελίωση, αλλά η λύση ενός προβλήματος γίνεται με μη-τυπικό τρόπο. Αυτές οι μέθοδοι χρησιμοποιούν ένα ευρετικό για να πλοηγηθούν στο χώρο λύσης του προβλήματος και συχνά οδηγούν γρηγορότερα σε μια λύση η οποία είναι ικανοποιητικά κοντά στη βέλτιστη λύση. Τα ευρετικά είναι συνήθως διαισθητικοί κανόνες, μελετημένες μαντεψιές, ή απλά μια κοινή αίσθηση που έχει αποκτηθεί από την εμπειρία. Τέτοιες μέθοδοι είναι συνήθως υπολογιστικά αποδοτικές σε χρόνο.

Κάνοντας την ανασκόπηση της διεθνούς βιλιογραφίας μεταξύ πολλών άλλων αναφορών, διάβασα το βιβλίο: “How to Solve It: Modern Heuristics” των  Z. Michalewicz και  D. Fogel. Τελειώνοντας τη μελέτη αυτού του βιβλίου, αποφάσισα να αλλάξω τους αρχικούς στόχους και αντί για μια απλή παράθεση των πιο γνωστών Ευρετικών Μεθόδων, να αφιερώσω ένα μεγάλο μέρος του βιβλίου  στο να λύσουμε το πρόβλημα του πως λύνονται τα προβλήματα. Έτσι, αν και το βιβλίο είναι γεμάτο αλγορίθμους, δεν πρόκειται για ένα βιβλίο αλγορίθμων, αλλά είναι ένα βιβλίο για τις δυνατότητες που έχουμε να λύσουμε ένα πρόβλημα. 
Στο ίδιο βιβλίο αναφέρεται ότι αποτελεί μια πρώτη προσπάθεια για μια εμπεριστατωμένη άποψη της επίλυσης προβλημάτων για τον εικοστό-πρώτο αιώνα. Τα κύρια σημεία επικοινωνούν με απευθείας οδηγία, αναλογία, παράδειγμα και μέσω μιας σειράς προβλημάτων και γρίφων τα οποία ολοκληρώνονται μέσα στο υλικό μεταξύ των κεφαλαίων. Το κείμενο αυτό μπορεί να χρησιμοποιηθεί σαν βασικό υλικό σε μάθημα μοντέρνων ευρετικών. Πιστεύουμε ότι ένα τέτοιο μάθημα είναι “must” για φοιτητές θετικών επιστημών, οικονομικών και διοίκησης επιχειρήσεων και μηχανικούς. Σαν τέτοιο προϋποθέτει μια βασική γνώση διακριτών μαθηματικών και γνώση προγραμματισμού υπολογιστών. ΄Οσοι θέλουν να ασχοληθούν με την επίλυση προβλημάτων, πρέπει να φροντίσουν να αποκτήσουν αυτές τις δεξιότητες, διαφορετικά θα έχουν δυσκολίες  και θα χρειαστεί να καταβάλουν μεγάλη προσπάθεια  για την επιτυχή ολοκλήρωση του μαθήματος. 
Το βιβλίο είναι οργανωμένο σε επτά κεφάλαια. Στο 1ο κεφάλαιο, μετά από μια συζήτηση για επίλυση προβλημάτων, αναδεικνύονται οι πηγές δυσκολίας της επίλυσης προβλημάτων και στο 2ο  κεφάλαιο παρουσιάζονται σύντομα οι βασικοί συμβολισμοί. Στο 3ο και 4ο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι παραδοσιακές μέθοδοι βελτιστοποίησης. Στο 5ο κεφάλαιο παρουσιάζονται δύο μοντέρνοι αλγόριθμοι αναζήτησης. Τέλος, στο 6ο και 7ο κεφάλαιο παρουσιάζονται δύο ευρετικές τεχνικές που έχουν εμπνευστεί από τη φύση, δηλαδή τα τεχνητά Νευρωνικά Δίκτυα και οι Γενετικοί/Εξελικτικοί Αλγόριθμοι.
Τελειώνοντας, θέλω να ευχαριστήσω τους δύο συνσυγγραφείς Δρα Σεφερίνα Μαυρουδή και Δρα Λάμπρο Σκάρλα, που συμμερίστηκαν τις απόψεις μου για τους στόχους αυτού του βιβλίου και βοήθησαν ουσιαστικά στη συγγραφή του. 
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Ο λογικός άνθρωπος προσαρμόζεται στον κόσμο. Ο παράλογος εμμένει στην προσπάθεια να προσαρμόζει τον κόσμο στον εαυτό του. Συνεπώς η πρόοδος εξαρτάται καθαρά από τον παράλογο άνθρωπο.

George Bernard Shaw, Maxims for Revolutionists
Το βιβλίο αυτό δεν έχει θέμα τους αλγόριθμους. Είναι, βέβαια, γεμάτο από αλγόριθμους, αλλά δεν είναι αυτό το θέμα του. Το θέμα του είναι η κατάκτηση της ικανότητας επίλυσης προβλημάτων. Στόχος του δηλαδή είναι, όχι μόνο να σας μεταφέρει τις απαραίτητες γνώσεις σχετικά με τις τεχνικές επίλυσης προβλημάτων, αλλά, κυρίως, να καλλιεργήσει την ικανότητά σας να οριοθετείτε νέα προβλήματα και να σκέφτεστε δημιουργικά – στην ουσία στόχος του είναι να λύσει το πρόβλημα του πώς λύνουμε προβλήματα, μια τέχνη που τείνει να εκλείψει. Αντί να αφιερώνουμε τον χρόνο και την κριτική σκέψη που απαιτούνται για να οριοθετήσουμε το πρόβλημα, να αναπροσαρμόσουμε τα κομμάτια του παζλ, έχουμε γίνει αυτάρεσκοι και αναζητούμε απλά την πιο βολική διαδικασία, ένα μαγικό χάπι που θα μας θεραπεύσει. Το πρόβλημα με τη μαγεία είναι ότι, εμπειρικά, έχει πολύ χαμηλό ποσοστό επιτυχίας και συχνά βασίζεται σε εξωτερικά εργαλεία όπως είναι οι καθρέφτες και ο καπνός. Όπως συμβαίνει και στη μαγεία, οι περισσότερες από τις φαινομενικά επιτυχημένες εφαρμογές επίλυσης ενός προβλήματος στον πραγματικό κόσμο είναι απατηλές, οπτασίες μόνο της πραγματικής λύσης.

Το θέμα της αποτελεσματικής επίλυσης προβλημάτων έχει, στις μέρες μας, μεγαλύτερη σπουδαιότητα από ποτέ. Η τεχνολογία μας δίνει τη δυνατότητα να επιδρούμε στο περιβάλλον σε βαθμό τέτοιο ώστε οι αποφάσεις του σήμερα να έχουν αναπότρεπτες μελλοντικές συνέπειες. Η τεχνολογία αυτή συνεχίζει να αυξάνει τον αριθμό των ανθρώπων με τους οποίους αλληλεπιδρούμε και οι οποίοι επηρεάζουν τη ζωή μας. Κατά συνέπεια, η επίλυση προβλημάτων γίνεται ολοένα και πιο δύσκολη λόγω των πολλαπλών παραγόντων που πρέπει να υπολογίσουμε. Ο χειρότερος πιθανός τρόπος δράσης είναι να αγνοήσουμε τους παράγοντες αυτούς, προσδοκώντας να βρούμε τη λύση για ένα «απλούστερο πρόβλημα» που θα λειτουργεί παρά τους περιορισμούς που παραλείψαμε. Είτε αναζητάτε τον καλύτερο τρόπο λειτουργίας για την εταιρία σας, την καλύτερη χρήση περιβαλλοντικών πόρων για τη χώρα σας, ή απλά την καλύτερη διαδρομή για να πάτε το πρωί στη δουλειά, είναι βέβαιο πως δεν μπορείτε να αγνοήσετε την αλληλεπίδρασή σας με τον κόσμο. Καθώς μάλιστα οι αλληλεπιδράσεις αυτές γίνονται ολοένα και πιο συχνές και πολύπλοκες, οι διαδικασίες διαχείρισης των προβλημάτων του πραγματικού κόσμου αποκτούν επιτακτικό χαρακτήρα. Το κέρδος από την επίλυση προβλημάτων μπορεί να είναι τεράστιο, όπως αντίστοιχα τεράστιες μπορεί να είναι και οι απώλειες που προκύπτουν από την κακή επίλυσή τους.

Όλοι μας αντιμετωπίζουμε προβλήματα. Το πρόβλημα εμφανίζεται όταν υπάρχει διαπιστωμένη διαφορά μεταξύ της υπάρχουσας και της επιθυμητής κατάστασης. Η λύση δεν είναι παρά ένας τρόπος κατανομής των διαθέσιμων πόρων που οδηγεί σε μείωση της διαφοράς μεταξύ της παρούσας και της επιθυμητής κατάστασης. Για να κατανοήσουμε καλύτερα το ζήτημα, πρέπει πρώτα να δεχθούμε ότι τα προβλήματα σχετίζονται με τη λήψη αποφάσεων που αποβλέπουν στην επίτευξη συγκεκριμένων στόχων. Αν δεν έχετε κάποιο στόχο, τότε δεν έχετε και πρόβλημα. Το θέμα είναι πως, όχι μόνο έχουμε στόχους, αλλά πολλές φορές οι στόχοι αυτοί είναι αντικρουόμενοι, ή τουλάχιστον μη συμπληρωματικοί. Όταν αναζητάτε τον καλύτερο τρόπο επίλυσης του προβλήματός σας, δεν πρέπει να τον αναλύετε ως απομονωμένο στοιχείο, αλλά ως αναπόσπαστο μέρος ενός συνόλου στοιχείων ή ατόμων που επιδρούν στην πιθανή σας λύση. Τα άτομα αυτά, είναι πιθανό κατά την αλληλεπίδρασή τους με εσάς να αλλάξουν την κατανομή πόρων τους, μερικές φορές για να σας βοηθήσουν, άλλες για να σας εμποδίσουν. Όταν βρίσκουμε μια λύση χωρίς να σκεφτόμαστε «τι θα γίνει στη συνέχεια» είναι σαν να παίζουμε πόκερ χωρίς να υπολογίζουμε τους άλλους παίκτες. Σύντομα θα χάσουμε τα χρήματά μας.

Προϋπόθεση για την αντιμετώπιση του πραγματικού κόσμου ως παιχνιδιού με πολλούς παίκτες είναι η ικανότητα να χειριζόμαστε το οπλοστάσιο των τεχνικών επίλυσης προβλημάτων, κυρίως τους αλγόριθμους που έχουν δημιουργηθεί για τις διάφορες συνθήκες. Δυστυχώς, σχεδόν πάντοτε, στον πραγματικό κόσμο συναντούμε συνθήκες που είναι ελαφρώς ή αρκετά διαφορετικές από αυτές που απαιτούν οι συγκεκριμένες μέθοδοι. Για παράδειγμα, υπάρχει μια συγκεκριμένη τεχνική για τον υπολογισμό της κατανομής πόρων με το ελάχιστο δυνατό κόστος όπου, τόσο η συνάρτηση του κόστους, όσο και οι περιορισμοί (ισότητα και ανισότητα), είναι γραμμικοί. Η συγκεκριμένη μέθοδος είναι γρήγορη και αξιόπιστη και σχεδόν πάντοτε εφαρμόζεται με μη κατάλληλο τρόπο στις συνθήκες του πραγματικού κόσμου όπου η συνάρτηση κόστους και οι περιορισμοί είναι, σχεδόν σε κάθε περίπτωση, μη γραμμικοί. Στην ουσία, όποιος χρησιμοποιεί τη μέθοδο αυτή κινδυνεύει να βρει τη σωστή απάντηση σε ένα πρόβλημα που δεν υπάρχει. Το μειονέκτημα αυτής της λύσης είναι πολύπλευρο. Από τη μια πλευρά, θα μπορούσε να βρεθεί καλύτερη λύση με την κατάλληλη χρήση των περιορισμών υπό το πρίσμα της συνάρτησης πραγματικού κόστους, από την άλλη πλευρά, ένας ανταγωνιστής που θα χειριστεί καλύτερα την κατάσταση μπορεί πράγματι να βρει αυτή τη λύση! Δεν χρειάζεται παρά ένα μικρό προβάδισμα της μίας πλευράς για να ακυρώσει την άλλη. (Το Λας Βέγκας λειτούργησε για πολλά χρόνια με βάση αυτή την αρχή). Ωστόσο, η χρήση μιας γρήγορης αλλά κατά προσέγγιση λύσης μπορεί να είναι ο σωστός τρόπος δράσης. Αν ένας ανταγωνιστής χρησιμοποιεί μια αργή διαδικασία για την εύρεση της λύσης με ακρίβεια, μπορεί να ανακαλύψετε μια ανακριβή αλλά χρήσιμη λύση πριν από αυτόν και, ορισμένες φορές, είναι καλύτερο να έχουμε μια οποιαδήποτε λύση από το να πρέπει να περιμένουμε για την καλύτερη δυνατή. Η επιλογή τρόπου δράσης απαιτεί κριτική ικανότητα.

Δυστυχώς, η κριτική ικανότητα τείνει να εκλείψει, ή δεν είναι της μόδας. Ίσως αυτό να οφείλεται στο ότι χρειάζεται πολύ δουλειά. Για να καταλήξετε σε σωστές κρίσεις στην επίλυση προβλημάτων πρέπει να γνωρίζετε τα δεδομένα κάθε μεθόδου επίλυσης προβλημάτων, τις προϋποθέσεις της για τους υπολογισμούς, το βαθμό αξιοπιστίας της κτλ. Είναι ευκολότερο να μελετήσετε το Διαδίκτυο ή τα διαθέσιμα στο εμπόριο λογισμικά και να βρείτε κάτι που να φαίνεται σαν να ταιριάζει (κάπως) στο συγκεκριμένο πρόβλημα. Πράγματι, ορισμένες επιχειρήσεις και γραφεία δίνουν εντολή για την αγορά λογισμικού τέτοιου είδους, το οποίο αποτελεί τυποποιημένο εμπορικό προϊόν διεθνούς εμβέλειας (commercial-off-the-shelf, COTS). Είναι σίγουρο πως η λύση αυτή κοστίζει λιγότερο από τον αρχικό προϋπολογισμό, αλλά τις περισσότερες φορές είναι «ακριβή στα πίτουρα και φθηνή στο αλεύρι». Χρόνια μετά, όταν το λογισμικό θα έχει αποτύχει να εξυπηρετήσει τις πραγματικές ανάγκες της εταιρίας και όταν άλλοι ανταγωνιστές θα έχουν παρουσιάσει τις λύσεις τους σε συντομότερο χρόνο, το λογισμικό που είχε αγοραστεί θα αναπαύεται αχρησιμοποίητο σε ένα αρχείο, ενώ οι υπάλληλοι θα επιστρέφουν στην προσπάθεια λύσης του προβλήματος, ορισμένες φορές με το χέρι!

Είναι προτιμότερο η κατάσταση αυτή, αντί να προκαλεί οδυρμό, να αντιμετωπίζεται ως ευκαιρία. Μεγάλη ανταμοιβή περιμένει αυτούς που θα λύσουν αποτελεσματικά τα προβλήματα και εσείς μπορείτε να αναπτύξετε αυτό το ταλέντο. Το πρώτο βήμα είναι η σωστή κατανόηση του προς επίτευξη σκοπού. Συχνά, στην προσπάθεια να χρησιμοποιήσουμε έναν οικείο αλγόριθμο, αλλάζουμε τον σκοπό που θέλουμε να επιτευχθεί έτσι ώστε να ταιριάζει στον αλγόριθμο. Είναι σαν να θέλουμε να βιδώσουμε μια βίδα σε μια σανίδα, χρησιμοποιώντας σφυρί. Χτυπάμε τη βίδα πάνω στη σανίδα, παρόλο που ξέρουμε ότι δεν θα μπορέσουμε να την ξεβιδώσουμε ποτέ ξανά. Όταν το όπλο μας είναι μόνο ένα σφυρί, τα πάντα μοιάζουν με καρφιά. Ομοίως, όταν το όπλο μας είναι μόνο ένα μικρό υποσύνολο κλασικών τεχνικών επίλυσης προβλημάτων, όλες οι συναρτήσεις κόστους μετατρέπονται με μαγικό τρόπο σε ομαλές, γραμμικές, απεικονίσεις κυρτών καμπύλων και όλα τα μοντέλα βελτιστοποιούνται υπό το πρίσμα της μέσης τετραγωνικής απόκλισης. Έτσι καταλήγουμε σε «τέλειες» απαντήσεις με αμφισβητήσιμη εφαρμογή. Είναι πολύ σημαντικό να καταλαβαίνουμε πότε ο στόχος του υπεύθυνου λήψης αποφάσεων πρέπει ή δεν πρέπει να προσεγγίζεται μέσω γραμμικοποίησης και άλλων τεχνικών απλοποίησης. Η διατύπωση υποκειμενικών στόχων με αντικειμενικούς μετρήσιμους όρους έτσι ώστε να είναι δυνατή η αναγνώριση σημαντικών διαφορών μεταξύ προσεγγίσεων και πραγματικότητας είναι μια πρόκληση που απαιτεί εξάσκηση. Δεν υπάρχει υποκατάστατο αυτής της εμπειρικής γνώσης.

Μετά την απόφαση σχετικά με το βαθμό πιστότητας που απαιτείται για τη μοντελοποίηση του στόχου του υπεύθυνου λήψης αποφάσεων, το επόμενο βήμα είναι να επιλέξουμε μια τακτική εύρεσης της βέλτιστης κατανομής των διαθέσιμων πόρων. Έχουν γραφτεί πολλά βιβλία για τους αλγόριθμους που χρησιμοποιούνται στην επίλυση προβλημάτων και το καθένα από αυτά παρουσιάζει μια σειρά μεμονωμένων τεχνικών. Είναι δελεαστική λύση να αναζητήσουμε απλά έναν αλγόριθμο με τον τρόπο που αναζητούμε μια συνταγή για κέικ. Αλλά αυτή η φυσική τάση καταργεί τη δημιουργικότητα. Δεν σας δίνει τη δυνατότητα να αναδείξετε την εφευρετικότητά σας. Αντιθέτως, σας υποχρεώνει να προσαρμόσετε το πρόβλημα στους περιορισμούς ενός συγκεκριμένου αλγόριθμου. Μέσα στη βιασύνη να βρούμε τεχνικές επίλυσης προβλημάτων, συνήθως χρησιμοποιούμε τους αλγόριθμους ανεξάρτητα, παραλείποντας έτσι πιθανά σημαντικές αλληλεπιδράσεις μεταξύ διαφορετικών διαδικασιών. Είναι σαν να φτιάχνουμε ένα δύσκολο παζλ χωρίς να λαμβάνουμε υπόψη πώς συνδυάζονται μεταξύ τους τα κομμάτια. Συχνά, μπορούμε να βρούμε καλύτερες λύσεις στα προβλήματα του πραγματικού κόσμου διασταυρώνοντας διαφορετικές προσεγγίσεις. Η αποτελεσματική επίλυση προβλημάτων απαιτεί πολύ περισσότερα από τη γνώση των αλγορίθμων. Απαιτεί επιμονή για την εύρεση του καλύτερου συνδυασμού προσεγγίσεων έτσι ώστε να επιτευχθεί ο επιδιωκόμενος στόχος μέσα στο διαθέσιμο χρόνο και υπό το πρίσμα των αναμενόμενων αντιδράσεων των άλλων παικτών του παιχνιδιού. Η παραδοχή της πολυπλοκότητας των προβλημάτων του πραγματικού κόσμου αποτελεί προϋπόθεση για την αποτελεσματική τους λύση.

Δυστυχώς, τα προβλήματα κάνουν την εμφάνισή τους πολύ νωρίς στη ζωή μας, από την εποχή του νηπιαγωγείου. Μας διδάσκουν να αποσυνθέτουμε τα προβλήματα και να διαχειριζόμαστε μεμονωμένα τα μικρότερα και πιο απλά προβλήματα. Αυτό είναι θαυμάσιο όταν λειτουργεί. Αλλά τα σύνθετα προβλήματα του πραγματικού κόσμου, πολλές φορές, δεν αποσυντίθενται εύκολα ή με τρόπο που να έχει κάποιο νόημα. Το χειρότερο είναι πως μας δίνουν στο πιάτο τις λύσεις των προβλημάτων, μέσα από μια σειρά κεφαλαίων, χωρίς να αναγκαστούμε ποτέ να σκεφτούμε αν τα προβλήματα που αντιμετωπίζουμε πρέπει τελικά να λυθούν με την τεχνική που περιγράφει το βιβλίο μας.

Φυσικά και πρέπει: Διαφορετικά, γιατί να βρίσκεται αυτό το πρόβλημα σε αυτό το κεφάλαιο; Με τον τρόπο αυτό λειτουργούν όχι μόνο τα σχολικά βιβλία για την πρωτοβάθμια και δευτεροβάθμια εκπαίδευση, αλλά και τα περισσότερα βιβλία πανεπιστημιακών μαθημάτων, ακόμη και ορισμένες μονογραφίες που επεξηγούν συγκεκριμένες τεχνικές και παρουσιάζουν την εφαρμογή τους με παραδείγματα. Το πρόβλημα σε αυτά τα βιβλία δεν απέχει ποτέ πολύ από τη λύση του.

Ας δούμε ένα βιβλίο μαθηματικών γυμνασίου. Μπορεί να περιέχει ένα κεφάλαιο για επίλυση δευτεροβάθμιων εξισώσεων. Στο τέλος του κεφαλαίου υπάρχουν προβλήματα που πρέπει να λυθούν. Ένα από αυτά λέει: Ένας αγρότης έχει ένα ορθογώνιο κτήμα με περίμετρο 110 μέτρα και εμβαδόν 700 τετραγωνικά μέτρα. Ποιες είναι οι διαστάσεις του κτήματος; Ο μαθητής γνωρίζει πως για να λύσει το πρόβλημα αυτό πρέπει να χρησιμοποιήσει κάτι που συζητήθηκε στο ίδιο κεφάλαιο. Έτσι προσπαθεί να δημιουργήσει μια δευτεροβάθμια εξίσωση. Αργά ή γρήγορα βρίσκει δύο εξισώσεις
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που οδηγούν σε μια δευτεροβάθμια εξίσωση
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Κατόπιν, ακολουθώντας ορισμένους γνωστούς τύπους υπολογίζει εύκολα το 
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 και λύνει το πρόβλημα.

Κάποιο άλλο κεφάλαιο στη γεωμετρία αναλύει τις ιδιότητες των τριγώνων. Εξηγείται το Πυθαγόρειο Θεώρημα και το κεφάλαιο καταλήγει σε μια σειρά προβλημάτων προς επίλυση. Ο μαθητής δεν έχει καμία αμφιβολία πως πρέπει να εφαρμόσει το θεώρημα για να λύσει τα προβλήματα αυτά.

Φαίνεται, ωστόσο, ότι αυτός δεν είναι ο καταλληλότερος τρόπος διδασκαλίας. Η σχέση μεταξύ προβλήματος και μεθόδου πρέπει να συζητείται από την άποψη του προβλήματος και όχι της μεθόδου. Διαφορετικά προκαλούμε μακροπρόθεσμα περισσότερο κακό παρά καλό, καθώς, οι μαθητές καθίστανται ανίκανοι να σκεφθούν μόνοι τους.

Ας διατυπώσουμε την άποψη αυτή παρουσιάζοντας δύο προβλήματα προς επίλυση. Το πρώτο έχει ως εξής. Υπάρχει ένα τρίγωνο ABC και το D είναι ένα αυθαίρετο σημείο στο εσωτερικό  αυτού του τριγώνου (δείτε το σχ. 0.1). Πρέπει απλά να αποδείξετε ότι
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όπου το 
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 δηλώνει την απόσταση μεταξύ των σημείων 
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 και 
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, και οι άλλοι όροι δείχνουν τις ανάλογες αποστάσεις μεταξύ των κορυφών που τις αναπαριστούν.
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Σχ. 01: Τρίγωνο ABC με εσωτερικό σημείο D
Αυτό το πρόβλημα είναι τόσο εύκολο που φαίνεται σαν να μην υπάρχει κάτι να αποδείξουμε. Είναι τόσο εμφανές ότι το άθροισμα των δύο πλευρών μέσα στο τρίγωνο πρέπει να είναι μικρότερο από το άθροισμα των δύο πλευρών του! Αλλά αν αυτό το πρόβλημα αφαιρεθεί από το συγκεκριμένο κεφάλαιο και διαχωριστεί από το περιεχόμενό του, ο μαθητής δεν θα έχει ιδέα αν πρέπει να εφαρμόσει το Πυθαγόρειο Θεώρημα, να δημιουργήσει μια δευτεροβάθμια εξίσωση ή να κάνει κάτι άλλο! 

Το ζήτημα είναι πιο σοβαρό από ότι φαίνεται. Δόθηκε το πρόβλημα αυτό σε πολλούς ανθρώπους, συμπεριλαμβανομένων μαθητών και αποφοίτων, ακόμη και κανονικών καθηγητών μαθηματικών, μηχανικής ή επιστήμης των υπολογιστών. Ποσοστό μικρότερο του πέντε τοις εκατό έλυσε το πρόβλημα μέσα σε μία ώρα, πολλοί από αυτούς χρειάστηκαν πολλές ώρες και υπήρχαν και ορισμένες αποτυχίες.  Η ιδιαιτερότητα αυτού του πειράματος έγκειται στο ότι το πρόβλημα αυτό επιλέχθηκε από ένα βιβλίο μαθηματικών  της πέμπτης δημοτικού στις Ηνωμένες Πολιτείες. Είναι εύκολο να λυθεί όταν τοποθετείται στο τέλος του κατάλληλου κεφαλαίου! Αλλά όταν απομονωθεί από το πλαίσιο αυτό, μπορεί να γίνει δύσκολο. 

Σε αυτό το στάδιο θα θέλαμε να σας ενθαρρύνουμε να αφήσετε το βιβλίο και να προσπαθήσετε να λύσετε αυτό το πρόβλημα καταπολεμώντας τον πειρασμό να «συνεχίσετε απλά να διαβάζετε» χωρίς να σκέφτεστε
. 

Η λύση του προβλήματος είναι η εξής:
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Σχ. 02 : Τρίγωνο ABC με εσωτερικό σημείο D και την επέκταση του ευθύγραμμου τμήματος ΑD
Ας επεκτείνουμε το ευθύγραμμο τμήμα AD προς τη μεριά του τριγώνου και ας σημειώσουμε το σημείο τομής της επέκτασης με την πλευρά BC ως Ε, όπως φαίνεται στο σχ. 0.2. Εφόσον το άθροισμα δυο πλευρών ενός τριγώνου είναι μεγαλύτερο από την τρίτη πλευρά, έχουμε

AD + DB ≤ AD + (DE+EB) = AE +EB ≤ (AC+CE)+ EB = AC+CB

και ολοκληρώνεται η απόδειξη. Εναλλακτικά, θα μπορούσατε να κατασκευάσετε ένα ευθύγραμμο τμήμα, το οποίο να περνάει από το σημείο D και να είναι παράλληλο προς την πλευρά ΑΒ και στη συνέχεια να δημιουργήσετε ένα παρόμοιο σύνολο ανισοτήτων.   

Ας δούμε ένα άλλο πρόβλημα. Υπάρχει ένα πηγάδι, ανοιχτό στο πάνω μέρος, με διάμετρο τριών μέτρων. Πετάμε μέσα στο πηγάδι δύο ξύλα με μήκος τέσσερα και πέντε μέτρα. Ας υποθέσουμε ότι αυτά τα ξύλα τοποθετούνται όπως φαίνεται στο σχήμα 0.3, βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο και «διασταυρώνονται». Το πρόβλημα είναι στην ουσία δύο διαστάσεων καθώς το πηγάδι μπορεί να αντικατασταθεί από ένα ορθογώνιο ανοιχτό στο επάνω μέρος.
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Σχ. 0.3: Δύο ξύλα σε ένα πηγάδι

Τώρα, η πρόκληση είναι να ορίσουμε την απόσταση h από το κάτω μέρος του πηγαδιού μέχρι το σημείο όπου διασταυρώνονται τα δύο ξύλα. Η θέση και το μήκος των ξύλων εξασφαλίζουν μια μοναδική λύση και φαίνεται πως το πρόβλημα είναι εύκολο. Λύνεται μέσα σε λιγότερο από ένα λεπτό και μην εκπλαγείτε αν μάθετε ξανά πως προέρχεται από το διδακτικό πρόγραμμα δημοτικού σχολείου. Ωστόσο τα σχετικά «περιεχόμενα κεφαλαίων» για αυτό το πρόβλημα, για ακόμη μια φορά, λείπουν, και για άλλη μια φορά ενθαρρύνουμε εσάς, τον αναγνώστη, να το λύσετε. Αν το λύσετε μέσα σε μία ώρα (!), θα ανήκετε στην ελίτ του ενός τοις εκατό των ατόμων που μπόρεσαν να βρουν τη σωστή απάντηση μέσα σε αυτό το χρονικό διάστημα. Το εντυπωσιακό είναι ότι όλοι όσοι έκαναν αυτό το τεστ, είχαν τουλάχιστον ένα προπτυχιακό δίπλωμα στα μαθηματικά, στη μηχανική, ή στην επιστήμη των υπολογιστών.

Η λύση του προβλήματος είναι η εξής:
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Σχ. 0.4: Δύο ξύλα σε ένα πηγάδι

Ας εισάγουμε αρχικά κάποιο συμβολισμό. Τα άκρα του κοντύτερου ξύλου είναι τα σημεία Α και Β και τα άκρα του μακρύτερου τα σημεία C και D (τα σημεία A και C ακουμπούν στο πάτο του πηγαδιού). Το σημείο τομής είναι το σημείο Ε. Το ύψος h του σημείου τομής είναι το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος EF. Ας σημειώσουμε τέλος το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος CE ως x (σχ. 0.4).  

Γνωρίζουμε ότι ΑΒ=4 και CD=5. Είναι εύκολο να υπολογίσουμε ότι AD=4 και ΒC=
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 (Πυθαγόρειο θεώρημα). Τα τρίγωνα CEF και CDA είναι όμοια, άρα
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οπότε h=4x/5. Τα τρίγωνα EBC και EAD  είναι επίσης όμοια, οπότε


[image: image16.wmf]4

5

7

x

x

DA

DE

BC

EC

-

=

Þ

=

.

Από την τελευταία εξίσωση υπολογίζεται το x ως x=5
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Είναι δύσκολο να εκτιμήσετε τις παραπάνω λύσεις των δυο προβλημάτων, εκτός και αν όντως δαπανήσατε κάποιο χρόνο προσπαθώντας να επιλύσετε τα προβλήματα. 

Αυτό που προσπαθούμε να αποδείξουμε είναι ότι μαθαίνουμε πώς να εφαρμόζουμε συγκεκριμένες μεθόδους σε συγκεκριμένα προβλήματα, αλλά μόνο όταν γνωρίζουμε ότι αυτές οι μέθοδοι είναι τέλειες για τη λύση των συγκεκριμένων προβλημάτων. Σχεδόν ποτέ δεν μαθαίνουμε πώς να σκεφτόμαστε γενικά ώστε να λύνουμε προβλήματα – αρκούμαστε στο να απαντούμε σε κάθε ερώτηση στο τέλος κάθε κεφαλαίου χρησιμοποιώντας τις γνώσεις που μας μεταφέρει αυτό το κεφάλαιο.  Ελπίζουμε αυτό να αλλάξει. Περιμένουμε την ημέρα κατά την οποία ορισμένα προβλήματα στο βιβλίο μαθηματικών της πρώτης δημοτικού θα είναι διαφορετικά. Για παράδειγμα, όταν το πρόβλημα

«Χρειάζονται 48 ώρες για να ταξιδέψει ένας πύραυλος από τη Γη στη Σελήνη. Πόσο θα διαρκέσει το ταξίδι αυτό αν ένας νέος πύραυλος είναι δύο φορές γρηγορότερος;»
αντικατασταθεί από το

«Χρειάζονται 48 ώρες για να ταξιδέψει ένας πύραυλος από τη Γη στη Σελήνη. Πόσο θα διαρκέσει το ταξίδι αυτό για δύο πυραύλους;»
το οποίο αναγκάζει το παιδί (ή ακόμη και τον ενήλικα) να σκεφτεί (π.χ. αν πρέπει να πολλαπλασιάσει ή να διαιρέσει το 48 με το 2, ή αν θα χρειαστούν τελικά 48 ώρες). Ακόμη και σε μεγαλύτερες τάξεις υπάρχουν ορισμένες πιθανότητες:

Στρίβουμε ένα νόμισμα. Το αποτέλεσμα είναι κορώνα. Τι πιστεύετε ότι θα φέρει η επόμενη απόπειρα; 

Αυτό που λείπει στα περισσότερα διδακτικά προγράμματα – σε όλα τα επίπεδα, από το δημοτικό σχολείο έως την πανεπιστημιακή εκπαίδευση – είναι η καλλιέργεια των δεξιοτήτων επίλυσης προβλημάτων. Οι νέοι άνθρωποι συχνά δυσκολεύονται πολύ να λύσουν οποιοδήποτε πραγματικό πρόβλημα καθώς τα πραγματικά προβλήματα δεν βρίσκονται σε κανένα κεφάλαιο! Αυτό το βιβλίο έχει σχεδιαστεί όχι μόνο για να σας παρουσιάσει μια σειρά αλγόριθμων και τεχνικών επίλυσης προβλημάτων βιβλίων διδασκαλίας, αλλά και για να σας αναγκάσει να σκεφθείτε πώς θα οριοθετείτε και θα λύνετε τα προβλήματα, ειδικά αυτά που δεν βρίσκονται στο τέλος του κεφαλαίου ενός βιβλίου.

Εμείς οι άνθρωποι έχουμε την τάση να παίζουμε με την ικανότητά μας να λύνουμε προβλήματα. Μέχρι που φθάσαμε να θεωρήσουμε τους εαυτούς μας σοφούς. Θα σκεφτόταν κανείς ότι ένα τόσο σοφό και μεγαλοφυές oν θα ήταν σε θέση να λύσει τα προβλήματά του. Παρόλα αυτά, ο κόσμος είναι γεμάτος προβλήματα. Ελπίζουμε ότι αυτό το βιβλίο θα σας βοηθήσει να λύσετε όχι μόνο τα δικά σας προβλήματα αλλά και τα προβλήματα των άλλων.

Ι. Η Ηλικία Των Τριών Γιων

Ένας από τους λόγους για τους οποίους είναι δύσκολη η επίλυση προβλημάτων είναι το γεγονός ότι δεν γνωρίζουμε από που να ξεκινήσουμε. Όταν αποφασίσουμε ποια πορεία θα ακολουθήσουμε, τότε μπορούμε ευκολότερα να φθάσουμε στην λύση. Ωστόσο, η απόφαση αυτή αποτελεί μία σημαντική πρόκληση, η οποία συχνά είναι και το πιο δύσκολο σημείο, αφού πρόκειται για το καθαρά δημιουργικό μέρος στην επίλυση του προβλήματος: θα πρέπει να δημιουργήσετε το πλάνο στο οποίο θα βασιστείτε για να φθάσετε στην λύση. Χωρίς το πλάνο είστε χαμένοι. Εδώ έχετε την ευκαιρία να επιδείξετε την ευφυΐα σας! Αυτό που θα σας βοηθήσει στην διαμόρφωση μίας πορείας από το πρόβλημα στην λύση του είναι να εξετάζετε πάντα όλα τα δεδομένα που διαθέτετε. Αυτή είναι βέβαια μία καλή συμβουλή από κάθε άποψη, αλλά στην περίπτωση που βρίσκεστε στην αρχή της αναζήτησης λύσης για ένα πρόβλημα θεωρείται απαραίτητη. Εάν δεν υπολογίσετε από την αρχή σωστά όλα τα δεδομένα, αυτό ίσως σας στερήσει την μοναδική ευκαιρία να βρείτε την λύση. Μελετήστε όλες τις πληροφορίες που διαθέτετε, προσδιορίστε τις επιπτώσεις αυτών των δεδομένων ή των στοιχείων, και κατόπιν προσπαθήστε να εντοπίσετε την σχέση μεταξύ του στόχου και των δεδομένων σας.

Δοκιμάστε να επιλύσετε το παρακάτω πρόβλημα. Δύο άνδρες συναντιούνται στον δρόμο. Έχουν πολλά χρόνια να βρεθούνΣυζητάνε για διάφορα θέματα και κάποια στιγμή ο ένας από τους δύο λέει: «Εσύ που είσαι μαθηματικός, θα μπορείς να λύσεις το πρόβλημα που θα σου θέσω. Σήμερα είναι μία ξεχωριστή ημέρα για μένα: Έχουν και οι τρεις γιοι μου τα γενέθλιά τους! Τι ηλικία έχει ο καθένας;»

«Φυσικά μπορώ,» απάντησε ο μαθηματικός, «όμως, θα πρέπει να μου δώσεις κάποιες πρόσθετες πληροφορίες για αυτούς».

«Εντάξει, θα σου δώσω κάποια στοιχεία.» απάντησε ο πατέρας των τριών γιων, «Το γινόμενο των ηλικιών τους είναι 36».

«Τέλεια», αποκρίθηκε ο μαθηματικός, «αλλά χρειάζομαι και άλλα στοιχεία».

«Το άθροισμα των ηλικιών τους ισούται με τον αριθμό των παραθύρων αυτού του κτιρίου,» πρόσθεσε ο πατέρας δείχνοντας το κτίριο που ήταν δίπλα τους.

Ο μαθηματικός σκέφτεται για λίγο και απαντάει, «Χρειάζομαι μία ακόμα πληροφορία για να λύσω το πρόβλημα που μου θέτεις.»

«Ο μεγαλύτερος γιος μου έχει μπλε μάτια» απαντάει ο πατέρας.

«Α, τώρα το βρήκα!» αναφωνεί ενθουσιασμένος ο μαθηματικός και δίνει την σωστή απάντηση στον πατέρα, δηλαδή τις ηλικίες των τριών γιων του.

Τώρα δοκιμάστε και εσείς να βρείτε την λύση σε αυτό πρόβλημα ακολουθώντας τον συλλογισμό του μαθηματικού. Το πρόβλημα είναι αρκετά εύκολο, αν και οι περισσότεροι άνθρωποι δυσκολεύονται να το επιλύσουν.

Πώς τα πήγατε; Εάν δεν αντισταθήκατε στον πειρασμό να γυρίσετε την σελίδα και να βρείτε την απάντηση, τότε δώστε την ευκαιρία στον εαυτό σας επιστρέφοντας στο πρόβλημα, πριν είναι πολύ αργά!

Για να ξεκινήσουμε, λοιπόν, ας εξετάσουμε προσεχτικά όλες τις πληροφορίες που δίνονται μέσα από τον διάλογο. Τι συμπεραίνουμε από τις πρώτες πληροφορίες; Εάν το γινόμενο των ηλικιών των τριών γιων είναι 36, υπάρχουν μόνο οκτώ πιθανές λύσεις. Αυτό περιορίζει τον χώρο αναζήτησης σε μόνο οκτώ περιπτώσεις:

	Ηλικία γιου 1
	Ηλικία γιου 2
	Ηλικία γιου 3

	36
	1
	1

	18
	2
	1

	12
	3
	1

	9
	4
	1

	9
	2
	2

	6
	6
	1

	6
	3
	2

	4
	3
	3


Το δεύτερο μέρος των πληροφοριών ήταν ότι το σύνολο των ηλικιών των γιων είναι το ίδιο με τον αριθμό των παραθύρων του κτιρίου. Πρέπει να υποθέσουμε ότι ο μαθηματικός γνώριζε τον αριθμό των παραθύρων, έτσι γνώριζε το σύνολο. Ποιες είναι οι πιθανότητες εδώ; Πώς μπορούν να χρησιμεύσουν αυτά τα στοιχεία; Προσθέτοντας τους αριθμούς για όλες τις περιπτώσεις έχουμε τα ακόλουθα σύνολα:

36 + 1 +1 = 38

18 + 2 + 1 = 21

12 + 3 + 1 = 16

9 + 4 + 1 = 14

9 + 2 + 2 = 13

6 + 6 + 1 = 13

6 + 3 + 2 = 11

4 + 3 + 3 = 10

Τώρα όλα είναι ξεκάθαρα. Εάν ο αριθμός των παραθύρων στο κτίριο ήταν 21 (ή 38, 16, 14, 11 ή 10), ο μαθηματικός θα είχε δώσει αμέσως την απάντηση. Όμως, είπε ότι χρειαζόταν μία ακόμα πληροφορία. Αυτό δείχνει ότι ο αριθμός των παραθύρων ήταν 13 και επομένως έχουμε δύο και μόνο δύο εκδοχές:

(9, 2, 2) ή (6, 6, 1)

Καθώς η δεύτερη εκδοχή δεν έχει έναν μεγαλύτερο γιο («ο μεγαλύτερος γιος έχει μπλε μάτια»), οι ηλικίες των τριών γιων πρέπει να είναι (9, 2, 2). 

Αυτό που καθιστά το πρόβλημα ευκολότερο από ότι θα μπορούσε να είναι, είναι το γεγονός ότι η σειρά με την οποία θα πρέπει να εξετάσετε τις πληροφορίες για αυτό είναι η ίδια με την σειρά με την οποία δηλώνονται. Είναι σαν να σας δίνουν έτοιμη την λύση οι δημιουργοί του προβλήματος. Τα προβλήματα του πραγματικού κόσμου δεν είναι τόσο ξεκάθαρα. Ωστόσο, εάν λαμβάνετε υπόψη σας όλα τα διαθέσιμα δεδομένα, τότε θα ξεκινάτε πάντα από την σωστή βάση. 

1. Γιατί Ορισμένα Προβλήματα Είναι Δύσκολα;

Τα προβλήματα είναι δημιούργημα του ανθρώπου και άρα μπορούν να επιλυθούν από τον άνθρωπο. 

ομιλία του John F. Kennedy, 10 Ιουνίου 1963

Διατρέχοντας τον κίνδυνο να ξεκινήσουμε με μία ταυτολογία, θα λέγαμε ότι τα προβλήματα του πραγματικού κόσμου είναι δύσκολα για διάφορους λόγους:

· Ο αριθμός των πιθανών λύσεων στον χώρο αναζήτησης είναι τόσο μεγάλος που δεν επιτρέπει μία εξαντλητική αναζήτηση για την βέλτιστη απάντηση.

· Το πρόβλημα είναι τόσο πολύπλοκο, ώστε για να διευκολυνθεί η επίλυσή του θα πρέπει να χρησιμοποιηθούν εξαιρετικά απλοποιημένα μοντέλα, γεγονός που καθιστά άχρηστο κάθε αποτέλεσμα.

· Η συνάρτηση αξιολόγησης που περιγράφει την ποιότητα κάθε προτεινόμενης λύσης προκαλεί προβλήματα ή διαφοροποιείται με το πέρασμα του χρόνου, και επομένως, δεν αρκεί μία μόνο λύση αλλά μία σειρά από λύσεις.

· Οι πιθανές λύσεις έχουν τόσο αυστηρούς περιορισμούς, ώστε ακόμα και η αναζήτηση μίας εφικτής λύσης είναι δύσκολη, πόσο μάλλον η αναζήτηση της βέλτιστης λύσης. 

· Αυτός που ασχολείται με την επίλυση του προβλήματος δεν είναι αρκετά προετοιμασμένος ή θεωρεί ότι υπάρχει κάποιο ψυχολογικό εμπόδιο που δεν του επιτρέπει να ανακαλύψει την λύση.

Φυσικά, σε αυτήν την λίστα μπορούν να προστεθούν και άλλα πιθανά εμπόδια. Για παράδειγμα, μπορούμε να συμπεριλάβουμε την σύγχυση που σχετίζεται με τις παρατηρήσεις και τις μετρήσεις μας, την αβεβαιότητα για τις πληροφορίες που διαθέτουμε, καθώς και τις δυσκολίες που παρουσιάζουν τα προβλήματα με πολλούς και πιθανώς αντικρουόμενους στόχους (γεγονός που απαιτεί ίσως ένα σύνολο λύσεων και όχι μία μοναδική λύση). Ωστόσο, η παραπάνω λίστα αρκεί για την περίπτωσή μας. Καθεμία από τις προαναφερθείσες περιπτώσεις αποτελούν ένα ξεχωριστό πρόβλημα. Για να επιλύσουμε ένα πρόβλημα, θα πρέπει πρώτα να το κατανοήσουμε. Ας εξετάσουμε λοιπόν αναλυτικά όλα αυτά τα ζητήματα.

1.1 Το μέγεθος του χώρου αναζήτησης

Ένα από τα βασικά προβλήματα στην λογική είναι το πρόβλημα ικανοποιησιμότητας λογικών προτάσεων (Satisfiability Problem ή εν συντομία SAT). Στόχος είναι για μία σύνθετη πρόταση Boolean μεταβλητών να γίνει ανάθεση τιμών στις μεταβλητές, ώστε η πρόταση να ισοδυναμεί με ΑΛΗΘΕΣ. Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι έχουμε 100 μεταβλητές σε συζευκτική κανονική μορφή:
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Αναζητάμε την ανάθεση τιμής για κάθε μεταβλητή 
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 ΑΛΗΘΕΣ. Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε 1 και 0 ως συνώνυμα για το ΑΛΗΘΕΣ και ΨΕΥΔΕΣ, με 
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 είναι ΑΛΗΘΕΣ ή 1, τότε το 
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 θα είναι ΨΕΥΔΕΣ ή 0).

Ανεξάρτητα από το πρόβλημα που έχουμε να επιλύσουμε, είναι χρήσιμο να εξετάζουμε πάντα τον χώρο των πιθανών λύσεων. Στην περίπτωση αυτή, κάθε δυαδική συμβολοσειρά μήκους 100 αποτελεί μία πιθανή λύση στο πρόβλημα. Έχουμε δύο επιλογές για κάθε μεταβλητή, και εάν έχουμε 100 μεταβλητές, τότε θα έχουμε και 2100 πιθανότητες. Επομένως, το μέγεθος του χώρου αναζήτησης S είναι |S| = 2100  ≈  1030. Πρόκειται για έναν τεράστιο αριθμό! Είναι εντελώς ανέφικτο να δοκιμάσουμε όλες αυτές τις εναλλακτικές. Εάν είχαμε έναν υπολογιστή που θα μπορούσε να δοκιμάσει 1000 συμβολοσειρές ανά δευτερόλεπτο και λειτουργούσε από την αρχή του κόσμου, πριν από 15 δισεκατομμύρια έτη, θα είχαμε εξετάσει λιγότερο από ένα τοις εκατό όλων των πιθανοτήτων έως σήμερα. 

Επιπλέον, η επιλογή της συνάρτησης αξιολόγησης που θα χρησιμοποιήσουμε δεν είναι σαφής. Αυτό που χρειαζόμαστε από μία συνάρτηση αξιολόγησης  είναι κάποιες οδηγίες σχετικές με την ποιότητα της προτεινόμενης λύσης. Οι λύσεις που προσεγγίζουν την σωστή απάντηση θα πρέπει να παρέχουν καλύτερες αξιολογήσεις από τις λύσεις που δεν πλησιάζουν την σωστή απάντηση. Εδώ, όμως, θα πρέπει να υπολογίσουμε το 
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 που μπορεί να είναι είτε ΑΛΗΘΕΣ είτε ΨΕΥΔΕΣ. Εάν δοκιμάσουμε μία συμβολοσειρά 
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  επιστρέψει τιμή ΑΛΗΘΕΣ τότε τα καταφέραμε: βρήκαμε την απάντηση. Εάν όμως το 
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 επιστρέψει τιμή ΨΕΥΔΕΣ, τότε τι γίνεται; Επίσης, σχεδόν κάθε πιθανή συμβολοσειρά από 0 και 1 που μπορεί να δοκιμάσουμε θα επιστρέψει πιθανότατα τιμή ΨΕΥΔΕΣ, επομένως, πώς μπορούμε να διακρίνουμε τις «καλύτερες» από τις «χειρότερες» πιθανές λύσεις; Εάν χρησιμοποιούσαμε μία απαριθμητική αναζήτηση, δεν θα είχαμε πρόβλημα, γιατί θα εξετάζαμε κάθε πιθανότητα έως ότου βρίσκαμε κάποια ενδιαφέρουσα. Εάν, όμως, επιθυμούμε μέσα από την συνάρτηση αξιολόγησης να βρούμε τις βέλτιστες λύσεις πιο γρήγορα από ότι με την απαρίθμηση, δεν αρκεί μία λύση «σωστή» ή «λανθασμένη». Ο τρόπος με τον οποίο μπορούμε να το επιτύχουμε αυτό για το πρόβλημα SAT δεν είναι ξεκάθαρος από την αρχή.

Ορισμένα προβλήματα μοιάζουν ευκολότερα από τα προβλήματα SAT γιατί προτείνουν φυσικά μία πιθανή συνάρτηση αξιολόγησης. Ακόμα όμως και σε αυτή την περίπτωση, το μέγεθος του χώρου αναζήτησης μπορεί να είναι τεράστιο. Για παράδειγμα, ας εξετάσουμε το πρόβλημα του περιοδεύοντος πωλητή (Traveling Salesman Problem ή εν συντομία TSP). Θεωρητικά, είναι πολύ απλό: ο περιοδεύων αντιπρόσωπος πρέπει να επισκεφθεί κάθε πόλη στην περιοχή αρμοδιότητάς του μόνο μία φορά και μετά να επιστρέψει διανύοντας την συντομότερη απόσταση. Μερικά παρεμφερή προβλήματα απαιτούν ελαφρώς διαφορετικά κριτήρια, όπως η αναζήτηση μίας διαδρομής που απαιτεί τον ελάχιστο χρόνο ταξιδιού, ή το ελάχιστο κόστος καυσίμων, ή διάφορα άλλα κριτήρια, ωστόσο, η γενική ιδέα παραμένει ίδια. Δεδομένου του κόστους ταξιδιού μεταξύ κάθε ζεύγους πόλεων, πώς πρέπει προγραμματίσει το δρομολόγιό του ο αντιπρόσωπος, ώστε να επιτύχει το ελάχιστο κόστος διαδρομής;

Το Σχήμα 1.1 περιγράφει ένα απλό συμμετρικό TSP 20 πόλεων όπου η απόσταση μεταξύ κάθε ζεύγους πόλεων i και j είναι ίδια προς κάθε κατεύθυνση. Δηλαδή, dist(i,j)=dist(j,i). Οι πραγματικές αποστάσεις δεν αναφέρονται στο σχήμα, αλλά μπορούμε να υποθέσουμε ότι έτσι είναι. Εναλλακτικά, μπορούμε να έχουμε ένα μη συμμετρικό TSP όπου dist(i,j) ≠ dist(j,i) για ένα ορισμένο i και j. Αυτές οι δύο κατηγορίες του TSP παρουσιάζουν διάφορα προβλήματα στην αναζήτηση των διαδρομών ελάχιστου κόστους.
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Σχ.1.1. Ένα πρότυπο TSP. Στα TSP που περιγράφουν τα σχολικά βιβλία συνήθως επιτρέπονται διαδρομές από κάθε πόλη προς κάθε άλλη πόλη, όμως, στα προβλήματα του πραγματικού κόσμου δεν δίνονται πάντα τέτοιες ευκαιρίες.

Επομένως, ποιος είναι ο χώρος αναζήτησης για το TSP; Μία πιθανότητα θα ήταν να θεωρήσουμε ως χώρο αναζήτησης το σύνολο μεταθέσεων n πόλεων. Κάθε μετάθεση n πόλεων αποδίδει μία ταξινομημένη λίστα που καθορίζει την ακολουθία των πόλεων που θα επισκεφθεί ο αντιπρόσωπος, ξεκινώντας από την έδρα του και συνεχίζοντας στον τελευταίο προορισμό πριν την επιστροφή στην έδρα. Η βέλτιστη λύση είναι μία μετάθεση που αποδίδει την διαδρομή ελάχιστου κόστους. Να θυμάστε ότι διαδρομές όπως οι παρακάτω:

2 - ... – 6 – 15 – 3 – 11- 19 – 17 ,

15 – 3 – 11 – 19 – 17 – 2 -  ... – 6 ,

 3 – 11 – 19 – 17 – 2 - ... – 6 – 15, κλπ.

είναι ίδιες γιατί η περίμετρος που δημιουργεί η καθεμία είναι ίδια ανεξάρτητα από την πόλη-αφετηρία, και υπάρχουν n διαδρομές σαν αυτήν για κάθε TSP n πόλεων. Είναι, λοιπόν, εύκολο να δούμε ότι κάθε διαδρομή μπορεί να αναπαρασταθεί με 2n διαφορετικούς τρόπους (για ένα συμμετρικό TSP). Και εφόσον υπάρχουν n! τρόποι για μετάθεση n αριθμών, το μέγεθος του χώρου αναζήτησης είναι 
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Πάλι έχουμε έναν τεράστιο αριθμό! Για κάθε n > 6, o αριθμός των πιθανών λύσεων στο TSP με n πόλεις είναι μεγαλύτερος από τον αριθμό των πιθανών λύσεων στο πρόβλημα SAT με n μεταβλητές. Επιπλέον, η διαφορά μεταξύ των μεγεθών αυτών των δύο χώρων αναζήτησης αυξάνεται άμεσα όσο αυξάνεται το n. Για n = 6, υπάρχουν 5!/2 = 60 διαφορετικές λύσεις στο TSP και 26 = 64 λύσεις σε ένα SAT. Αλλά για n = 7 αυτοί οι αριθμοί είναι 360 και 128 αντίστοιχα.

Για να δούμε το απίστευτο ποσοστό αύξησης του (n -1)!/2, ας υποθέσουμε ότι έχουμε τους εξής αριθμούς:

· Ένα TSP 10 πόλεων έχει περίπου 181.000 πιθανές λύσεις.

· Ένα TSP 20 πόλεων έχει περίπου 10.000.000.000.000.000 πιθανές λύσεις

· Ένα TSP 50 πόλεων έχει περίπου 100.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000 πιθανές λύσεις.

Υπάρχουν μόνο 1.000.000.000.000.000.000.000 λίτρα νερού στον πλανήτη, έτσι ένα TSP 50 πόλεων έχει έναν αφάνταστα μεγάλο χώρο αναζήτησης. Είναι πραγματικά τόσο μεγάλος, ώστε ο ανθρώπινος νους δεν μπορεί καν να συλλάβει τέτοια νούμερα.

Ακόμα και αν το TSP έχει έναν απίστευτα μεγάλο χώρο αναζήτησης, η συνάρτηση αξιολόγησης που μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε για να υπολογίσουμε την ποιότητα κάθε συγκεκριμένης διαδρομής πόλεων είναι πολύ απλούστερη από αυτήν που είδαμε για το SAT. Εδώ, μπορούμε να αναφερθούμε σε έναν πίνακα που θα εμφανίζει όλες τις αποστάσεις μεταξύ κάθε ζεύγους πόλεων, και μετά από n προσθέσεις μπορούμε να υπολογίσουμε την απόσταση κάθε υποψήφιας διαδρομής και να την χρησιμοποιήσουμε για να αξιολογήσουμε το πλεονέκτημά της. Για παράδειγμα, το κόστος της διαδρομής

15 – 3 – 11 – 19 – 17 – 2 - ... – 6

είναι
Cost = dist(15,3) + dist(3,11) + dist(11,19) + … + dist(6,15).

Θα ελπίζαμε ότι αυτή, η πιο φυσική συνάρτηση αξιολόγησης θα μπορούσε να μας βοηθήσει στην αναζήτηση χρήσιμων λύσεων στο TSP παρά το μέγεθος του χώρου αναζήτησης. 

Ας εξετάσουμε ένα τρίτο παράδειγμα – ένα συγκεκριμένο πρόβλημα μη  γραμμικού προγραμματισμού (NLP). Πρόκειται για ένα δύσκολο πρόβλημα, με το οποίο έχει ασχοληθεί η επιστημονική κοινότητα και καμία παραδοσιακή μέθοδος βελτιστοποίησης δεν έχει δώσει ικανοποιητικό αποτέλεσμα. Το πρόβλημα [1]  είναι η μεγιστοποίηση της συνάρτησης:
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Η συνάρτηση G2 είναι μη γραμμική και το ολικό μέγιστό της άγνωστο, αλλά βρίσκεται κοντά στην αρχή των αξόνων (origin). Το πρόβλημα βελτιστοποίησης θέτει έναν μη γραμμικό περιορισμό και έναν γραμμικό περιορισμό ( ο τελευταίος είναι ανενεργός κοντά στην αρχή των αξόνων). 

Ποιο είναι το μέγεθος του χώρου αναζήτησης τώρα; Από μία άποψη, εξαρτάται από την διαστασιμότητα του προβλήματος – τον αριθμό των μεταβλητών. Όταν το αντιμετωπίζουμε ως ένα αμιγώς μαθηματικό πρόβλημα, με n μεταβλητές, κάθε διάσταση μπορεί να περιέχει άπειρο αριθμό πιθανών τιμών, έτσι έχουμε έναν απείρως μεγάλο χώρο. Όμως, σε έναν υπολογιστή όπου όλα είναι ψηφιακά και πεπερασμένα, εάν εφαρμόσουμε έναν αλγόριθμο για την ανεύρεση του βέλτιστου G2, θα πρέπει να λάβουμε υπόψη την διαθέσιμη υπολογιστική ακρίβεια. Εάν η ακρίβεια μας δίνει έξι δεκαδικά ψηφία, τότε κάθε μεταβλητή μπορεί να έχει 10.000.000 διαφορετικές τιμές. Συνεπώς, το μέγεθος του χώρου αναζήτησης θα είναι |S| = 10.000.000n = 107 n. Αυτός ο αριθμός είναι πολύ μεγαλύτερος από τον αριθμό των λύσεων για το TSP. Ακόμα και για n = 50 υπάρχουν 10350 λύσεις στο NLP με μόνο έξι δεκαδικά ψηφία ακρίβειας. Οι περισσότεροι υπολογιστές μπορούν να παρέχουν δύο φορές αυτήν την ακρίβεια.
Τι γίνεται όμως με την συνάρτηση αξιολόγησης; Πώς μπορούμε να υπολογίσουμε την ποιότητα των εναλλακτικών λύσεων; Ένας τρόπος θα ήταν να χρησιμοποιούσαμε την ίδια την συνάρτηση G2 ως μία συνάρτηση αξιολόγησης. Οι λύσεις που θα απέδιδαν υψηλότερες τιμές από την G2 θα θεωρούνταν καλύτερες από αυτές που θα απέδιδαν χαμηλότερες τιμές. Ωστόσο, υπάρχουν ορισμένες δυσκολίες σε αυτή την επιλογή, γιατί όπως φαίνεται και στο σχήμα 1.2, υπάρχουν ανέφικτες περιοχές (infeasible regions) και σε όλα τα ανέφικτα σημεία (infeasible points) είναι αντιστοιχισμένη η τιμή μηδέν. 
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Σχ.1.2. Το γράφημα της συνάρτησης G2 για n = 2. Στις ανέφικτες λύσεις ανατέθηκε η τιμή μηδέν

Το ενδιαφέρον όριο μεταξύ εφικτών και ανέφικτων περιοχών καθορίζεται από την εξίσωση 
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, και η βέλτιστη λύση βρίσκεται σε αυτό ή κοντά σε αυτό το όριο. Η αναζήτηση των ορίων ενός εφικτού τμήματος του χώρου αναζήτησης δεν είναι εύκολη υπόθεση. Απαιτεί ειδικούς τελεστές, προσαρμοσμένους για αυτόν ακριβώς τον σκοπό και για αυτό το συγκεκριμένο πρόβλημα. Αυτό παρουσιάζει ένα πρόσθετο επίπεδο δυσκολίας που δεν αντιμετωπίσαμε στο SAT ή το TSP (παρόλο που και στο TSP, όπου δεν επιτρέπονταν η μετάβαση μεταξύ όλων των πιθανών ζευγών πόλων, κάποιες μεταθέσεις θα ήταν εξίσου ανέφικτες). Ακόμα και χωρίς αυτήν την πρόσθετη πληροφορία, είναι προφανές ότι και τα προβλήματα που στην αρχή φαίνονται απλά, μπορεί να παρουσιάζουν σημαντικές δυσκολίες, εξαιτίας του αριθμού των εναλλακτικών λύσεων. Το μέσο για την επινόηση τρόπων που θα αξιολογούν αυτές τις λύσεις δεν είναι πάντα σαφές. 

1.2 Μοντελοποίηση του προβλήματος

Κάθε φορά που επιλύουμε ένα πρόβλημα, στην πραγματικότητα βρίσκουμε την λύση σε ένα μοντέλο του προβλήματος. Όλα τα μοντέλα αποτελούν μία απλοποίηση του πραγματικού κόσμου, αλλιώς θα ήταν τόσο σύνθετα και δύσχρηστα όσο το ίδιο το φυσικό περιβάλλον. Η διαδικασία επίλυσης προβλημάτων συνίσταται σε δύο ξεχωριστά γενικά βήματα: (1) δημιουργία ενός μοντέλου του προβλήματος, και (2) χρήση αυτού του μοντέλου για γενίκευση μίας λύσης:

Πρόβλημα → Μοντέλο → Λύση.

Η «λύση» είναι απλά μία λύση στο μοντέλο. Εάν το μοντέλο έχει υψηλό βαθμό πιστότητας, τότε και η λύση θα έχει νόημα. Αντίθετα, εάν το μοντέλο περιέχει πολλές μη ικανοποιήσιμες υποθέσεις και πρόχειρες προσεγγίσεις, τότε η λύση δεν θα έχει νόημα.

Τα SAT, TSP, και NLP αποτελούν τρεις γνωστές μαθηματικές μορφές μοντέλων που μπορούν να εφαρμοστούν σε πολλές διαφορετικές περιπτώσεις. Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα εργοστάσιο που κατασκευάζει αυτοκίνητα σε διάφορα χρώματα και υπάρχουν συνολικά n χρώματα. Αναζητάμε το βέλτιστο πρόγραμμα παραγωγής που θα ελαχιστοποιήσει το συνολικό κόστος βαψίματος των αυτοκινήτων. Ωστόσο, θα πρέπει να λάβουμε υπόψη ότι κάθε μηχάνημα που χρησιμοποιείται στην γραμμή παραγωγής θα πρέπει να αλλάζει από το ένα χρώμα στο άλλο μεταξύ των εργασιών, και το κόστος μίας τέτοιας αλλαγής (ονομάζεται μεταβολή) εξαρτάται από τα δύο χρώματα που χρησιμοποιούνται και την σειρά τους. Το κόστος εναλλαγής από το κίτρινο στο μαύρο μπορεί να είναι 30 μονάδες και μπορεί να υπολογιστεί σε Ευρώ, λεπτά ή σε άλλο εύλογο μέτρο. Το κόστος επιστροφής από το μαύρο στο κίτρινο μπορεί να είναι 80 μονάδες.
 Το κόστος εναλλαγής από κίτρινο σε πράσινο μπορεί να είναι 35 μονάδες, και τα λοιπά. Για να ελαχιστοποιήσουμε τα κόστη, θα πρέπει να βρούμε μία αλληλουχία εργασιών που να πληροί όλες τις απαιτήσεις παραγωγής για τον αριθμό των αυτοκινήτων κάθε χρώματος έγκαιρα και ταυτόχρονα να διατηρήσουμε τα κόστη παραγωγής όσο το δυνατό χαμηλότερα. Αυτή την διαδικασία μπορούμε να την παραλληλίσουμε με ένα TSP, όπου η κάθε πόλη αντιστοιχεί σε μία εργασία που αφορά στο βάψιμο ενός συγκεκριμένου αυτοκινήτου με ένα συγκεκριμένο χρώμα και η απόσταση μεταξύ των πόλεων αντιστοιχεί στο κόστος αλλαγής εργασιών. Σε αυτήν την περίπτωση το TSP δεν θα είναι συμμετρικό.

Ας εξετάσουμε το παρακάτω σενάριο που περιγράφει τον τρόπο με τον οποίο οι απλοποιήσεις ενυπάρχουν στην μοντελοποίηση. Ας υποθέσουμε ότι μία εταιρία έχει n αποθήκες που φυλάσσουν δεσμίδες χαρτιού. Αυτά τα αποθέματα πρόκειται να παραδοθούν σε k κέντρα διανομής. Θα θεωρήσουμε τις αποθήκες και τα κέντρα διανομής ως προελεύσεις και προορισμούς αντίστοιχα. Κάθε πιθανή διαδρομή παράδοσης μεταξύ μίας αποθήκης i και ενός κέντρου διανομής  j έχει ένα μετρήσιμο κόστος μεταφοράς, που ορίζεται από την συνάρτηση  fij. Το σχήμα αυτής της συνάρτησης εξαρτάται από ένα πλήθος παραγόντων, όπως η απόσταση μεταξύ της αποθήκης και του κέντρου διανομής, η ποιότητα των δρόμων, η κυκλοφοριακή συμφόρηση, ο αριθμός των υποχρεωτικών στάσεων, το μέσο όριο ταχύτητας και τα λοιπά. Για παράδειγμα, η συνάρτηση κόστους μεταφοράς μεταξύ της αποθήκης 2 και του κέντρου διανομής 3 μπορεί να οριστεί ως εξής:
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 αναφέρεται στην ποσότητα των προμηθειών που μεταφέρθηκαν από το 2 στο 3 (το σχ.1.3 δείχνει το γράφημα της συνάρτησης f23).
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Σχ. 1.3.  Ένα παράδειγμα συνάρτησης κόστους μεταφοράς για μία δεδομένη προέλευση και έναν δεδομένο προορισμό

Ακόμα και αν αυτή η συνάρτηση μοιάζει κάπως ασυνήθιστη, ο λόγος που χρησιμοποιείται στο μοντέλο του προβλήματος μεταφοράς είναι αρκετά ξεκάθαρος. Εάν δεν υπάρχει παράδοση, το κόστος, φυσικά, είναι μηδέν. Εάν μεταφερθούν έως και τρεις δεσμίδες χαρτιού, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μία ειδική συσκευασία μεταφοράς. Αυτό συνεπάγεται ένα γενικό κόστος τεσσάρων μονάδων για την συσκευασία και ένα πρόσθετο κόστος 3.33 μονάδων ανά δεσμίδα. Έτσι, το κόστος στην περίπτωση αυτή αυξάνει γραμμικά. Ωστόσο, εάν μεταφέρουμε περισσότερες από τρεις δεσμίδες αλλά όχι πάνω από έξι, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε ένα κουτί με μεταλλικό πλέγμα. Σε αυτήν την περίπτωση, το κόστος είναι σταθερό στις 19.5 μονάδες, ανεξάρτητα από τον αριθμό των δεσμίδων που θα μεταφερθούν. Τέλος, εάν μεταφέρουμε περισσότερες από έξι δεσμίδες χαρτιού θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε ένα μεγάλο ενισχυμένο κιβώτιο, με συνολικό κόστος μεταφοράς που εξαρτάται από τον αριθμό των δεσμίδων που θα μεταφερθούν και αυξάνεται ως τετραγωνική ρίζα αυτής της ποσότητας συν ένα μικρό κόστος 0.5 μονάδες.

Με αυτά τα δεδομένα, μπορούμε να δημιουργήσουμε ένα μοντέλο του προβλήματος:

Ελαχιστοποίηση της


[image: image44.wmf]å

å

=

=

n

i

ij

k

j

ij

x

f

1

1

)

(


για


[image: image45.wmf]k

j

and

n

i

for

x

k

j

for

j

dest

x

n

i

for

i

sour

x

ij

n

i

ij

k

j

ij

,...,

2

,

1

,...

2

,

1

0

,...

2

,

1

)

(

,...

2

,

1

),

(

1

1

=

=

³

=

£

=

£

å

å

=

=


όπου sour είναι η προέλευση και dest ο προορισμός. Οι περιορισμοί του προβλήματος καθορίζουν μία εφικτή λύση: καμία μεταφορά από οποιαδήποτε αποθήκη δεν υπερβαίνει τον αριθμό των διαθέσιμων δεσμίδων της αποθήκης, και η συνολική μεταφορά σε οποιοδήποτε κέντρο διανομής πρέπει να ικανοποιεί την ζήτησή του (δηλαδή, η συνολική μεταφορά είναι τουλάχιστον ίση με τον αριθμό των δεσμίδων που παραγγέλθηκαν).

Θα μπορούσαμε να πούμε ότι αυτή η συνάρτηση κόστους περιγράφει πιστά την κατάσταση του πραγματικού κόσμου (δηλαδή, με ακρίβεια), παραβλέποντας τα κόστη που σχετίζονται με τους παράγοντες που προαναφέραμε, όπως την κίνηση μεταξύ της προέλευσης και του προορισμού και τα λοιπά. Μπορούμε να δημιουργήσουμε παρόμοιες συναρτήσεις που περιγράφουν τα έξοδα μεταφοράς των δεσμίδων χαρτιού από κάθε αποθήκη σε κάθε κέντρο διανομής. Ωστόσο, ακόμα και σε αυτήν την περίπτωση, ένα τέτοιο πιστό μοντέλο του προβλήματος θα είχε περιορισμένη εφαρμογή, γιατί αυτές οι συναρτήσεις είναι εξαιρετικά σύνθετες για πολλούς παραδοσιακούς αλγόριθμους βελτιστοποίησης. Για τους αρχάριους, αυτές οι συναρτήσεις περιέχουν ασυνέχειες που προκαλούν σημαντικά προβλήματα. Τα αποτελέσματα που θα εξήγαμε χρησιμοποιώντας κάποιες μεθόδους κλίσης (gradient-based methods) σε αυτές τις συναρτήσεις δεν θα ήταν αξιόπιστα [2]. Συνεπώς, δεν μπορούμε να αναζητήσουμε μία λύση με βάση αυτό το μοντέλο, και άρα το μοντέλο – όσο τέλειο κι αν είναι – δεν μπορεί να μας βοηθήσει!

Τι επιλογές έχουμε; Υπάρχουν τουλάχιστον δύο δυνατότητες που μπορούμε να ακολουθήσουμε:

Ι.
Μπορούμε να απλοποιήσουμε το μοντέλο έτσι ώστε οι παραδοσιακές μέθοδοι βελτιστοποίησης να παρέχουν καλύτερες απαντήσεις.

ΙΙ.
Μπορούμε να διατηρήσουμε το μοντέλο όπως είναι, και να χρησιμοποιήσουμε μία μη παραδοσιακή προσέγγιση για την ανεύρεση της σχεδόν βέλτιστης λύσης.

Ο πρώτος τρόπος είναι αρκετά ελκυστικός. Για παράδειγμα, μπορούμε να προσεγγίσουμε την συνάρτηση 
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όπου x είναι ο αριθμός των δεσμίδων που μεταφέρθηκαν από το 2 στο 3 (το σχ.1.4 δείχνει το γράφημα της προσεγγιστικής συνάρτησης
[image: image48.wmf]23

f

¢

 μαζί με την αρχική συνάρτηση 
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Σχ.1.4. Μία προσέγγιση της συνάρτησης κόστους μεταφοράς (έντονη γραμμή) για μία δεδομένη προέλευση και έναν δεδομένο προορισμό.

Σε αυτήν την περίπτωση, απλοποιήσαμε την συνάρτηση κόστους μεταφοράς 
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. Μπορούμε να εκτελέσουμε παρόμοιες απλοποιήσεις και για τις άλλες συναρτήσεις. Ωστόσο, εάν όλα τα 
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s ήταν γραμμικά, θα είχαμε ένα γραμμικό μοντέλο του προβλήματος που θα μπορούσε να επιλυθεί σωστά με μία μέθοδο γραμμικού προγραμματισμού. Σε αυτήν όμως την περίπτωση, η σωστή λύση θα αφορούσε στο απλοποιημένο πρόβλημα και όχι στο πραγματικό πρόβλημα!

Ο δεύτερος τρόπος είναι να διατηρήσουμε το μοντέλο όπως ακριβώς είναι – με όλες τις ασυνέχειές του – και να χρησιμοποιήσουμε μία μη παραδοσιακή μέθοδο (πχ. προσομοιωμένη ανόπτηση ή έναν εξελικτικό αλγόριθμο) για να βρούμε μία σχεδόν βέλτιστη λύση. Ένα πλήθος πειραματικών μαρτυριών έχουν δείξει ότι αυτή η τελευταία προσέγγιση παρέχει μεγαλύτερο πλεονέκτημα στην πράξη.

Ας παραφράσουμε λίγο το θέμα μας. Υπάρχουν δύο πιθανές προσεγγίσεις. Η πρώτη χρησιμοποιεί ένα προσεγγιστικό μοντέλο, το Μοdela ενός προβλήματος, και κατόπιν βρίσκει την σωστή λύση Solutionp(Μοdela ) για αυτό το προσεγγιστικό μοντέλο:
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Η δεύτερη προσέγγιση χρησιμοποιεί ένα ακριβές μοντέλο, το Μοdelp του προβλήματος, και κατόπιν βρίσκει μία προσεγγιστική λύση Solutiona (Μοdelp) για αυτό το ακριβές μοντέλο:
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 Από αυτές τις δύο προσεγγίσεις, η τελευταία είναι συνήθως καλύτερη, δηλαδή Solutiona (Μοdelp) είναι καλύτερη από Solutionp (Μοdela) ως λύση στο αρχικό πρόβλημα. 

Ωστόσο, ανεξάρτητα από τον τρόπο που θα επιλέξουμε, προκύπτει ένα νέο επίπεδο δυσκολιών στην επίλυση προβλημάτων: η ανεύρεση μίας σωστής λύσης σε ένα πρόβλημα είναι δύσκολη, γιατί θα πρέπει είτε να προσεγγίσουμε ένα μοντέλο είτε την λύση.

1.3 Αλλαγή με την πάροδο του χρόνου

Eκτός από τις παραπάνω δυσκολίες, τα προβλήματα του πραγματικού κόσμου παρουσιάζουν συχνά και ένα άλλο είδος δυσκολίας: αλλάζουν. Αλλάζουν πριν τα μοντελοποιήσετε, αλλάζουν κατά την διάρκεια αναζήτησης μίας λύσης και αλλάζουν αφού βρείτε την λύση. Ας μελετήσουμε ορισμένες από τις αιτίες που προκαλούν τέτοιου είδους εμπόδια.

Θυμηθείτε το πρόβλημα του περιοδεύοντος αντιπροσώπου του σχήματος 1.1. Ας υποθέσουμε ότι είστε ο αντιπρόσωπος και ξεκινάτε από την έδρα σας στην πόλη 1 για να επισκεφθείτε την πόλη 6. Έχετε διανύσει αυτή την διαδρομή και παλαιότερα και γνωρίζετε ότι η απόσταση μεταξύ των δύο πόλεων είναι, για παράδειγμα, 20 μίλια. Γνωρίζετε, όμως, πόση ώρα θα χρειαστείτε για να μετακινηθείτε από την μία πόλη στην άλλη; Όχι ακριβώς. Μπορείτε να υποθέσετε ότι θα διανύετε 30 μίλια/ώρα κατά μέσο όρο και έτσι, ότι το ταξίδι θα διαρκέσει 40 λεπτά. ‘Όμως, πόσες πιθανότητες έχετε να πραγματοποιήσετε αυτό το ταξίδι αυτό σήμερα σε 40 ακριβώς λεπτά; Πολύ λίγες.

Ο χρόνος ταξιδιού εξαρτάται από πολλούς παράγοντες. Για παράδειγμα, ίσως είστε τυχεροί και διανύσετε όλη την διαδρομή με τους φωτεινούς σηματοδότες να είναι πράσινοι. Η μπορεί να είστε άτυχοι και όχι μόνο να καθυστερούν την πορεία σας οι φωτεινοί σηματοδότες, αλλά και να βρεθείτε κολλημένοι πίσω από ένα πολύ αργό φορτηγό. Ακόμα χειρότερα, μπορεί να σας σκάσει το λάστιχο, γεγονός που θα σας καθυστερήσει ακόμα περισσότερο. Όλα αυτά τα πιθανά ενδεχόμενα, καθώς και ένα πλήθος άλλων παραγόντων, όπως ο καιρός, οι συνθήκες του οδοστρώματος, τα αυτοκινητιστικά ατυχήματα, τα οχήματα άμεσης ανάγκης τα οποία εμποδίζουν την πορεία σας περιγράφονται ως πρόβλημα ή τυχαίο γεγονός. Δεν μπορείτε να προβλέψετε εάν κάποιος από τους προαναφερθέντες παράγοντες θα προκύψει πριν ξεκινήσετε το δρομολόγιό σας. Αυτό που μπορείτε να γνωρίζετε εκ των προτέρων ή να υπολογίσετε, είναι την πιθανότητα καθενός από τους παραπάνω παράγοντες και την επίπτωσή τους στον χρόνο ταξιδιού σας. Ωστόσο, δεν θα μπορείτε ποτέ να υπολογίσετε με ακρίβεια την κάθε πιθανότητα.

Ας υποθέσουμε ότι θέλετε να υπολογίσετε απλά τον προσδοκώμενο χρόνο ταξιδιού με βάση τις πιθανότητες των γνωστών ενδεχόμενων παραγόντων και την επίδραση αυτών στον χρόνο ταξιδιού σας. Θα απλοποιήσουμε λίγο τα πράγματα. Ας θεωρήσουμε ότι υπάρχουν δύο μόνο πιθανότητες για το ταξίδι σας: (1) όλα πάνε τέλεια και μπορείτε να ταξιδέψετε στην πόλη 6 σε 40 λεπτά, ή (2) βρίσκεστε κολλημένοι πίσω από ένα αργό φορτηγό και διανύετε την διαδρομή σε 60 λεπτά. Επίσης, θα θεωρήσουμε ότι και οι δύο αυτές περιπτώσεις είναι εξίσου πιθανές. Έτσι, ο αναμενόμενος χρόνος για το ταξίδι είναι 50 λεπτά. Ωστόσο, σε καμία από τις δύο περιπτώσεις ο χρόνος δεν θα είναι 50 λεπτά. Εάν χρησιμοποιήσετε τα 50 λεπτά ως τον χρόνο κατά προσέγγιση, να είστε σίγουροι ότι χρησιμοποιώντας μία τιμή, αυτό δεν θα συμβεί ποτέ στην πραγματικότητα. Να είστε απόλυτα σίγουροι ότι η τιμή σας θα είναι λανθασμένη. Μπορείτε να καταλάβετε εύκολα ότι, εάν χρησιμοποιήσετε όλες αυτές τις λανθασμένες προσεγγίσεις για να καθορίσετε τον χρόνο ταξιδιού ανάμεσα στις πόλεις του δρομολογίου σας, και λαμβάνοντας υπόψη τα λάθη μεταξύ των πόλεων που επισκέπτεστε, ο τελικός χρόνος ταξιδιού μπορεί να είναι πολύ διαφορετικός από όλους τους πιθανούς χρόνους. Κάθε απόφαση που λαμβάνετε με βάση αυτόν τον μέσο χρόνο δεν μπορεί να λάβει υπόψη τις διακυμάνσεις του χρόνου, και αυτό μπορεί να είναι πολύ πιο σημαντικό στην λήψη σωστών αποφάσεων.

Η τυχαιότητα δεν αποτελεί την μοναδική πηγή αλλαγής στα προβλήματα του πραγματικού κόσμου. Συχνά, υπάρχουν και τα καθαρά αιτιοκρατικά προβλήματα. Για παράδειγμα, ξέρετε ότι το ταξίδι σε κάθε πόλη στις ώρες αιχμής θα είναι πιο χρονοβόρο από ότι το βράδυ. Ίσως να μην μπορείτε να υπολογίσετε με ακρίβεια τον χρόνο που θα χρειαστείτε – εδώ παρεμβαίνει ο παράγοντας «απρόβλεπτο» - αλλά γνωρίζετε ήδη ότι η κίνηση θα καθυστερήσει το ταξίδι σας. Αυτές οι «προκαταλήψεις» αποτελούν ένα συνηθισμένο, προβλέψιμο πρότυπο που θα πρέπει να το λαμβάνετε υπόψη, γιατί αλλιώς το μοντέλο σας δεν θα ανταποκρίνεται επαρκώς στην πραγματικότητα και οι λύσεις σας με το μοντέλο δεν θα είναι σωστές. Στην χειρότερη περίπτωση, μία συγκεκριμένη διαδρομή μεταξύ δύο πόλεων μπορεί να είναι εφικτή μόνο σε συγκεκριμένες ώρες της ημέρας (αυτό συνήθως συμβαίνει σε πόλεις όπου η πολεοδομία περιορίζει τις επιλογές παράκαμψης στις ώρες αιχμής προκειμένου να αυξηθεί η ροή της κίνησης). Το να υποθέσουμε ότι η μη διαθέσιμη διαδρομή αποτελεί μία επιλογή θα οδηγήσει σε μία ανέφικτη λύση και αυτό σημαίνει καμία απολύτως λύση.

Είναι επίσης σημαντικό να είστε σίγουροι ότι το μοντέλο εκφράζει τρέχουσα γνώση του προβλήματος. Για παράδειγμα, οι βελτιώσεις οδικής ασφάλειας ή ένα νέο σύστημα αυτοκινητοδρόμων μεταξύ των δύο πόλεων της λίστας σας επιτρέπουν ταχύτερη διαδρομή. Εάν δεν ενημερώσετε το μοντέλο σας για αυτή την αλλαγή, τότε θα βρείτε μία λύση σε ένα πρόβλημα που δεν υφίσταται πλέον.

Η κατάσταση, ωστόσο, είναι ακόμα πιο περίπλοκη. Οι παραπάνω περιπτώσεις μπορούν να περιγραφούν ως μία συνάρτηση των περιβαλλοντικών αλλαγών ή ανεξέλεγκτων γεγονότων, καμία ωστόσο, δεν στρέφονταν εναντίον σας. Δυστυχώς, στον πραγματικό κόσμο, τις περισσότερες φορές οι άλλοι προσπαθούν να εμποδίσουν την λύση σας, και αυτό σας υποχρεώνει να ενημερώνετε διαρκώς το μοντέλο σας και να αναμένετε τις αντιδράσεις των άλλων.

Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι είστε ο ιδιοκτήτης μίας μεγάλης αλυσίδας σούπερ μάρκετ. Πρέπει να αποφασίσετε το μέρος στο οποίο θα ανοίξετε ένα νέο κατάστημα. Έτσι, υπολογίζετε το κόστος κατασκευής σε κάθε πιθανή τοποθεσία, τα δημογραφικά στοιχεία των γειτονικών περιοχών, τον υπάρχοντα ανταγωνισμό, κλπ., δημιουργείτε μία συνάρτηση αξιολόγησης, η οποία θα οδηγήσει μάλλον σε ένα πρόβλημα μη γραμμικού προγραμματισμού, και ετοιμάζεστε να αποφασίσετε το βέλτιστο σημείο για το κατάστημά σας. Ωστόσο, τα προβλήματα δεν σταματούν εδώ: καθώς αποφασίζετε για την περιοχή, οι ανταγωνιστές περιμένουν την επιλογή σας και ετοιμάζουν το δικό τους κατάστημα. Προσπαθούν να δημιουργήσουν τις καλύτερες συνθήκες για το νέο τους κατάστημα έτσι ώστε να ελαχιστοποιήσουν την επιτυχία σας. Εάν επιλύσετε το πρόβλημα της βέλτιστης θέσης για το κατάστημά σας λαμβάνοντας υπόψη μόνο τις τρέχουσες συνθήκες, δεν αντιμετωπίζετε την κατάσταση σε μακροπρόθεσμο ορίζοντα. Το πρόβλημα του πραγματικού κόσμου συχνά αλλάζει, ενώ εσείς αναζητάτε ακόμα την λύση του, και τις περισσότερες φορές αλλάζει έτσι ώστε να δυσκολεύει την ζωή σας.

1.4 Περιορισμοί

Δυστυχώς τα πράγματα είναι, τις περισσότερες φορές, ακόμη χειρότερα από ότι έχουμε περιγράψει μέχρι στιγμής, γιατί τα προβλήματα του πραγματικού κόσμου δεν σας προσφέρουν όλες τις δυνατότητες που θα θέλατε να έχετε. Σχεδόν όλα τα πρακτικά προβλήματα θέτουν περιορισμούς και, αν παραβιάσετε τους περιορισμούς, δεν θα μπορέσετε να εφαρμόσετε τη λύση σας. Θυμηθείτε το NLP από την ενότητα 1.1. Εκεί είχαμε μια περίπτωση όπου δεν ήταν αρκετό να βρούμε το μέγιστο της συνάρτησης G2, έπρεπε να βεβαιωθούμε ότι η λύση που προτείναμε ήταν στην εφικτή περιοχή που όριζαν το προϊόν και οι περιορισμοί άθροισης (summation constraints) (δείτε το σχήμα 1.2). Μπορεί να σκέφτεστε ότι προβλήματα με περιορισμούς, όπως αυτό, κάνουν τη ζωή μας πιο εύκολη – σε τελευταία ανάλυση, έχουμε μικρότερο χώρο αναζήτησης και συνεπώς έχουμε να υπολογίσουμε λιγότερες πιθανότητες. Αυτό είναι σωστό, αλλά λάβετε υπόψη ότι για να αναζητήσετε βελτιωμένες λύσεις πρέπει να είστε σε θέση να μετακινείστε από τη μία λύση στην άλλη. Χρειαζόμαστε τελεστές που θα επιδρούν στις εφικτές λύσεις και πιθανόν να δημιουργούν νέες εφικτές λύσεις που θα αποτελούν βελτίωση αυτού που έχουμε ήδη βρει. Σε αυτό το σημείο είναι που γίνεται δύσκολη η γεωμετρία του χώρου αναζήτησης.

Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι αντιμετωπίζουμε το πρόβλημα της δημιουργίας ενός προγράμματος σπουδών για όλες τις τάξεις ενός κολλεγίου για ένα εξάμηνο. Σκεφθείτε τι συνεπάγεται ένα τέτοιο πρόβλημα. Πρώτα, πρέπει να κάνουμε μια λίστα όλων των μαθημάτων που προσφέρονται. Στη συνέχεια, χρειαζόμαστε μια λίστα όλων των μαθητών που ανήκουν σε κάθε τάξη, και, φυσικά, των καθηγητών που διδάσκουν σε κάθε τάξη. Κατόπιν, χρειαζόμαστε μια λίστα των διαθέσιμων αιθουσών, λαμβάνοντας υπόψη το μέγεθος και τον εξοπλισμό που προσφέρει κάθε μια τους (π.χ. λευκός πίνακας σεμιναρίων, προτζέκτορας, εργαστηριακός εξοπλισμός κτλ.) . Οπότε, τι προσπαθούμε να επιτύχουμε; Υπάρχουν τρεις ισχυροί περιορισμοί (hard constraints):

· Κάθε κατηγορία πρέπει να είναι αντιστοιχισμένη σε μια διαθέσιμη αίθουσα με αρκετές θέσεις για όλους τους αντιστοιχισμένους φοιτητές και να έχει τον απαιτούμενο εξοπλισμό  για το είδος διδασκαλίας (π.χ. το εργαστήριο χημείας πρέπει να έχει δοχεία ζέσεως, λυχνίες Bunsen, τα κατάλληλα χημικά, την κατάλληλη προστασία, κτλ)

· Οι μαθητές που είναι γραμμένοι σε περισσότερες από μία τάξεις δεν πρέπει να έχουν μάθημα στις τάξεις αυτές την ίδια ώρα, την ίδια μέρα.

· Δεν μπορούμε να αναθέσουμε στους καθηγητές τη διδασκαλία μαθημάτων των οποίων οι ώρες συμπίπτουν.

Θεωρήσαμε τους παραπάνω ως ισχυρούς περιορισμούς, εννοώντας πώς αυτοί είναι όροι που πρέπει να πληρούνται απολύτως για να έχουμε μια εφικτή λύση. Επιπλέον, σύμφωνα με όσα παρουσιάσαμε μέχρι στιγμής, κάθε αντιστοίχιση που τηρεί τους περιορισμούς μπορεί να λύσει το πρόβλημά μας. Αυτό σημαίνει ότι αυτή η εργασία είναι παρόμοια με το πρόβλημα SAT: πρέπει να βρούμε μια αντιστοίχιση τάξεων (όπως με τις Boolean μεταβλητές) έτσι ώστε μια γενική συνάρτηση αξιολόγησης να αποφέρει την τιμή ΑΛΗΘΕΣ. Οτιδήποτε παραβιάζει τους περιορισμούς σημαίνει ότι η συνάρτηση αξιολόγησής μας αποφέρει την τιμή ΨΕΥΔΕΣ. Αλλά αυτό το στοιχείο μόνο δεν μας δίνει επαρκείς πληροφορίες ώστε να καθοδηγήσουμε την αναζήτηση σε μια εφικτή λύση.

Μπορεί να έχουμε τη δυνατότητα να εφαρμόσουμε μια στρατηγική που θα μας εφοδιάσει με τις επιπρόσθετες πληροφορίες που χρειαζόμαστε. Για παράδειγμα, μπορούμε να κρίνουμε την ποιότητα μιας λύσης όχι μόνο από το αν ικανοποιεί  τους περιορισμούς, αλλά και για τις αντιστοιχίσεις που δεν τηρούν τους περιορισμούς, μπορούμε να μετρήσουμε πόσες φορές παραβιάζονται οι περιορισμοί (π.χ. κάθε φορά που ένας μαθητής αντιστοιχίζεται σε δύο τάξεις που διεξάγονται την ίδια στιγμή, αυξάνουμε το αποτέλεσμα της μέτρησης). Η διαδικασία αυτή θα μας έδινε μια ποσοτική μέτρηση για το πόσο κακές ή ανέφικτες είναι οι λύσεις μας και θα ήταν χρήσιμη στο να μας οδηγήσει σε διαδοχικά καλύτερες λύσεις, ελαχιστοποιώντας τον αριθμό παραβιάσεων των περιορισμών. Θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε διαφορετικούς τελεστές για να αντιστοιχίσουμε εκ νέου μαθήματα σε αίθουσες, καθηγητές σε μαθήματα, κτλ, και με το πέρασμα του χρόνου θα μπορούσαμε να δημιουργήσουμε μια λύση που να τηρεί τους διαθέσιμους περιορισμούς.

Ωστόσο υπάρχουν και οι χαλαροί περιορισμοί (soft constraints), που αντιπροσωπεύουν αυτά που επιθυμούμε να επιτύχουμε χωρίς να είναι υποχρεωτικά. Αυτοί περιλαμβάνουν:

· Μαθήματα που γίνονται δύο φορές την εβδομάδα είναι προτιμότερο να αντιστοιχίζονται σε Δευτέρες και Τετάρτες ή Τρίτες και Πέμπτες. Η διεξαγωγή των μαθημάτων αυτών σε διαδοχικές ημέρες ή με μεσοδιάστημα δύο ή περισσότερων ημερών δεν είναι επιθυμητή.

· Μαθήματα που γίνονται τρεις φορές την εβδομάδα είναι προτιμότερο να αντιστοιχίζονται σε Δευτέρες, Τετάρτες και Παρασκευές. Άλλες αντιστοιχίσεις δεν είναι επιθυμητές.

· Οι ώρες των μαθημάτων πρέπει να αντιστοιχίζονται έτσι ώστε οι μαθητές να μην χρειάζεται να δώσουν τελικές εξετάσεις για πολλά μαθήματα χωρίς διαλείμματα στο μεταξύ (οι ώρες των τελικών εξετάσεων βασίζονται συνήθως στην ώρα διεξαγωγής του μαθήματος)

· Αν τα υποχρεωτικά προπτυχιακά μαθήματα έχουν προγραμματιστεί την ίδια ημέρα με τα αντίστοιχά τους πτυχιακά, είναι προτιμότερο να δίνονται νωρίτερα από το πτυχιακό μάθημα (αυτό διευκολύνει την εκμάθηση βασικού υλικού πριν το υλικό για προχωρημένους κατά την ίδια ημέρα).

· Αν περισσότερες από μία αίθουσες πληρούν τις απαιτήσεις ενός μαθήματος και είναι διαθέσιμες στον καθορισμένο χρόνο, το μάθημα θα αντιστοιχιστεί στην αίθουσα της οποίας η χωρητικότητα είναι πιο κοντά στο μέγεθος της τάξης (αυτό σημαίνει ότι οι μεγάλες αίθουσες δεν χρησιμοποιούνται για τις μικρές τάξεις, ώστε να ενθαρρύνεται η συμμετοχή των μαθητών).

Σίγουρα μπορούμε να φανταστούμε πολύ περισσότερους χαλαρούς περιορισμούς. Οποιαδήποτε αντιστοίχιση τηρεί τους ισχυρούς περιορισμούς είναι εφικτή αλλά όχι απαραιτήτως βέλτιστη από την άποψη των χαλαρών περιορισμών. Σε αυτό ακριβώς το σημείο το πρόβλημα γίνεται περίπλοκο. Πρώτα, πρέπει να ποσοτικοποιήσουμε κάθε έναν από τους χαλαρούς περιορισμούς σε μαθηματικούς όρους ώστε να μπορούμε να αξιολογήσουμε οποιοδήποτε ζεύγος υποψήφιων αντιστοιχίσεων και να αποφασίσουμε ποιά είναι η καλύτερη. Στη συνέχεια, πρέπει να μπορούμε να τροποποιήσουμε μια εφικτή λύση και, πιθανότατα, να δημιουργήσουμε μια άλλη εφικτή λύση που τηρεί καλύτερα τους συγκεκριμένους περιορισμούς.

Ας πάρουμε το πρώτο θέμα. Όλοι οι χαλαροί περιορισμοί πρέπει να ποσοτικοποιηθούν. Με βάση τον υπολογισμό του πρώτου χαλαρού περιορισμού, θα μπορούσαμε να πούμε ότι για κάθε περίπτωση στην οποία υπάρχει εφικτή λύση, μπορούμε να μετρήσουμε πόσες φορές τα μαθήματα που γίνονται δύο φορές την εβδομάδα χωρίζονται από μία ή δύο ημέρες, ή τοποθετούνται σε διαδοχικές ημέρες και να χρησιμοποιήσουμε το στοιχείο αυτό ως όρο ποινής (penalty term). Όσο πιο μικρός είναι ο όρος, τόσο καλύτερη είναι η λύση. Στην πραγματικότητα, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μια παρόμοια προσέγγιση για κάθε έναν από τους χαλαρούς περιορισμούς. Αλλά τι θα κάνουμε όταν τελειώσουμε; Θα χρειαστούμε μια γενική μέθοδο για τον υπολογισμό του βαθμού παραβίασης καθενός από αυτούς τους περιορισμούς. Πρέπει δηλαδή να αναζητήσουμε απαντήσεις σε ερωτήματα όπως: τι είναι πιο επιζήμιο, να καταρτίσουμε πρόγραμμα σύμφωνα με το οποίο πέντε μαθητές να έχουν διαδοχικές εξετάσεις ή να προγραμματίσουμε διαδοχικά μαθήματα στα δύο αντίθετα άκρα της πανεπιστημιούπολης; Κάθε μία από αυτές τις πιθανές επιλογές πρέπει να εξεταστεί και να ποσοτικοποιηθεί σε μια συνάρτηση αξιολόγησης, γεγονός που αποτελεί πρόκληση!

Φυσικά, τα πράγματα είναι ακόμη χειρότερα από ό,τι φαίνεται γιατί, ακόμη και μετά την ποσοτικοποίηση όλων αυτών των χαλαρών περιορισμών, το πρόβλημα εύρεσης της καλύτερης αντιστοίχισης παραμένει. Πρέπει να βρούμε μια λύση που να είναι εφικτή και να ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση αξιολόγησης όσον αφορά τους χαλαρούς περιορισμούς. Ας υποθέσουμε πως έχουμε βρει μια εφικτή λύση, η οποία, όμως δεν λειτουργεί πολύ καλά στο θέμα των χαλαρών περιορισμών. Ας πούμε πως εφαρμόζουμε ορισμένους τελεστές μεταβολής σε αυτή τη λύση οπότε βελτιώνουμε σημαντικά την κατάσταση σε σχέση με τους χαλαρούς περιορισμούς αλλά, ενεργώντας με αυτόν τον τρόπο, δημιουργούμε μια λύση που παραβιάζει έναν ισχυρό περιορισμό. Και τώρα; Μπορούμε να απορρίψουμε τη λύση εφόσον είναι ανέφικτη, ή να δούμε αν μπορούμε να τη διορθώσουμε ώστε να έχουμε μια εφικτή λύση που συνεχίζει να διαχειρίζεται καλά τους χαλαρούς περιορισμούς. Όπως και να έχει, είναι μια δύσκολη δουλειά. Θα ήταν ακόμη καλύτερο να επινοήσουμε τελεστές μεταβολής που δεν μετατρέπουν σε καμία περίπτωση την εφικτή λύση σε ανέφικτη ενώ, παράλληλα, να συνεχίσουμε να ψάχνουμε με ενθουσιασμό στο χώρο των εφικτών λύσεων για να βρούμε αυτές που διαχειρίζονται καλύτερα τους χαλαρούς περιορισμούς. Αυτή είναι μια καλή φιλοδοξία αλλά τις περισσότερες φορές δεν αποτελεί παρά ευσεβή πόθο. Η αποτελεσματική διαχείριση των προβλημάτων με περιορισμούς του πραγματικού κόσμου είναι μια από τις πιο δύσκολες διαδικασίες που πρέπει να εκτελέσουμε.

1.5 Το πρόβλημα του πώς αποδεικνύουμε πράγματα

Ίσως φαίνεται παράξενο, αλλά στην προσπάθειά μας να λύσουμε προβλήματα, μερικές φορές κάνουμε τα πράγματα πιο δύσκολα από ό,τι είναι. ‘Έχει παρατηρηθεί το εξής φαινόμενο. Αν ζητήσουμε από κάποιον να βρει μια λύση σε ένα πρόβλημα, θα είναι για αυτόν πολύ πιο εύκολο από το να του ζητήσουμε να αποδείξει κάτι σχετικά με τη λύση, ακόμη και όταν οι δύο εργασίες είναι πανομοιότυπες σε επίπεδο μαθηματικών.  

Για παράδειγμα, σκεφθείτε ένα οποιοδήποτε μαθηματικό πρόβλημα μέσου βαθμού δυσκολίας. Το αίτημα του προβλήματος θα είναι να βρούμε μια συγκεκριμένη τιμή, είτε πρόκειται για το ύψος ενός κτιρίου, την ταχύτητα ενός αυτοκινήτου ή το χρόνο που χρειάζεστε για το διάβασμα στο σπίτι. Σε όλες τις περιπτώσεις, το ζητούμενο είναι να βρούμε την τιμή του 
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. Για παράδειγμα, θα χρειαστείτε τέσσερις ώρες για να γεμίσετε μια πισίνα αν χρησιμοποιήσετε ένα μεγάλο σωλήνα. Θα χρειαστείτε έξι ώρες αν χρησιμοποιήσετε μικρό σωλήνα. Πόση ώρα θα χρειαστείτε αν χρησιμοποιήσετε και τους δύο σωλήνες; Αν το πρόβλημα έχει οριοθετηθεί βάσει της λογικής «βρείτε την τιμή 
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» – για παράδειγμα, βρείτε το χρόνο που χρειάζεται για να γεμίσετε την πισίνα χρησιμοποιώντας και τους δύο σωλήνες – το ζητούμενο είναι σχετικά εύκολο. Αλλά, για κάποιο λόγο, αν αλλάξουμε το ζητούμενο και στη θέση του πούμε: αποδείξτε ότι ο χρόνος που χρειάζεται για να γεμίσετε την πισίνα χρησιμοποιώντας και τους δύο σωλήνες είναι λιγότερος από 
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, λιγότεροι θα καταφέρουν να λύσουν το πρόβλημα, μολονότι δεν είναι καθόλου δυσκολότερο. Αν μπορείτε να βρείτε το χρόνο που χρειάζεται για να γεμίσετε την πισίνα και, αν είναι μικρότερος από μια σταθερά 
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, τότε η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. Για να βεβαιωθείτε για αυτό, χρησιμοποιήστε τις τιμές που δίνονται πιο πάνω σχετικά με το χρόνο που χρειάζεται για να γεμίσετε την πισίνα χρησιμοποιώντας κάθε ένα από τους δύο σωλήνες ξεχωριστά και θέστε το πρόβλημα στους φίλους σας. Ζητήστε από κάποιους να βρουν το χρόνο που χρειάζεται όταν χρησιμοποιούμε και τους δύο σωλήνες και από άλλους να αποδείξουν ότι ο χρόνος που χρειάζεται είναι λιγότερος από 2 ώρες και 25 λεπτά.
Πιστεύουμε πως ο λόγος για αυτή την αποστροφή ως προς την απόδειξη πραγμάτων είναι ότι οι περισσότεροι άνθρωποι απλά δεν έχουν εμπειρία στη διαδικασία της απόδειξης και δεν ξέρουν πώς να ξεκινήσουν. Γενικεύοντας την παρατήρηση αυτή, τα περισσότερα προβλήματα είναι δύσκολα λόγω της δυσκολίας που συναντούμε όταν αντιμετωπίζουμε το ερώτημα: «Πώς να ξεκινήσω;»

Παραθέτουμε ένα παράδειγμα που θα σας βοηθήσει να εξασκήσετε την ικανότητά σας να οριοθετείτε προβλήματα και να ξεκινάτε την διαδικασία εύρεσης λύσης.

Αποδείξτε ότι όλα τα πολύεδρα πρέπει να έχουν τουλάχιστον δύο έδρες με τον ίδιο αριθμό ακμών. 

Αναμφισβήτητα, το πρώτο που έρχεται στο μυαλό όταν διαβάζουμε κάτι τέτοιο είναι «Είναι απαραίτητο να το κάνω;» Ναι είναι. Οπότε ας ξεκινήσουμε.

Πρώτα, είναι χρήσιμο να θυμηθούμε ορισμένες βασικές ιδέες για το πώς αποδεικνύουμε πράγματα. Ένας τρόπος να αποδείξουμε κάτι είναι απλά να δείξουμε ότι το συμπέρασμα προκύπτει κατευθείαν από τα δεδομένα. Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι α > b και b > c. Απλώς παραθέτουμε την επαγωγική σχέση και έχουμε τελειώσει. Ένας άλλος τρόπος να αποδείξουμε κάτι είναι να εξετάσουμε το αντίστροφό του. Θυμηθείτε ότι το «αν p τότε q» ισοδυναμεί λογικά με το «αν όχι q τότε όχι p». Ορισμένες φορές μπορεί να είναι πιο εύκολο να αποδείξουμε αυτή τη σχέση. Ένας άλλος τρόπος να αποδείξουμε κάτι είναι να υποθέσουμε ότι η συνθήκη που θέλετε να αποδείξετε είναι λανθασμένη και να δείξετε ότι αυτό είναι ανέφικτο. Αυτό λέγεται απόδειξη με την εις άτοπον απαγωγή. Ας το δοκιμάσουμε σε αυτή την περίπτωση.

Κατά τη νέα διατύπωση του προβλήματός μας θα χρειαστούμε μια απόδειξη που θα δείχνει πως είναι ανέφικτη η κατασκευή ενός πολύεδρου έτσι ώστε όλες οι έδρες του  να έχουν διαφορετικό αριθμό ακμών. Το πρόβλημα φαίνεται δύσκολο επειδή δεν υπάρχουν και πολλά γενικά θεωρήματα για τα πολύεδρα. Υπάρχει ένα διάσημο θεώρημα – το θεώρημα του Euler – σύμφωνα με το οποίο ο εξής τύπος ισχύει για κάθε πολύεδρο:

Κ-α+ε=2

όπου Κ,α, ε αντιπροσωπεύουν τον αριθμό κορυφών, ακμών και εδρών του πολύεδρου. Αλλά δεν είναι ξεκάθαρο το πώς θα χρησιμοποιήσουμε αυτό το θεώρημα για να αποδείξουμε ότι όλες οι έδρες πρέπει να έχουν διαφορετικό αριθμό ακμών.

Το πρώτο βήμα είναι το πιο δύσκολο σημείο του παζλ. Πράγματι, αυτό το πρόβλημα δεν μας δίνει ένα βολικό σημείο έναρξης. Δεν υπάρχει αριθμός στο πρόβλημα, δεν υπάρχει κάτι να παραγοντοποιήσουμε, να διαιρέσουμε δια του δύο, να πολλαπλασιάσουμε επί του έξι ή κάτι άλλο. Σε τέτοιες περιπτώσεις είναι χρήσιμο να ορίζουμε έναν τέτοιο αριθμό εμείς οι ίδιοι. Ας σκεφθούμε ένα πολύεδρο με f έδρες. Τώρα έχουμε κάτι, μια μεταβλητή, με το οποίο μπορούμε να δουλέψουμε.

Πρέπει να αποδείξουμε κάτι σχετικά με τις ακμές των εδρών αυτού του πολύεδρου. Κάθε έδρα έχει έναν αριθμό ακμών. Για να πούμε κάτι για αυτόν τον αριθμό θα ήταν καλό να ξέρουμε τουλάχιστον το εύρος των τιμών που μπορούμε να περιμένουμε. Οπότε ας ρωτήσουμε. Ποιος είναι ο ελάχιστος αριθμός ακμών που μπορεί να έχει μια πλευρά; Η απάντηση είναι τρεις και σε αυτή την περίπτωση η έδρα είναι τρίγωνο. Αυτός ο ελάχιστος αριθμός είναι ανεξάρτητος από το συνολικό αριθμό f των εδρών του πολύεδρου.

Ποιος είναι ο μέγιστος αριθμός των ακμών  που μπορεί να έχει μια έδρα; Κάθε ακμή ανήκει σε ακριβώς δύο έδρες, οπότε αν έχουμε μια  έδρα με έξι ακμές  ξέρουμε ότι η έδρα είναι μέρος ενός πολύεδρου με τουλάχιστον επτά έδρες (η τρέχουσα έδρα συν έξι νέες έδρες, μία για κάθε γωνία. Δείτε το σχήμα 1.5) Συνεπώς, οποιαδήποτε έδρα ενός πολύεδρου που έχει f  έδρες συνολικά δεν μπορεί να έχει περισσότερες από f-1 ακμές, εφόσον μια νέα έδρα προέρχεται από κάθε ακμή. 

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξή μας.
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Σχ 1.5 Μια έδρα ενός πολύεδρου με 6 ακμές

Αν αυτό το γεγονός σας εκπλήσσει τότε λάβετε υπόψη ότι έχετε ξεχάσει τι προσπαθούσατε να αποδείξετε. Γυρίστε πίσω και υπενθυμίστε στον εαυτό σας το πρόβλημα. Ο λόγος που η απόδειξη είναι πλήρης είναι επειδή υπάρχουν f έδρες συνολικά και κάθε  έδρα πρέπει να έχει έναν αριθμό ακμών μεταξύ 3 και f-1, οπότε ορισμένες επαναλήψεις του αριθμού ακμών πρέπει να εμφανιστούν σε f έδρες. Υπάρχουν περισσότερες έδρες από πιθανότητες για τον αριθμό ακμών οπότε πρέπει να χρησιμοποιήσετε ορισμένους από τους αριθμούς αυτούς περισσότερες από μία φορές. Συνεπώς, τουλάχιστον δύο έδρες θα έχουν τον ίδιο αριθμό ακμών.

Το κλειδί για τη λύση του προβλήματος αυτού είναι να εφεύρουμε ένα σημείο έναρξης ώστε να πορευθούμε προς το στόχο χωρίς να χάσουμε οπτική επαφή μαζί του.

1.6 Η ευκαιρία σας να γίνετε διάσημοι

Τώρα που έχετε διδαχθεί τον τρόπο επίλυσης προβλημάτων σας προσφέρουμε την ευκαιρία να αποδείξετε ότι μπορείτε να το κάνετε. Το πρόβλημα αυτό το έχει θέσει ο Πήτερ Ρος του Πανεπιστημίου του Εδιμβούργου.

Ο κύριος Σμιθ και η σύζυγός του κάλεσαν τέσσερα ζευγάρια στο πάρτυ τους. Όταν έφθασαν όλοι, ορισμένα άτομα στο δωμάτιο χαιρετήθηκαν δια χειραψίας με ορισμένα άλλα. Φυσικά, κανείς δεν χαιρέτησε τον ή την σύζυγό του και κανείς δεν χαιρέτησε δύο φορές το ίδιο άτομο.

Μετά από όλα αυτά ο κύριος Σμιθ τους ρώτησε όλους πόσες φορές χαιρετήθηκαν με άλλους. Πήρε διαφορετικές απαντήσεις από όλους.

Πόσες φορές χαιρέτησε δια χειραψίας τους καλεσμένους της η κυρία Σμιθ;

Σας συμβουλεύουμε να βάλετε στην άκρη αυτό το βιβλίο και να προσπαθήσετε να οριοθετήσετε αυτό το πρόβλημα μόνοι σας. Προσπαθήστε να σκεφθείτε ένα σημείο έναρξης, ίσως ένα γραφικό μοντέλο που περιγράφει το πρόβλημα, και δείτε αν μπορείτε να το οδηγήσετε σε ένα επιτυχές συμπέρασμα.

Ο λόγος που το πρόβλημα αυτό αποτελεί, για ακόμη μια φορά, πρόκληση είναι ότι δεν υπάρχει εμφανές σημείο έναρξης, αλλά είναι στην πραγματικότητα πολύ απλό να δημιουργήσουμε ένα γραφικό μοντέλο για το πρόβλημα (δείτε το σχήμα 1.6). 
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Σχ. 1.6: Ο κύριος Σμιθ και τα υπόλοιπα άτομα

Πρόκειται για ένα καλό μοντέλο καθώς μπορούμε να δούμε καθαρά τον κύριο Σμιθ (σκιασμένος κύκλος) και τα υπόλοιπα εννιά άτομα (συμπεριλαμβανομένης και της συζύγου του). Τώρα, τι πληροφορίες έχουμε; (Σκεφθείτε όλες τις δοθείσες πληροφορίες) Η μόνη πληροφορία που έχουμε σε αυτό το πρόβλημα είναι ότι ο κύριος Σμιθ ρώτησε όλους τους καλεσμένους πόσες φορές χαιρέτησαν κάποιον και ότι όλες οι απαντήσεις που πήρε ήταν διαφορετικές.

Τι απαντήσεις πήρε λοιπόν; Ο ελάχιστος αριθμός χειραψιών είναι το μηδέν. Είναι πιθανό κάποιο αντικοινωνικό άτομο να μην χαιρέτησε κανέναν. Και ποιος είναι ο μέγιστος αριθμός χειραψιών για ένα άτομο; Είναι πιο δύσκολο να σκεφθούμε ότι πρέπει να κάνουμε αυτή την ερώτηση από ό,τι να την απαντήσουμε. Ο μέγιστος αριθμός χειραψιών για ένα άτομο είναι οκτώ, καθώς υπάρχουν δέκα άτομα στο δωμάτιο και ένα από αυτά δεν μπορεί να χαιρετήσει τον εαυτό του ή την σύζυγό του.

Και τώρα ας συλλέξουμε τα δεδομένα μας. Ο κύριος Σμιθ έκανε την ερώτηση σε εννιά άτομα στο δωμάτιο και όλες οι απαντήσεις ήταν διαφορετικές. Επίσης, όλες οι απαντήσεις ήταν αριθμοί μεταξύ του μηδενός και του οκτώ. Κατά συνέπεια, οι απαντήσεις που πήρε ήταν μηδέν, ένα, δύο, τρία, τέσσερα, πέντε, έξι, επτά και οκτώ (όχι απαραίτητα σε αυτήν την σειρά φυσικά!) Έτσι, μπορούμε να ενημερώσουμε το μοντέλο μας ανάλογα (σχήμα 1.7)
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Σχ. 1.7 Ο κύριος Σμιθ και τα υπόλοιπα άτομα. Αναγράφεται ο αριθμός των χειραψιών για κάθε άτομο (εκτός του κ. Σμίθ)

Ποιό είναι το επόμενο βήμα λοιπόν; Τι μπορούμε να συμπεράνουμε; Μάλλον, όχι και πολλά. Έχουμε ήδη εκμεταλλευθεί την πληροφορία ότι όλες οι απαντήσεις ήταν διαφορετικές και τώρα ξέρουμε όλες αυτές τις απαντήσεις. Τελικά, ποιό από τα άτομα στο σχήμα 1.7 είναι η κυρία Σμιθ; Αν γνωρίζαμε ποιός έκανε χειραψία με ποιόν, τότε όλα θα ήταν πιο εύκολα.

Δεν μπορούμε όμως να μάθουμε; Ας προσπαθήσουμε να σχεδιάσουμε όλες τις χειραψίες που έγιναν. Το άτομο 8 (θα ονομάσουμε όλους τους άλλους εκτός από τον κύριο Σμιθ βάσει του αριθμού χειραψιών που έκαναν) χαιρέτησε οκτώ φορές, π.χ. όλους όσους ήταν στο δωμάτιο εκτός από τον εαυτό του και τον/την σύζυγό του. Βασισμένοι σε αυτή την παρατήρηση μπορούμε να κάνουμε δύο πράγματα. Μπορούμε να σχεδιάσουμε όλες τις χειραψίες που έκανε το άτομο 8 (δείτε το σχήμα 1.8) και να συμπεράνουμε ότι ο/η σύζυγος του ατόμου 8 είναι το άτομο 0.
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Σχ. 1.8 Ο κύριος Σμιθ και τα υπόλοιπα άτομα. Σημειώνονται όλες οι χειραψίες για το άτομο 8.

Μήπως άναψε το παροιμιώδες ηλεκτρικό λαμπάκι στο μυαλό σας; Μπορούμε να στρέψουμε την προσοχή μας στο άτομο 7. Αυτό το άτομο χαιρέτησε επτά φορές, π.χ. όλους στο δωμάτιο εκτός από τον εαυτό του/της, τον/την σύζυγό του και τον/την σύζυγο του ατόμου 8.

Ξανά, μπορούμε να προσθέσουμε όλες τις χειραψίες του ατόμου 7 στο μοντέλο μας (δείτε το σχήμα 1.9) και να συμπεράνουμε ότι ο/η σύζυγος του ατόμου 7 είναι το άτομο 1.
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Σχ. 1.9 Ο κύριος Σμιθ και τα υπόλοιπα άτομα. Σημειώνονται όλες οι χειραψίες για το άτομο 8 και το άτομο 7.

Μπορούμε να επαναλάβουμε αυτή τη λογική για τα άτομα 6 και 5. Μετά την πρόσθεση των γραμμών που αντιστοιχούν στις χειραψίες που έκαναν δημιουργείται ένα ενδιαφέρον γραφικό όπως φαίνεται στο σχήμα 1.10. Τα άμεσα συμπεράσματα είναι:

· Ο/η σύζυγος του ατόμου 6 είναι το άτομο 2.

· Ο/η σύζυγος του ατόμου 5 είναι το άτομο 3.

 Προσθέτοντας τα συμπεράσματα αυτά, καταλαβαίνουμε πως η σύζυγος του κυρίου Σμιθ είναι το άτομο 4. Συνεπώς, η κυρία Σμιθ χαιρέτησε τέσσερις φορές.
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Σχ. 1.10 Ο κύριος Σμιθ και τα υπόλοιπα άτομα. Σημειώνονται όλες οι χειραψίες.

Πώς τα πήγατε;

1.7 Περίληψη

Η επίλυση προβλημάτων είναι δύσκολη για πολλούς λόγους:

· Τα σύνθετα προβλήματα συχνά διαθέτουν ένα τεράστιο αριθμό πιθανών λύσεων.

· Για να βρούμε μία τουλάχιστον λύση, συχνά πρέπει να κάνουμε απλοποιήσεις που να καθιστούν το πρόβλημα πιο εύκολο. Συνεπώς, οι λύσεις που δημιουργούμε μπορεί να μην είναι πολύ χρήσιμες.

· Οι συνθήκες του προβλήματος αλλάζουν κατά καιρούς και μπορεί να εμπλέκουν ακόμη και άτομα που θέλουν να αποτύχετε.

· Τα προβλήματα του πραγματικού κόσμου έχουν συχνά περιορισμούς που απαιτούν ειδικές λειτουργίες για τη δημιουργία εφικτών λύσεων.

Επιπλέον, η επίλυση προβλημάτων είναι πολλές φορές πιο δύσκολη από ότι χρειάζεται επειδή μας φοβίζει η ιδέα του να αποδείξουμε πράγματα.

· Μην αφήνετε τη λέξη απόδειξη να σας φοβίζει.

· Σκεφθείτε διαφορετικούς τρόπους για να αποδείξετε τη λύση. Μερικές φορές είναι χρήσιμο να υποθέτουμε ότι αυτό που προσπαθούμε να αποδείξουμε είναι λάθος και μετά να δείξουμε ότι η λάθος συνθήκη είναι ανέφικτη.

· Να είστε έτοιμοι να κάνετε το πρώτο βήμα ακόμη και αν δεν φαίνεται να υπάρχει κάτι στο πρόβλημα που να σας βοηθάει να κάνετε το πρώτο βήμα. Ανακαλύψτε κάτι, μια μεταβλητή, που να περιγράφει μια πλευρά του προβλήματος και δείτε αν αυτό σας διευκολύνει. Μην ανησυχήσετε αν πρέπει να ξαναρχίσετε  μερικές φορές πριν βρείτε το δρόμο που οδηγεί στη λύση.

Ένας τρόπος να γίνει το πρώτο βήμα πιο εύκολο είναι να κατανοήσουμε το χώρο αναζήτησης. Ποιές είναι οι μεταβλητές; Ποιες είναι οι πιθανές τιμές τους; Ποιοί είναι οι περιορισμοί; Πάνω από όλα:

· Μην ξεχνάτε το στόχο!

Αν πρόκειται να ξεχάσετε αυτό που προσπαθείτε να αποδείξετε, καλύτερα να δείτε τηλεόραση γιατί το ποσοστό επιτυχίας σας θα είναι, όπως και να έχει, το ίδιο: μηδέν! Επικεντρωθείτε στο τελικό αποτέλεσμα. Να αναρωτιέστε πάντα αν αυτό που κάνετε διευκολύνει το στόχο σας. Μπορεί να μην ξέρετε την απάντηση με ακρίβεια, αλλά συνεχίστε να αναρωτιέστε έτσι κι αλλιώς. Τουλάχιστον, θα αναγνωρίσετε γρηγορότερα τους δρόμους που δεν οδηγούν στο στόχο και θα ελαχιστοποιήσετε το χρόνο που δαπανάται σε αδιέξοδα. Στην καλύτερη περίπτωση, θα είστε έτοιμοι να αναγνωρίσετε και να επιλέξετε το σωστό δρόμο και να ξεκινήσετε την πορεία σας.

ΙΙ. Πόσο Σημαντικό Είναι το Μοντέλο;

Κάθε φορά που έχετε ένα πρόβλημα του πραγματικού κόσμου να επιλύσετε, θα πρέπει να δημιουργείτε πρώτα ένα μοντέλο για αυτό. Πρέπει, βέβαια, να τονίσουμε ότι το μοντέλο το οποίο θα εξετάσετε διαφέρει από το ίδιο το πρόβλημα. Κάθε μοντέλο παραλείπει κάτι. Και έτσι πρέπει – αλλιώς θα ήταν εξίσου σύνθετο με το ίδιο το πρόβλημα. Χρησιμοποιούμε πάντα απλοποιήσεις για το πώς είναι πραγματικά η κατάσταση. Ξεκινάμε με αυτήν την παραδοχή. Κάθε λύση που δημιουργούμε, είναι, για την ακρίβεια, μία λύση μόνο στο μοντέλο το οποίο καθορίσαμε ως μία χρήσιμη αναπαράσταση για το πρόβλημα του πραγματικού κόσμου που επιθυμούμε να επιλύσουμε.

Το πρόβλημα με τα μοντέλα είναι ότι καθένα από αυτά περιέχει ένα σύνολο από υποθέσεις. Το πιο συχνό λάθος που κάνουμε όταν ασχολούμαστε με ένα μοντέλο είναι ότι ξεχνάμε τις υποθέσεις. Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι πετάμε μία μπάλα στον αέρα και σχεδιάζουμε την τροχιά της καθώς πέφτει στη γη. Ποιο είναι το σχήμα της τροχιάς της; Η πιθανότερη απάντηση είναι ότι είναι παραβολική, αλλά δεν είναι η σωστή. «Α, ναι, είναι και η αντίσταση του αέρα, την ξεχάσαμε» μπορεί να πείτε. Σωστά, την παραβλέψαμε, αλλά δεν είναι αυτός ο λόγος που απαντήσαμε λανθασμένα. Ακόμα και χωρίς την αντίσταση του αέρα, η τροχιά δεν είναι παραβολική. Η σωστή απάντηση είναι ότι η τροχιά είναι ελλειπτική. Γιατί; Επειδή είναι παραβολική μόνο εάν θεωρήσουμε ότι η γη είναι επίπεδη. Εφόσον, όμως, θεωρούμε ότι η γη είναι σφαιρική, η τροχιά παύει να είναι παραβολική. 

Φυσικά, μέσα στο τοπικό σας περιβάλλον (η απόσταση στην οποία θα μπορούσατε να πετάξετε την μπάλα) η γη μοιάζει επίπεδη. Έτσι, δεν υπάρχει μεγάλη διαφορά ανάμεσα στο μοντέλο που δημιουργήθηκε για την παραβολική τροχιά και σε αυτό που περιγράφηκε με την βοήθεια μίας ελλειπτικής διαδρομής. Για να περιγράψουμε ακόμα πιο εντυπωσιακά την επίπτωση των μη δηλωμένων υποθέσεων, παραθέτουμε ένα απλό παράδειγμα που έχει χρησιμοποιήσει ο Ian Plaza του State University της Νέας Υόρκης στο Plattsburgh.

Υπάρχει ένας κύκλος R με ακτίνα 1 στο έδαφος μπροστά σας. Μία ευθεία γραμμή L άπειρου μήκους (και προς τις δύο κατευθύνσεις) πετιέται στο έδαφος έτσι ώστε να τέμνει τον κύκλο. Ποια είναι η πιθανότητα p που έχει το μήκος l της χορδής που δημιουργήθηκε από την τομή του κύκλου και της ευθείας γραμμής να είναι μεγαλύτερο ή ίσο με √3;

Για να υπολογίσετε την πιθανότητα, θα πρέπει να φανταστούμε ένα σύνολο πιθανών αποτελεσμάτων και κατόπιν να αντιστοιχίσουμε την κατάλληλη πιθανότητα στο γεγονός που περιέχει όλα τα αποτελέσματα, έτσι ώστε το μήκος της χορδής να είναι μεγαλύτερο ή ίσο με √3.

Πριν εξετάσουμε κάποιες πιθανότητες για να δημιουργήσουμε το χώρο των αποτελεσμάτων, ας θυμηθούμε κάποια βασικά στοιχεία γεωμετρίας: (1) το μήκος μίας πλευράς ενός ισόπλευρου τριγώνου Τ  που χαράσσεται στον κύκλο R είναι √3, και (2) η ακτίνα ενός κύκλου r που χαράσσεται στο τρίγωνο T είναι 1/2  (δείτε σχ.ΙΙ.1).
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Σχ.ΙΙ.1. Κύκλος R, ισόπλευρο τρίγωνο Τ, και χαρασσόμενος κύκλος r.

Πιθανότητα 1.

Ξέρουμε ότι το μήκος l της χορδής μπορεί να κυμαίνεται από 0 έως 2, εφόσον 2 είναι η διάμετρος του R. Ας υποθέσουμε ότι m είναι το μέσον της χορδής. Εάν m είναι στο εσωτερικό του r τότε l ≥ √3, ειδάλλως, m είναι στο εσωτερικό του R αλλά όχι στο εσωτερικό του r και l < √3 (δείτε σχήμα ΙΙ.2a). 
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Σχ.ΙΙ.2. Τρεις εκδοχές σχεδιασμού μίας χορδής

Αφού το μέσον μπορεί να είναι οπουδήποτε στο εσωτερικό του R , η πιθανότητα να είναι στο εσωτερικό του r, και άρα να ισχύει l ≥ √3, ορίζεται ως η αναλογία της περιοχής r προς την περιοχή R. Άρα, 
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Πιθανότητα 2.

Χαράσσουμε μία αυθαίρετη διάμετρο στον R . Αφού σχεδιάσουμε μία ευθεία L, μπορούμε να περιστρέψουμε τον R έως ότου η διάμετρος γίνει κάθετη στην ευθεία, όπως φαίνεται στο σχ.ΙΙ.2b. Τώρα θα πρέπει να εξετάσουμε τον μισό κύκλο μόνο, γιατί το μήκος της χορδής πρέπει να είναι μικρότερο ή ίσο με την διάμετρο του R. Το μέσον της χορδής θα είναι είτε λιγότερο από 1/2 μονάδα μακριά από το κέντρο του R ή όχι. Εάν είναι λιγότερο, τότε το μήκος της χορδής θα είναι μεγαλύτερο ή ίσο με √3. Στην αντίθετη περίπτωση, θα είναι μικρότερο από √3. Άρα, η πιθανότητα p μπορεί να οριστεί ως η αναλογία μεταξύ των διαμέτρων των r και R:
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Πιθανότητα 3.

Ορίζουμε ένα αυθαίρετο σημείο Α στην περίμετρο του R. Έχουμε μία ευθεία L, και περιστρέφουμε τον R έως ότου το σημείο Α συναντήσει το L. Σχεδιάζουμε και μία εφαπτομένη L1 στον R στο σημείο Α (δείτε σχ.ΙΙ.2c). Από το σχήμα μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι η γωνία γ μεταξύ των ευθειών L και L1 καθορίζει το αποτέλεσμα του πειράματος. Εάν γ είναι μεταξύ π/3 και 2π/3 τότε το μέσον της L θα βρίσκεται μέσα στο r και επομένως το l θα είναι μεγαλύτερο ή ίσο με √3. Αντίθετα, εάν 0 ≤ γ < π/3 ή 2π/3 < γ ≤ π τότε l θα είναι μικρότερο από √3. Εφόσον υπάρχουν π πιθανά ακτίνια για γ και ένα εύρος ⅓π δημιουργεί ευθείες μήκους  l ≥ √3, η πιθανότητα είναι:
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Ποια από τις τρεις πιθανότητες είναι η σωστή; Και οι τρεις περιπτώσεις φαίνονται λογικές και οι τιμές που βρέθηκαν για p σε όλες αυτές μοιάζουν σωστές! Ωστόσο, είναι όλες διαφορετικές! Πώς συμβαίνει αυτό;

Και όμως, και οι τρεις πιθανές λύσεις είναι σωστές. Εξαρτάται, απλά, από τον τρόπο με τον οποίο μοντελοποιείτε τις πιθανότητες ώστε να δημιουργήσετε μία τυχαία γραμμή. Σε κάθε μοντέλο υπονοούνται υποθέσεις για τον τρόπο με τον οποίο θα σχεδιαστεί η γραμμή στον κύκλο. Μπορείτε να τις διευκρινίσετε σε κάθε περίπτωση; Σας δίνουμε την απάντηση για την πρώτη πιθανότητα: η υπόθεση είναι ότι το μέσον της γραμμής L μπορεί να βρίσκεται σε οποιοδήποτε σημείο μέσα στον R και ότι κανένα σημείο ή περιοχή δεν υπερέχει των άλλων. Εάν μπορείτε να εκφράσετε τις υποθέσεις για τη δεύτερη και τρίτη πιθανότητα, θα καταλάβετε γιατί οι απαντήσεις στην ερώτηση διαφέρουν σε κάθε περίπτωση. Εάν δεν μπορείτε,  δείξτε απλά τον προσήκοντα σεβασμό για τα μοντέλα, γιατί ακόμα και σε αυτήν την πολύ απλή περίπτωση, μία μη δηλωμένη υπόθεση μπορεί να οδηγήσει σε πολύ διαφορετικά αποτελέσματα. Φανταστείτε λοιπόν το μέγεθος των δυσκολιών όταν τα πράγματα είναι ακόμα πιο περίπλοκα!

Ένα πρόβλημα από τις αρχές του 16ου αιώνα (με διαχρονική αξία!) περιγράφει, επίσης, την σημασία της επιλογής του σωστού μοντέλου.

Έχουμε έναν πίνακα σε μορφή σκακιέρας 3x3 (σχ.ΙΙ.3). Στις γωνίες υπάρχουν τοποθετημένοι δύο μαύροι και δύο λευκοί ιππότες. Εσείς θα πρέπει, με τις λιγότερες δυνατές κινήσεις, να αλλάξετε τις θέσεις των ιπποτών. Φυσικά, οι κινήσεις των ιπποτών πρέπει να ακολουθούν τους κανόνες που ισχύουν στο κανονικό σκάκι. 
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Σχ. ΙΙ.3. Δύο μαύρα (Β) και δύο λευκά (W) άλογα σε μια σκακιέρα 3 x 3

Αυτό είναι ένα ιδανικό πρόβλημα στο οποίο μπορούμε να εφαρμόσουμε την προσέγγιση «δοκιμή και λάθος» (trial and error) - το πρόβλημα είναι ότι θα βρείτε κυρίως «λάθη». Εάν έχετε, ωστόσο, στο μυαλό σας το σωστό μοντέλο, τότε όλα είναι πιο ξεκάθαρα. 

Αν σχεδιάσουμε από την αρχή τον πίνακα σημειώνοντας όλα τα τετράγωνα από το 1 έως το 9 (σχ.ΙΙ.4a), μπορούμε να καταγράψουμε κάθε πιθανή κίνηση για ένα άλογο ανάμεσα σε αυτά τα τετράγωνα. 
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Σχ. ΙΙ.4. (a) Ο πίνακας και οι αριθμοί των τετραγώνων. (b) Η διαδρομή (κυκλική πορεία) των πιθανών κινήσεων. (c) Η αναλυθείσα πορεία

Για να διανύσει μία κυκλική πορεία και να επιστρέψει στην αρχική του θέση, ένα άλογο θα πρέπει να ακολουθήσει μία συγκεκριμένη διαδρομή οχτώ βημάτων (κινήσεις): ξεκινώντας από το τετράγωνο πάνω αριστερά, να μετακινηθεί στο μεσαίο δεξί τετράγωνο, κατόπιν (για να μην επιστρέψει στο προηγούμενο) να συνεχίσει στο κάτω αριστερό τετράγωνο, το επάνω μεσαίο, κλπ.(σχ.ΙΙ.4b). Εάν αναλύσουμε αυτήν την διαδρομή σε έναν απλό κύκλο (σχήμα ΙΙ.4c), θα διαπιστώσουμε ότι κάθε άλογο πρέπει να ακολουθεί μία συγκεκριμένη κατεύθυνση και κανένα άλογο δεν μπορεί να προσπεράσει το άλλο σε αυτήν την διαδρομή. Εφόσον απαιτούνται 4 κινήσεις μέχρι να φθάσει ένα άλογο στην σωστή θέση, ο μικρότερος συνολικός αριθμός κινήσεων που χρειάζονται είναι 16. Η σειρά των κινήσεων είναι επίσης προφανής: μετακινούμε κάθε άλογο ένα βήμα κάθε φορά και επαναλαμβάνουμε αυτήν την ακολουθία των τεσσάρων κινήσεων τέσσερις φορές. 

Υπάρχει, όμως, και μία άλλη εκδοχή του προβλήματος, όπου κάθε αριθμός διαδοχικών κινήσεων από το ίδιο πιόνι λαμβάνεται ως μία κίνηση. Σε αυτήν την περίπτωση, χρειάζονται επτά κινήσεις. Μπορείτε να εξηγήσετε πώς;

Βασικές Έννοιες

Εάν κατανοήσουμε πραγματικά ένα πρόβλημα,

η απάντηση θα προκύψει μέσα από αυτό,

γιατί η απάντηση αποτελεί μέρος του προβλήματος.

Κρισναμούρτι, The Penguin Krisnamurti Reader
Τρεις βασικές έννοιες είναι κοινές σε κάθε αλγοριθμική προσέγγιση στην επίλυση προβλημάτων: Ανεξάρτητα από την τεχνική που χρησιμοποιείτε, θα πρέπει να καθορίζετε: (1) την αναπαράσταση (representation), (2) τον στόχο (objective), και (3) την συνάρτηση αξιολόγησης (evaluation function). Η αναπαράσταση κωδικοποιεί εναλλακτικές υποψήφιες λύσεις που θα μελετηθούν, ο στόχος περιγράφει τον σκοπό που θέλουμε να επιτευχθεί, και η συνάρτηση αξιολόγησης επιστρέφει μία συγκεκριμένη τιμή που εκφράζει την ποιότητα των συγκεκριμένων λύσεων που παρέχει η αναπαράσταση (ή τουλάχιστον, μία σύγκριση της ποιότητας δύο εναλλακτικών λύσεων). Παρακάτω θα δούμε αναλυτικά καθεμία από αυτές τις έννοιες.

2.1 Αναπαράσταση

Τα τρία προβλήματα που εξετάσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο αποτελούν μία καλή βάση για την μελέτη των εναλλακτικών αναπαραστάσεων. Ας ξεκινήσουμε από το πρόβλημα ικανοποιησιμότητας (SAT), όπου έχουμε n μεταβλητές οι οποίες είναι λογικά δυαδικά ψηφία (bit). Ένας προφανής τρόπος να αναπαραστήσουμε μία υποψήφια λύση είναι μία δυαδική συμβολοσειρά (binary string) μήκους n. Κάθε στοιχείο στην συμβολοσειρά αντιστοιχεί σε μία μεταβλητή στο πρόβλημα. Το μέγεθος του τελικού χώρου αναζήτησης σε αυτήν την αναπαράσταση είναι 2n , καθώς υπάρχουν 2n  διαφορετικές δυαδικές συμβολοσειρές μήκους n. Kάθε σημείο σε αυτόν τον χώρο αναζήτησης είναι μία εφικτή λύση. 

Για το πρόβλημα του περιοδεύοντος πωλητή σε πόλη n (TSP), έχουμε ήδη δημιουργήσει μία πιθανή αναπαράσταση: μία μετάθεση των φυσικών αριθμών 1, ..., n όπου κάθε αριθμός αντιστοιχεί σε μία πόλη που θα επισκεφτεί ο αντιπρόσωπος με διαδοχική σειρά. Σε αυτήν την αναπαράσταση, ο χώρος αναζήτησης S αποτελείται από όλες τις πιθανές μεταθέσεις, και υπάρχουν n! τέτοιες παρατάξεις. Ωστόσο, εάν έχουμε ένα συμμετρικό TSP, όπου το κόστος ταξιδιού από την πόλη i στην πόλη  j είναι το ίδιο και προς τις δύο κατευθύνσεις, τότε η κατεύθυνση δεν παίζει ρόλο στον σχεδιασμό του δρομολογίου. Η διαδρομή είναι ίδια και προς τις δύο κατευθύνσεις. Αυτό σημαίνει ότι μπορούμε να περιορίσουμε στο μισό το μέγεθος του χώρου αναζήτησης. Επίσης, η διαδρομή θα είναι η ίδια ανεξάρτητα από την πόλη-αφετηρία, και αυτό θα μειώσει το μέγεθος του χώρου αναζήτησης κατά συντελεστή n. Συνεπώς, το πραγματικό μέγεθος του χώρου αναζήτησης μειώνεται σε (n-1)!/2. Όμως, όπως είδαμε και νωρίτερα, αυτός είναι ένας τεράστιος αριθμός ακόμα και για σχετικά μεγάλα TSP. Για ένα πρόβλημα μη γραμμικού προγραμματισμού (NLP), ο χώρος αναζήτησης αποτελείται από όλους τους πραγματικούς αριθμούς σε n διαστάσεις. Συνήθως βασιζόμαστε σε αναπαραστάσεις κινητής υποδιαστολής για να προσεγγίσουμε τους πραγματικούς αριθμούς σε έναν υπολογιστή, χρησιμοποιώντας είτε απλή ή διπλή ακρίβεια. Είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο ότι για έξι ψηφία ακρίβειας στις μεταβλητές σε ένα εύρος μεταξύ 0 και 10 υπάρχουν 107n  διαφορετικές πιθανές τιμές. 

Για κάθε πρόβλημα, η αναπαράσταση μίας πιθανής λύσης και η αντίστοιχη ερμηνεία της υπονοούν τον χώρο αναζήτησης και το μέγεθός του. Εδώ είναι σημαντικό να γνωρίζουμε ότι το μέγεθος του χώρου αναζήτησης δεν καθορίζεται από το πρόβλημα, αλλά από την αναπαράσταση που χρησιμοποιούμε και από τον τρόπο με τον οποίο χειριζόμαστε αυτήν την κωδικοποίηση. 

Η επιλογή του σωστού χώρου αναζήτησης είναι υψίστης σημασίας. Εάν δεν επιλέξετε από την αρχή το σωστό πεδίο για την αναζήτησή σας, μπορεί να προσθέσετε πολλές ανέφικτες ή ίδιες λύσεις στην λίστα των πιθανοτήτων σας, ή ακόμα να μην μπορέσετε να βρείτε ποτέ την σωστή απάντηση.

Ένα καλό παράδειγμα είναι το παρακάτω.  Έχουμε έξι σπίρτα πάνω σε ένα τραπέζι και θέλουμε να σχηματίσουμε τέσσερα ισόπλευρα τρίγωνα, όπου το μήκος κάθε πλευράς είναι το μήκος κάθε σπίρτου. Μπορούμε εύκολα να σχηματίσουμε δύο τέτοια τρίγωνα χρησιμοποιώντας πέντε σπίρτα (δείτε σχήμα 2.1), όμως είναι δύσκολο να συνεχίσουμε σχηματίζοντας τέσσερα τρίγωνα, αφού απομένει μόνο ένα σπίρτο. 
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Σχ.2.1. Δύο τρίγωνα, πέντε χρησιμοποιημένα σπίρτα και ένα σπίρτο που δεν χρησιμοποιείται

Εδώ, η διατύπωση του προβλήματος είναι παραπλανητική, γιατί προτείνει έναν δισδιάστατο χώρο αναζήτησης ( τα σπίρτα τοποθετημένα επάνω στο τραπέζι). Για να βρούμε, όμως, μία λύση θα πρέπει να μεταφερθούμε σε τρεις διαστάσεις (σχήμα 2.2). Εάν ξεκινήσετε με λανθασμένο χώρο αναζήτησης, δεν θα βρείτε ποτέ την σωστή απάντηση
!
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Σχ.2.2 Τέσσερα τρίγωνα, έξι σπίρτα

2.2. Ο στόχος

Αφού καθορίσουμε τον χώρο αναζήτησης, θα πρέπει να αποφασίσουμε τι ακριβώς αναζητάμε. Ποιός είναι ο στόχος του προβλήματός μας; Πρόκειται για έναν μαθηματικό ορισμό του στόχου που επιθυμούμε να επιτύχουμε. Δεν είναι συνάρτηση αλλά μία παράσταση. 

Ας δούμε για παράδειγμα το πρόβλημα TSP. Εδώ ο στόχος μας είναι να ελαχιστοποιήσουμε την συνολική απόσταση που διένυσε ο αντιπρόσωπος, λαμβάνοντας υπόψη τον περιορισμό της επίσκεψης κάθε πόλης μία και μόνο φορά και της επιστροφής στην πόλη-αφετηρία. Με μαθηματικούς όρους ο στόχος είναι: 

min Σ dist (x,y)
Για το πρόβλημα SAT, ο στόχος είναι η ανεύρεση του διανύσματος των δυαδικών ψηφίων, έτσι ώστε να ικανοποιείται η Boolean πρόταση  (δηλαδή, να είναι ΑΛΗΘΗΣ). Στο NLP, στόχος είναι η ελαχιστοποίηση ή μεγιστοποίηση κάποιας μη γραμμικής συνάρτησης υποψήφιων λύσεων.

2.3 Η συνάρτηση αξιολόγησης

Ο στόχος διαφέρει από την συνάρτηση αξιολόγησης. Η τελευταία είναι, κυρίως, μία απεικόνιση από των χώρο των πιθανών υποψήφιων λύσεων, σύμφωνα με την επιλεγμένη αναπαράσταση, ενός συνόλου αριθμών (πχ, πραγματικοί), όπου κάθε στοιχείο από τον χώρο των πιθανών λύσεων είναι αντιστοιχισμένο σε μία αριθμητική τιμή που εκφράζει την ποιότητά του. Η συνάρτηση αξιολόγησης μας επιτρέπει να συγκρίνουμε την αξία των εναλλακτικών λύσεων στο πρόβλημά μας με βάση το μοντέλο που χρησιμοποιήσαμε. Ορισμένες συναρτήσεις αξιολόγησης λαμβάνουν υπόψη μία ταξινόμηση όλων των πιθανών λύσεων. Μία τέτοια συνάρτηση ονομάζεται τακτική (ordinal) συνάρτηση αξιολόγησης. Εναλλακτικά, άλλες συναρτήσεις αξιολόγησης είναι αριθμητικές (numeric), οι οποίες δεν εκφράζουν μόνο την σειρά των λύσεων με βάση την ποιότητά τους, αλλά και τον βαθμό της ποιότητας.

Ας υποθέσουμε ότι αναζητάμε μία καλή λύση για το TSP. Στόχος μας είναι η ελαχιστοποίηση του συνόλου των αποστάσεων μεταξύ των πόλεων κατά τη διάρκεια του δρομολογίου, λαμβάνοντας υπόψη τους περιορισμούς του προβλήματος. Μία συνάρτηση αξιολόγησης θα μπορούσε να αντιστοιχίσει την κάθε διαδρομή στην αντίστοιχη συνολική της απόσταση. Τότε, θα συγκρίναμε εναλλακτικά δρομολόγια και θα βρίσκαμε όχι μόνο ποιο είναι καλύτερο από το άλλο, αλλά και κατά πόσο καλύτερο είναι με ακρίβεια. Συχνά, είναι αρκετά δαπανηρό από υπολογιστικής πλευράς να εκτιμήσουμε με ακρίβεια την ποιότητα μίας συγκεκριμένης λύσης, ενώ αρκεί να γνωρίζουμε πόσο καλή ή πόσο κακή είναι μία λύση κατά προσέγγιση, ή απλά εάν είναι καλύτερη συγκριτικά με κάποια άλλη επιλογή. Σε αυτήν την περίπτωση, η συνάρτηση αξιολόγησης μπορεί να εκτελεστεί με βάση δύο υποψήφιες λύσεις και απλά να υποδείξει την καλύτερη.

Στα προβλήματα του πραγματικού κόσμου, επιλέγετε εσείς την συνάρτηση αξιολόγησης, δεν σας παρέχεται με το πρόβλημα. Πώς θα κάνετε, όμως, αυτήν την επιλογή; Ένα προφανές κριτήριο που πρέπει να ικανοποιείται είναι πως όταν μία λύση καλύπτει πλήρως τον στόχο τότε και η αξιολόγηση θα είναι η βέλτιστη. Η συνάρτηση αξιολόγησης δεν πρέπει να υποδεικνύει ως καλύτερη μία  λύση που αποτυγχάνει να εκπληρώσει τον σκοπό της από μία λύση που τον εκπληρώνει. Αυτή, βέβαια, είναι μία στοιχειώδης αρχή στον καθορισμό της συνάρτησης αξιολόγησης.

Συχνά, ο στόχος προτείνει μία συγκεκριμένη συνάρτηση αξιολόγησης. Για παράδειγμα, στην προηγούμενη περίπτωση, χρησιμοποιήσαμε την απόσταση μίας υποψήφιας λύσης στο TSP ως συνάρτηση αξιολόγησης. Αυτή ανταποκρίνεται στον στόχο ελαχιστοποίησης της συνολικής καλυφθείσας απόστασης: η συνάρτηση αξιολόγησης προτείνεται άμεσα από τον στόχο. Αυτό συμβαίνει συχνά και στο NLP. Για το πρόβλημα μεγιστοποίησης της συνάρτησης που απεικονίζεται στο σχήμα 1.2, η ίδια η συνάρτηση χρησιμεύει και ως συνάρτηση αξιολόγησης με καλύτερες λύσεις που αποδίδουν μεγαλύτερες τιμές. Ωστόσο, δεν μπορούμε πάντα να εξάγουμε χρήσιμες συναρτήσεις αξιολόγησης από τον στόχο. Για το πρόβλημα SAT, όπου στόχος μας είναι η ικανοποίηση της δοθείσας σύνθετης Boolean πρότασης (δηλαδή, να είναι ΑΛΗΘΗΣ), κάθε προσεγγιστική λύση είναι ΨΕΥΔΗΣ, με αποτέλεσμα να μην έχουμε χρήσιμες πληροφορίες για τον τρόπο βελτίωσης μίας υποψήφιας λύσης σε μία άλλη ή για τον τρόπο αναζήτησης μίας καλύτερης εναλλακτικής. Σε τέτοιες περιπτώσεις, θα πρέπει να ενεργούμε έξυπνα και να χρησιμοποιούμε κάποιες υποκαταστάτριες συναρτήσεις (surrogate functions) αξιολόγησης που θα ανταποκρίνονται στον στόχο που θέλουμε να επιτύχουμε, στην αναπαράσταση που επιλέξαμε καθώς και στους τελεστές που χρησιμοποιήσαμε για να μεταβούμε από την μία λύση στην επόμενη.

Όταν δημιουργείτε μία συνάρτηση αξιολόγησης, πρέπει να έχετε υπόψη σας ότι σε πολλά προβλήματα, οι μόνες ενδιαφέρουσες λύσεις βρίσκονται σε ένα υποσύνολο του χώρου αναζήτησης S.  Εσείς ενδιαφέρεστε μόνο για εφικτές λύσεις, δηλαδή, για λύσεις που ικανοποιούν τους περιορισμούς ενός συγκεκριμένου προβλήματος. Το NLP του σχήματος 1.2 αποτελεί ένα τέλειο παράδειγμα: ενδιαφερόμαστε μόνο για δυανύσματα κινητής υποδιαστολής, έτσι ώστε το γινόμενο των τιμών των συνιστωσών τους να είναι μεγαλύτερο από 0.75 και το σύνολό τους να μην υπερβαίνει το γινόμενο του 7.5 και του αριθμού μεταβλητών. Με άλλα λόγια, ο χώρος αναζήτησης S για το NLP μπορεί να οριστεί ως το σύνολο όλων των διανυσμάτων κινητής υποδιαστολής, έτσι ώστε οι συνισταμένες τους να βρίσκονται μεταξύ του 0 και 10. Μόνο ένα υποσύνολο αυτών των διανυσμάτων ικανοποιεί τους πρόσθετους περιορισμούς (σχετικά με το παράγωγο και το σύνολο των συνιστωσών). Αυτό το υποσύνολο αποτελεί το εφικτό τμήμα του χώρου αναζήτησης F. Στο υπόλοιπο του βιβλίου, θα κάνουμε  πάντα την διάκριση μεταξύ του χώρου αναζήτησης S και του εφικτού χώρου αναζήτησης 
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(δείτε σχήμα 2.3). Ωστόσο, για τα SAT και TSP, S = F. Όλα τα σημεία από τον χώρο αναζήτησης είναι εφικτά (υποθέτοντας ότι για το TSP υπάρχει μία διαδρομή από κάθε πόλη προς κάθε άλλη πόλη).
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Σχ.2.3 Ένας χώρος αναζήτησης S και το εφικτό τμήμα F. Προσέξτε ότι οι εφικτές περιοχές μπορεί μην συνδέονται μεταξύ τους
2.4 Ορισμός ενός προβλήματος αναζήτησης

Τώρα μπορούμε να καθορίσουμε ένα πρόβλημα αναζήτησης
. Ας υποθέσουμε ότι έχουμε έναν χώρο αναζήτησης S μαζί με το εφικτό τμήμα του 
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. Βρείτε 
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 έτσι ώστε:

eval (x) ≤ eval (y), για κάθε 
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Προσέξτε ότι εδώ χρησιμοποιούμε μία συνάρτηση αξιολόγησης για την οποία λύσεις που επιστρέφουν μικρότερες τιμές θεωρούνται καλύτερες (δηλαδή, πρόκειται για πρόβλημα ελαχιστοποίησης). Ωστόσο, για κάθε πρόβλημα θα μπορούσαμε, εξίσου εύκολα, να χρησιμοποιήσουμε μία συνάρτηση αξιολόγησης, όπου οι μεγαλύτερες τιμές θεωρούνται καλύτερες, μετατρέποντάς το έτσι σε πρόβλημα μεγιστοποίησης. Δεν υπάρχει κάποια ένδειξη στο ίδιο το αρχικό πρόβλημα ή στο προσεγγιστικό μοντέλο που να απαιτεί συνάρτηση αξιολόγησης είτε για μεγιστοποίηση ή για ελαχιστοποίηση. Συγκεκριμένα, ο στόχος δεν εμφανίζεται πουθενά στο προηγούμενο πρόβλημα. Ο ορισμός αυτού του προβλήματος θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί το ίδιο εύκολα για να περιγράψει ένα TSP, ένα SAT ή ένα NLP. Η αναζήτηση δεν μπορεί να αναγνωρίσει το πρόβλημα που έχετε να επιλύσετε! Αυτό που «γνωρίζει» είναι οι πληροφορίες που παρέχετε στην συνάρτηση αξιολόγησης, η αναπαράσταση που χρησιμοποιείτε, και ο τρόπος με τον οποίο δοκιμάζετε πιθανές λύσεις. Εάν η συνάρτηση αξιολόγησης δεν ανταποκρίνεται στον στόχο, τότε αναζητάτε την σωστή απάντηση στο λάθος πρόβλημα!

Το σημείο x που πληροί την παραπάνω συνθήκη ονομάζεται ολική λύση. Η αναζήτηση μίας τέτοιας ολικής λύσης σε ένα πρόβλημα μπορεί να αποδειχτεί εξαιρετικά δύσκολη υπόθεση. Στην πραγματικότητα, αυτό ισχύει και για τα τρία προβλήματα που μελετήσαμε προηγουμένως (δηλαδή, τα SAT TSP και NLP). Ωστόσο, ορισμένες φορές η αναζήτηση της βέλτιστης λύσης είναι ευκολότερη όταν επικεντρωθούμε σε ένα σχετικά μικρό υποσύνολο του συνολικού χώρου αναζήτησης (εφικτός ή και ανέφικτος). Οι λιγότερες εναλλακτικές μπορεί μερικές φορές να διευκολύνουν την ζωή μας. Αυτή είναι μία σημαντική παρατήρηση στην οποία βασίζονται πολλές τεχνικές αναζήτησης.

2.5 Γειτονικές περιοχές και τοπικά βέλτιστα

Εάν περιοριστούμε σε μία περιοχή του χώρου αναζήτησης που είναι «κοντά» σε ένα συγκεκριμένο σημείο σε αυτόν τον χώρο, τότε η περιοχή αυτή ονομάζεται γειτονική περιοχή ή γειτονιά αυτού του σημείου. Εάν θέλουμε να παραστήσουμε γραφικά την έννοια της γειτονικής περιοχής, θεωρούμε κάποιον αφηρημένο χώρο αναζήτησης S (σχήμα 2.4) μαζί με ένα μοναδικό σημείο 
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. Η γειτονική περιοχή Ν(x) του x είναι το σύνολο όλων των σημείων του χώρου αναζήτησης S που βρίσκονται κοντά, κατά μία μετρήσιμη έννοια, στο δεδομένο σημείο x.
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Σχ.2.4 Ένας χώρος αναζήτησης S, μία πιθανή λύση x, και η γειτονική περιοχή της, Ν(x), όπως φαίνονται από το εσωτερικό του κύκλου γύρω από το x.

Μπορούμε να καθορίσουμε την εγγύτητα μεταξύ των σημείων στον χώρο αναζήτησης με διάφορους τρόπους. Δύο σημαντικά ενδεχόμενα περιλαμβάνουν:

· Μπορούμε να καθορίσουμε μία συνάρτηση απόστασης dist στον χώρο αναζήτησης S:
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και κατόπιν να καθορίσουμε την γειτονιά Ν(x) ως
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 ≥ 0. Ένας άλλος τρόπος για να ειπωθεί αυτό είναι: εάν το y ικανοποιεί την παραπάνω συνθήκη για Ν(x) τότε βρίσκεται στην 
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-γειτονιά του x. Όταν έχουμε χώρους αναζήτησης που καθορίστηκαν για συνεχείς μεταβλητές (πχ., το NLP), μία φυσική επιλογή για τον καθορισμό μίας γειτονικής περιοχής είναι η Ευκλείδιος απόσταση:
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Το ίδιο ισχύει και για το πρόβλημα SAT όπου η απόσταση μεταξύ δύο δυαδικών συμβολοσειρών μπορεί να καθοριστεί ως απόσταση Hamming, δηλαδή, ο αριθμός των θέσεων bit με διαφορετικές αναθέσεις τιμών αληθείας. Ωστόσο, μία «φυσική» επιλογή δεν σημαίνει απαραιτήτως ότι είναι και η βέλτιστη επιλογή, λαμβάνοντας υπόψη και άλλους παράγοντες. Οι φυσικές επιλογές, αποτελούν, βέβαια, συχνά ένα καλό σημείο εκκίνησης.

· Μπορούμε να καθορίσουμε μία αντιστοίχιση m στον χώρο αναζήτησης S ως:

m : S → 2s
και αυτή η αντιστοίχιση καθορίζει μία γειτονική περιοχή για κάθε σημείο 
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. Για παράδειγμα, μπορούμε να καθορίσουμε μία αντιστοίχιση 2-εναλλαγών (2-swap) για το ΤSP που παράγει ένα νέο σύνολο πιθανών λύσεων από κάθε πιθανή λύση x. Κάθε λύση που μπορεί να παραχθεί από την εναλλαγή δύο πόλεων σε μία επιλεγμένη διαδρομή, μπορεί να θεωρηθεί ως γειτονική αυτής της διαδρομής υπό τον τελεστή 2-swap. Συγκεκριμένα, μία λύση x (μία μετάθεση n = 20 πόλεις):

15 – 3 – 11 – 19 – 17 – 2 - ... – 6,

έχει n(n-1)/2 γειτονικά σημεία. Αυτά περιλαμβάνουν:

15 – 17 – 11 – 19 – 3 – 2 - ... - 6   (εναλλαγή πόλεων στις δεύτερες και πέμπτες θέσεις)

2 – 3 – 11 – 19 – 17 – 15 - ... – 6 (εναλλαγή πόλεων στις πρώτες και έκτες θέσεις)

15 – 3 – 6 – 19 – 17 – 2 - ... - 11  (εναλλαγή πόλεων στις τρίτες και τελευταίες θέσεις)

κ.τ.λ.

Αντίθετα, για το πρόβλημα SAT θα μπορούσαμε να καθορίσουμε μία αντιστοίχιση 1-flip που παράγει ένα σύνολο πιθανών λύσεων από κάθε πιθανή λύση x. Αυτές είναι όλες οι λύσεις που μπορούν να παραχθούν αλλάζοντας ένα μόνο bit σε ένα συγκεκριμένο δυαδικό διάνυσμα και αυτές θα είναι στην γειτονιά του x υπό τον τελεστή 1- flip. Για παράδειγμα, μία λύση x (μία δυαδική συμβολοσειρά n = 20 μεταβλητές)

01101010001000011111

έχει n γειτονικά σημεία. Αυτά περιλαμβάνουν:

11101010001000011111 (αλλαγή στο πρώτο bit),

00101010001000011111 (αλλαγή στο δεύτερο bit),

01001010001000011111 (αλλαγή στο τρίτο bit), κλπ.

Σε αυτήν την περίπτωση, μπορούμε, επίσης, να καθορίσουμε την γειτονική περιοχή με βάση μία συνάρτηση απόστασης: η γειτονική περιοχή περιέχει όλες τις συμβολοσειρές, οι οποίες έχουν απόσταση Hamming από το x μικρότερη ή ίση με ένα. 

Αφού κατανοήσαμε την έννοια «γειτονική περιοχή », τώρα θα εξετάσουμε την έννοια τοπικό βέλτιστο. Μία πιθανή λύση 
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 είναι ένα τοπικό βέλτιστο όσον αφορά στην γειτονική περιοχή Ν, εάν και μόνο εάν 

eval(x) ≤ eval(y) για κάθε 
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 (με ένα υποθετικό κριτήριο ελαχιστοποίησης). Είναι, συχνά, σχετικά εύκολο να ελέγξουμε εάν μία δεδομένη λύση είναι τοπικό βέλτιστο ή όχι, όταν το μέγεθος της γειτονικής περιοχής είναι πολύ μικρό, ή όταν γνωρίζουμε κάποια στοιχεία για την παράγωγο της συνάρτησης αξιολόγησης (εάν υπάρχει).

Πολλές μέθοδοι αναζήτησης βασίζονται στα στατιστικά στοιχεία της γειτονικής περιοχής που βρίσκεται γύρω από ένα δεδομένο σημείο. Δηλαδή, η ακολουθία των σημείων που δημιουργούν αυτές οι τεχνικές κατά την αναζήτηση της βέλτιστης πιθανής λύσης βασίζεται σε τοπικές πληροφορίες σε κάθε βήμα κατά την διαδικασία αναζήτησης. Αυτές οι τεχνικές εντοπίζουν λύσεις μέσα στα όρια της γειτονικής περιοχής του τρέχοντος σημείου, οι οποίες έχουν καλύτερες αξιολογήσεις. Είναι γνωστές ως στρατηγικές «γειτονικής» (neighborhood) ή «τοπικής» (local) αναζήτησης, ανάλογα. Για παράδειγμα, έστω ότι έχετε ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης της συνάρτησης f(x) = - x2  και επιλέξατε να χρησιμοποιήσετε την ίδια την f(x) ως συνάρτηση αξιολόγησης. Οι καλύτερες λύσεις παράγουν υψηλότερες τιμές για f(x). Υποθέστε ότι η τρέχουσα καλύτερη λύση x είναι 2.0, που έχει αξία -4.0. Μπορείτε να καθορίσετε μία 
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-γειτονιά με διάστημα 0.1 και στις δύο πλευρές του 2.0 και κατόπιν να συνεχίσετε την αναζήτηση μέσα σε αυτό το διάστημα. Εάν δοκιμάσατε ένα νέο σημείο από το διάστημα [1.9, 2.1] και βρήκατε ότι είχε καλύτερη αξιολόγηση από το 2.0, θα πρέπει να αντικαταστήσετε το 2.0 με αυτήν την καλύτερη λύση και να συνεχίσετε από εκεί. Ειδάλλως, θα πρέπει να απορρίψετε την νέα λύση και να χρησιμοποιήσετε ένα άλλο σημείο από το [1.9, 2.1]. 

Φυσικά, οι περισσότερες συναρτήσεις αξιολόγησης στα προβλήματα του πραγματικού κόσμου δεν μοιάζουν με «τετραγωνικό κοίλωμα» όπως η f(x) = - x2. Tα πράγματα είναι πάντα πιο περίπλοκα. Η συνάρτηση αξιολόγησης καθορίζει μία επιφάνεια απόκρισης που μοιάζει περισσότερο με τοπογραφία λόφων και πεδιάδων (όπως περιγράφεται στο σχήμα 1.2), και το πρόβλημα αναζήτησης της βέλτιστης λύσης μπορεί να παρομοιαστεί με την αναζήτηση της κορυφής μίας οροσειράς κατά την πεζοπορία μέσα σε πυκνή ομίχλη. Μπορείτε να χρησιμοποιήσετε νέα σημεία που βρίσκονται μόνο στο κοντινό περιβάλλον σας και μπορείτε να πάρετε μόνο τοπικές αποφάσεις για την συνέχεια της πορείας σας. Εάν περπατάτε πάντα ανηφορικά, τότε κάποια στιγμή θα φθάσετε σε μία κορυφή, η οποία, όμως, μπορεί να μην είναι η υψηλότερη  κορυφή στης οροσειράς. Πρόκειται μάλλον για ένα «τοπικό βέλτιστο». Ίσως χρειαστεί να κατηφορίσετε για κάποια ώρα προκειμένου να βρείτε μία θέση, έτσι ώστε μία σειρά από τοπικές αποφάσεις μέσα από διαδοχικά περιβάλλοντα να οδηγήσει στην υψηλότερη κορυφή.

Οι μέθοδοι τοπικής αναζήτησης (local search methods) (κεφάλαιο 3) παρουσιάζουν μία ενδιαφέρουσα σχέση μεταξύ του μεγέθους της γειτονικής περιοχής N(x) και της απόδοσης της αναζήτησης. Εάν το μέγεθος της γειτονικής περιοχής είναι σχετικά μικρό, τότε ο αλγόριθμος θα μπορεί να αναζητήσει γρήγορα ολόκληρη την γειτονική περιοχή. Μόνο λίγες πιθανές λύσεις θα χρειαστεί να αξιολογηθούν πριν ληφθεί μία απόφαση, με βάση την οποία θα εξεταστεί η επόμενη νέα λύση. Ωστόσο, ένα τέτοιο μικρό πεδίο ορατότητας αυξάνει τις πιθανότητες να εγκλωβιστούμε σε ένα τοπικό βέλτιστο! Επομένως είναι προτιμότερο να χρησιμοποιούμε μεγάλα περιβάλλοντα: ένα μεγάλο πεδίο ορατότητας θα βοηθούσε στην λήψη καλύτερων αποφάσεων. Συγκεκριμένα, εάν η ορατότητα ήταν απεριόριστη, (δηλαδή, το μέγεθος της γειτονικής περιοχής είναι ίδιο με το μέγεθος ολόκληρου του χώρου αναζήτησης), τότε θα βρίσκαμε τελικά την καλύτερη σειρά βημάτων που θα ακολουθούσαμε. Ο αριθμός, ωστόσο, των αξιολογήσεων, θα ήταν πιθανώς τόσο μεγάλος ώστε θα ήταν αδύνατο να ολοκληρώσουμε τους απαιτούμενους υπολογισμούς καθ’όλη την διάρκεια ζωής του σύμπαντος (όπως αναφέραμε στο κεφάλαιο 1). Όταν χρησιμοποιούμε μεθόδους τοπικής αναζήτησης, το κατάλληλο μέγεθος της γειτονικής περιοχής δεν μπορεί να καθοριστεί αυθαίρετα. Θα πρέπει να συμφωνεί με τον στόχο που θέλουμε να επιτύχουμε.

2.6 Μέθοδοι Αναρρίχηση λόφων (Hill-climbing)

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε μία βασική διαδικασία hill-climbing και την σχέση της με την έννοια της γειτονικής περιοχής. Οι μέθοδοι hill-climbing, όπως και όλες οι μέθοδοι τοπικής αναζήτησης (κεφάλαιο 3), χρησιμοποιούν μία τεχνική επαναληπτικής βελτίωσης.
 Η τεχνική εφαρμόζεται σε ένα μεμονωμένο σημείο – το τρέχον σημείο – στον χώρο αναζήτησης. Κατά την διάρκεια κάθε επανάληψης, επιλέγεται ένα νέο σημείο από την γειτονική περιοχή του τρέχοντος σημείου. Εάν αυτό το νέο σημείο αποδίδει καλύτερη τιμή, με βάση την συνάρτηση αξιολόγησης, το νέο αυτό σημείο καθίσταται σε τρέχον σημείο. Ειδάλλως, επιλέγεται κάποιο άλλο γειτονικό σημείο και ελέγχεται με βάση το τρέχον σημείο. Η μέθοδος ολοκληρώνεται όταν είναι αδύνατη πλέον κάθε περαιτέρω βελτίωση ή εάν εξαντλήσαμε την υπομονή και τον χρόνο μας.

Είναι σαφές ότι τέτοιες μέθοδοι hill-climbing παρέχουν μόνο τοπικά βέλτιστες τιμές, και αυτές οι τιμές εξαρτώνται από την επιλογή του σημείου εκκίνησης. Επίσης, δεν υπάρχει γενική διαδικασία για περιορισμό του σχετικού λάθους που αφορά στο ολικό βέλτιστο, γιατί αυτό παραμένει άγνωστο. Εάν έχουμε το πρόβλημα σύγκλισης μόνο σε τοπικά βέλτιστες λύσεις, τότε είναι προτιμότερο να ξεκινάμε τις μεθόδους hill-climbing από ένα μεγάλο φάσμα διαφορετικών σημείων εκκίνησης, ώστε κάποια τουλάχιστον από αυτά τα αρχικά σημεία να οδηγήσουν στο ολικό βέλτιστο. Μπορούμε να επιλέξουμε τα αρχικά σημεία τυχαία ή με βάση ένα πλέγμα ή ένα τυπικό πρότυπο ή ακόμα λαμβάνοντας υπόψη τις υπόλοιπες πληροφορίες που διαθέτουμε, πιθανώς ως αποτέλεσμα κάποιας προηγούμενης αναζήτησης (πχ. από την προσπάθεια κάποιου άλλου να επιλύσει το ίδιο πρόβλημα).

Υπάρχουν μερικές διαφορετικές εκδόσεις αλγορίθμων hill-climbing. Διαφέρουν κυρίως στον τρόπο με τον οποίο επιλέγεται μία νέα λύση για σύγκρισή της με την τρέχουσα λύση. Μία έκδοση απλού αλγορίθμου επαναληπτικού hill-climbing περιγράφεται στο σχήμα 2.5 (απότομη ανάβαση-steepest ascent hill-climbing). 

Procedure επαναληπτικός hill-climber

begin

t
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0


αρχικοποίησε την best

repeat

local 
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ΨΕΥΔΗ


επέλεξε τυχαία ένα τρέχον σημείο  vc

αξιολόγησε το vc

repeat
επέλεξε όλα τα νέα σημεία στη γειτονιά του vc
επέλεξε από το σύνολο των νέων σημείων το σημείο vn το οποίο επιστρέφει την βέλτιστη τιμή της συνάρτησης eval
if eval(vn) είναι καλύτερη από την eval(vc)

then vc
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 vn
else local 
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ΑΛΗΘΗ
until local
t
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t+1

if vc είναι καλύτερη από την best
then best 
[image: image95.wmf]¬

vc
until t=MAX

end
Σχ.2.5. Ένας απλός επαναληπτικός αλγόριθμος  hill-climber
Αρχικά, λαμβάνονται υπόψη όλα τα πιθανά γειτονικά σημεία της τρέχουσας λύσης και η λύση vn που επιστρέφει την βέλτιστη τιμή eval (vn) επιλέγεται για να συγκριθεί με την τρέχουσα συμβολοσειρά vc. Εάν η eval (vc ) είναι χειρότερη από την eval (vn), τότε η νέα συμβολοσειρά vn  καθίσταται τρέχουσα. Αλλιώς, είναι αδύνατη κάθε τοπική βελτίωση: ο αλγόριθμος έχει επιτύχει ένα τοπικό ή ολικό βέλτιστο (τοπικό = ΑΛΗΘΕΣ). Σε αυτήν την περίπτωση, η επόμενη επανάληψη (t ← t + 1) του αλγόριθμου εκτελείται με μία νέα τρέχουσα συμβολοσειρά που επιλέχθηκε τυχαία. 

Η επιτυχία ή η αποτυχία μίας μοναδικής επανάληψης (δηλαδή μία πλήρης αναρρίχηση) του παραπάνω αλγόριθμου hill-climbing καθορίζεται απόλυτα από το αρχικό σημείο. Για προβλήματα με πολλά τοπικά βέλτιστα, και συγκεκριμένα αυτά όπου τα βέλτιστα έχουν μεγάλες περιοχές έλξης (basins of attraction), είναι συχνά πολύ δύσκολο να εντοπίσουμε μία ολικά βέλτιστη λύση.

Οι αλγόριθμοι hill-climbing παρουσιάζουν αρκετές αδυναμίες:

· Καταλήγουν συνήθως σε λύσεις που είναι μόνο τοπικά βέλτιστες.

· Δεν υπάρχουν πληροφορίες σχετικές με το ποσό κατά το οποίο αποκλίνει το τοπικό βέλτιστο που έχουμε βρει από το ολικό βέλτιστο, ή πιθανώς ακόμα και από άλλα τοπικά βέλτιστα. 

· Το βέλτιστο που ανακαλύπτουμε εξαρτάται από την αρχική διαμόρφωση.

· Γενικά, είναι αδύνατο να ορίσουμε ένα ανώτατο όριο για τον χρόνο υπολογισμού.

Από την άλλη μεριά, υπάρχει ένα δελεαστικό πλεονέκτημα στις τεχνικές hill-climbing: εφαρμόζονται πολύ εύκολα! Απαιτείται μόνο η αναπαράσταση, η συνάρτηση αξιολόγησης και ένα μέτρο που καθορίζει την περιοχή γύρω από την δεδομένη λύση. 

Οι αποδοτικές τεχνικές αναζήτησης παρέχουν έναν μηχανισμό για τον συνδυασμό δύο φαινομενικά αντικρουόμενων στόχων: την εκμετάλλευση των βέλτιστων λύσεων που βρίσκουμε κατά την αναζήτηση και ταυτόχρονα την εξερεύνηση του χώρου αναζήτησης. Οι τεχνικές hill-climbing εκμεταλλεύονται την βέλτιστη διαθέσιμη λύση για πιθανή βελτίωση, αλλά παραβλέπουν την εξερεύνηση ενός μεγάλου μέρους του χώρου αναζήτησης S. Αντίθετα, μία τυχαία αναζήτηση (random search) – όπου εξετάζονται σημεία από το S με ίσες πιθανότητες – εξερευνά πλήρως τον χώρο αναζήτησης, αλλά δεν εκμεταλλεύεται τις υποσχόμενες περιοχές του χώρου αναζήτησης. Κάθε χώρος αναζήτησης είναι διαφορετικός, αλλά ακόμα και ίδιοι χώροι μπορεί να εμφανίζονται πολύ διαφορετικοί κάτω από διαφορετικές αναπαραστάσεις και συναρτήσεις αξιολόγησης. Συνεπώς, είναι αδύνατο να επιλέξουμε μία μοναδική μέθοδο αναζήτησης που να εφαρμόζεται εξίσου καλά σε κάθε περίπτωση. Στην πραγματικότητα, αυτό μπορεί να αποδειχτεί μαθηματικά [3,4]. 

Ένα εξαιρετικά σοβαρό πρόβλημα είναι να εγκλωβιστούμε σε ένα τοπικό βέλτιστο. Συγκεκριμένα, αποτελεί ένα από τα κυριότερα προβλήματα που πλήττουν τις βιομηχανικές εφαρμογές αριθμητικής βελτιστοποίησης. Σχεδόν κάθε λύση στα προβλήματα πραγματικού κόσμου στον τομέα προγραμματισμού εργοστασίου, πρόβλεψης απαιτήσεων, διαχείρισης γης καθώς και σε άλλους τομείς, αποτελεί στην καλύτερη περίπτωση απλά ένα τοπικό βέλτιστο. 

Τι μπορούμε, λοιπόν, να κάνουμε; Πώς μπορούμε να δημιουργήσουμε έναν αλγόριθμο αναζήτησης που να αποφεύγει το τοπικό βέλτιστο, να συνδυάζει την εξερεύνηση και την εκμετάλλευση καθώς και να διαφοροποιεί την αναζήτηση από την αρχική διαμόρφωση; Υπάρχουν λίγες πιθανότητες, κάποιες από τις οποίες θα αναλύσουμε στο κεφάλαιο 5. Ωστόσο, θα πρέπει να έχετε υπόψη ότι οι σωστές επιλογές εξαρτώνται πάντα από το πρόβλημα. Μία επιλογή, όπως αναφέραμε και νωρίτερα, είναι να εκτελέσουμε τον επιλεγμένο αλγόριθμο αναζήτησης για έναν μεγάλο αριθμό αρχικών διαμορφώσεων. Επίσης, μπορούμε συχνά να χρησιμοποιούμε τα αποτελέσματα προηγούμενων προσπαθειών για να βελτιώσουμε την επιλογή της αρχικής διαμόρφωσης για την επόμενη προσπάθεια. Ακόμα, ίσως είναι χρήσιμο να υιοθετήσουμε πιο σύνθετα μέσα για να παράγουμε νέες λύσεις ή να μεγενθύνουμε την γειτονική περιοχή. Μπορούμε, όμως και να αλλάξουμε τα κριτήρια για να αποδεχτούμε μεταβάσεις σε νέα σημεία που αντιστοιχούν σε μία αρνητική αλλαγή στην συνάρτηση αξιολόγησης. Δηλαδή, μπορεί να θέλουμε να αποδεχτούμε μία χειρότερη λύση από την τοπική γειτονική περιοχή με την ελπίδα ότι αυτό θα οδηγήσει τελικά σε μία καλύτερη λύση. 

Όμως, πριν ασχοληθούμε με μεθόδους πιο σύνθετης αναζήτησης, θα ήταν χρήσιμο να επανεξετάσουμε τις βασικές, κλασικές τεχνικές επίλυσης προβλημάτων, όπως ο δυναμικός προγραμματισμός, ο αλγόριθμος Α* και μερικές άλλες. Πρώτα, όμως, θα έχετε μία ακόμα ευκαιρία να επιδείξετε τις ικανότητές σας επιλύοντας ένα ενδιαφέρον γεωμετρικό πρόβλημα.

2.7 Μπορείτε να πετύχετε την έξυπνη βολή;

Αφού μελετήσατε ορισμένες διαφορετικές στρατηγικές αναζήτησης και κατανοήσατε τα θέματα επιλογής μίας αναπαράστασης, ενός στόχου και μίας συνάρτησης αξιολόγησης, ας δούμε εάν μπορείτε να επιλύσετε αυτό το ενδιαφέρον πρόβλημα. Να θυμάστε ότι μπορεί να χρειαστεί να βασιστείτε σε πληροφορίες που παρουσιάσαμε σε προηγούμενο κεφάλαιο – μπορεί όμως και όχι! Αυτό εσείς θα το κρίνετε!

Μία μπάλα είναι ακίνητη σε ένα τετράγωνο τραπέζι του μπιλιάρδου. Οταν χτυπήσουμε την μπάλα, αυτή μετακινείται στο τραπέζι για απεριόριστο χρονικό διάστημα, υπακούοντας σε έναν στοιχειώδη νόμο της φυσικής: Οι γωνίες α και β (σχήμα 2.6) είναι πάντα ίσες. Κάτω από ποιες συνθήκες η κίνηση της μπάλας θα είναι κυκλική;

Αφήστε το βιβλίο στην άκρη και σκεφτείτε το πρόβλημα. 

[image: image96.png]



Σχ.2.6. Ένα τετράγωνο τραπέζι του μπιλιάρδου και η κίνηση της μπάλας

Ένας τρόπος προσέγγισης του προβλήματος είναι να περιοριστούμε στην επιφάνεια του τραπεζιού του μπιλιάρδου και να προσπαθήσουμε να σκεφτούμε με βάση μόνο αυτό το τραπέζι. Είναι, ωστόσο, πολύ δύσκολο να δούμε κάποιο πρότυπο της κίνησης της μπάλας εδώ, γιατί ο αριθμός των αντανακλάσεων της μπάλας μπορεί να είναι εξαιρετικά μεγάλος (απεριόριστα υψηλός), και η πορεία της μπάλας μπορεί να αποτελείται από πολλά τμήματα.

Ας «επεκτείνουμε» των χώρο για να σκεφτούμε καλύτερα το πρόβλημα. Αντί να φανταστούμε μία μπάλα που εκτοξεύεται σε κάθε πλευρά του τραπεζιού, θα υποθέσουμε ότι έχουμε μία μπάλα που διανύει μία ευθεία γραμμή και θα μελετήσουμε μία αντανάκλαση του τραπεζιού. Το σχήμα 2.7 περιγράφει αυτή την ιδέα. 
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Σχ.2.7. (α) Αντανάκλαση μίας μπάλας στο τραπέζι του μπιλιάρδου, και (β) η αντίστοιχη αντανάκλαση του τραπεζιού του μπιλιάρδου

Αυτή είναι μία σημαντική διαφοροποίηση από τον τρόπο που επιλύουμε τα περισσότερα προβλήματα. Συνήθως, διαχειριζόμαστε τα στοιχεία μέσα σε ένα πλαίσιο. Μπορούμε, ωστόσο, να αλλάξουμε τον προσανατολισμό και να ασχοληθούμε με το πλαίσιο που τα περιβάλλει. Εάν καταφέρατε να κάνετε αυτή την μετάβαση χωρίς να διαβάσετε παρακάτω, τότε συγχαρητήρια, το μέλλον σας είναι λαμπρό!

Κάθε φορά που η μπάλα χτυπάει σε κάποια πλευρά του τραπεζιού, μπορούμε να σχεδιάσουμε μία αντανάκλαση του τραπεζιού σε αυτήν την πλευρά. Προσέξτε ότι τώρα η μπάλα μπορεί να χτυπήσει μόνο την δεξιά πλευρά ή την πλευρά στην κορυφή και θα διαγράψει κυκλική πορεία, εάν επιστρέψει στην αρχική της θέση (δείτε σχήμα 2.8)
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Σχ. 2.8 Έχουμε έναν κύκλο. Η μπάλα επιστρέφει στην αρχική της θέση με μία επακόλουθη αντανάκλαση του τραπεζιού του μπιλιάρδου.

Έστω ότι η μπάλα διαγράφει κύκλο. Αυτό σημαίνει ότι «ταξίδεψε» έναν αριθμό τραπεζιών «μπροστά» (πχ. p τραπέζια) και έναν αριθμό τραπεζιών «δεξιά» (πχ. q τραπέζια). Για γωνία α = 0, p = 0. Για α = π/2, q = 0. Για 0 < 1 < π/2, p > 0 και q >0.

Με αυτά τα δεδομένα μπορούμε να δώσουμε την απάντηση. Η μπάλα θα διαγράψει κύκλο στο τραπέζι εάν και μόνο εάν α = π/2 ή η εφαπτομένη της γωνίας α είναι ένας ρητός αριθμός (δηλ.tan(α) = p/q για 0 ≤ α < π/2).

Στην πρώτη περίπτωση είναι φανερό: Η μπάλα θα κινείται απλά μπρος πίσω για πάντα. Στην δεύτερη περίπτωση, εάν αυτό δεν είναι σαφές, τότε να θυμάστε ότι σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο, η εφαπτομένη μίας οξείας γωνίας ισούται με το πηλίκο της απέναντι κάθετης πλευράς προς την προσκείμενη κάθετη πλευρά. Δείτε το σχήμα 2.8 και φανταστείτε ότι σχηματίζετε την διαδρομή της μπάλας, έτσι ώστε να αντιστοιχεί στην υποτείνουσα ενός ορθογώνιου τριγώνου. Η βάση είναι οχτώ τετράγωνα και το ύψος τέσσερα. Για να φθάσετε στο ίδιο σημείο σε κάποιο μελλοντικό αντανακλώμενο τραπέζι, η μπάλα θα πρέπει να διασχίσει κάποιον ακέραιο, άρτιο αριθμό τραπεζιών μπροστά και δεξιά (οι αριθμοί πρέπει να είναι άρτιοι, ώστε να διατηρηθεί η αρχική γωνία κίνησης της μπάλας). Συνεπώς, η εφαπτομένη της γωνίας α πρέπει να είναι ένας ρητός αριθμός. Σην περίπτωση που α ισούται με μηδέν, τότε η μπάλα απλά κινείται οριζόντια για πάντα. 

Το να θυμόμαστε τους τύπους της τριγωνομετρίας του γυμνασίου αποτελεί το εύκολο μέρος αυτής της άσκησης. Το δύσκολο μέρος είναι να μην εγκλωβιστούμε στην περιγραφή του προβλήματος που συνήθως μας παρασύρει στην χρήση ενός πλαισίου, γεγονός που δεν βοηθάει στην ανεύρεση της απάντησης. Είναι πολύ σημαντικό να αποφεύγουμε τέτοιες παγίδες, γιατί στην αληθινή ζωή τα τραπέζια του μπιλιάρδου δεν κινούνται ενώ οι μπάλες κινούνται! Όμως, στην επίλυση προβλημάτων, θα πρέπει να μάθετε να «σκέφτεστε πέρα από τα στενά πλαίσια» - ή πέρα από το τραπέζι του μπιλιάρδου.

2.8 Περίληψη

Για να εφαρμόσετε έναν αλγόριθμο αναζήτησης θα πρέπει να εξετάζετε

· Την αναπαράσταση.

· Τον στόχο.

· Την συνάρτηση αξιολόγησης.

Η αναπαράσταση είναι ο τρόπος με τον οποίο ο υπολογιστής αποθηκεύει τις υποψήφιες λύσεις σας και τα αντικείμενα που διαχειρίζεται κατά την αναζήτηση νέων λύσεων. Ο στόχος είναι αυτό που προσπαθείτε να επιτύχετε. Η συνάρτηση αξιολόγησης είναι ένα μέσο για την αξιολόγηση της ποιότητας κάθε πιθανής λύσης στο πρόβλημα. Όλα αυτά μαζί σχηματίζουν μία στρατηγική τριανδρία. Θα πρέπει να δώσετε ιδιαίτερη προσοχή και στα τρία αυτά στοιχεία. 

Συχνά, είναι χρήσιμο να αντιμετωπίζουμε έναν χώρο αναζήτησης με γεωμετρικούς όρους, μελετώντας την γειτονική περιοχή που περιβάλλει μία συγκεκριμένη λύση και εάν μπορούμε να βρούμε καλύτερες λύσεις ή όχι μέσα στα όρια αυτής της περιοχής. Εάν δεν μπορούμε, τότε έχουμε ανακαλύψει ένα τοπικό βέλτιστο. Μπορεί, όμως, αυτή η λύση να είναι στην πραγματικότητα ένα ολικό βέλτιστο. Δηλαδή, ανεξάρτητα από το μέγεθος της γειτονικής περιοχής που εξετάσαμε, η λύση παραμένει βέλτιστη. Συχνά, είναι πολύ δαπανηρό από υπολογιστικής πλευράς, να επεκτείνουμε την αναζήτηση σε μεγαλύτερες γειτονικές περιοχές. Ως εκ τούτου, αντιμετωπίζουμε τον κίνδυνο να παγιδευτούμε σε τοπικά βέλτιστα, και ειδικά, όταν χρησιμοποιούμε μία μέθοδο hill-climbing. 

Τέλος, όταν οριοθετείτε ένα πρόβλημα, μην περιορίζεστε από τους κανόνες φυσικής του πραγματικού κόσμου. Αφήστε ελεύθερο τον εαυτό σας και θέστε του ερωτήσεις όπως: τί θα συνέβαινε εάν το τραπέζι μπιλιάρδου κινούνταν σε σχέση με την μπάλα; Τιθα γινόταν εάν μεταφερόμουν πέρα από το επίπεδο του τραπεζιού για να δημιουργήσω μία πυραμίδα με αυτά τα σπίρτα;

 Ποιές είναι οι Τιμές στο 7-11

Υπάρχουν πολλοί τρόποι να βρούμε την απάντηση σε ένα πρόβλημα. Για να είστε αποτελεσματικοί, ειδικά όταν το πεδίο των πιθανών λύσεων είναι πολύ μεγάλο, πρέπει να οργανώσετε την αναζήτηση με ένα συστηματικό τρόπο. Επιπλέον, η δομή της αναζήτησής σας πρέπει να «ταιριάζει» με κάποιον τρόπο με τη δομή του προβλήματος. Αν δεν ταιριάζει, τότε η αναζήτησή σας μπορεί να έχει ακόμη χειρότερα αποτελέσματα και από τις τυχαίες εικασίες.

Ορισμένες από τις ευρετικές μεθόδους για την αναζήτηση στους χώρους λύσεων χρησιμοποιούν το «κλάδεμα» των περιπτώσεων που δεν είναι δυνατό να είναι σωστές. Μερικές φορές, το κλάδεμα του συνολικού χώρου μειώνεται και με λίγη τύχη μπορείτε να εστιάσετε ταχύτερα στις εφικτές λύσεις. Σκεφθείτε λοιπόν τον τρόπο με τον οποίο θα εξαλείψετε τις μη εφικτές λύσεις σε αυτήν την σύνθετη περίπτωση τιμών στο πρόβλημα «7-11» το οποίο έχει ως εξής:

Υπάρχει μια αλυσίδα καταστημάτων στις Ηνωμένες Πολιτείες που ονομάζεται 7-11. Ονομάζεται έτσι πιθανόν επειδή ήταν ανοιχτά από τις 7.00 π.μ μέχρι τις 11.00 μ.μ, αλλά τώρα πια είναι ανοιχτά όλες τις ώρες. Μια μέρα, ένας πελάτης μπήκε σε ένα από αυτά τα καταστήματα και επέλεξε τέσσερα είδη. Στη συνέχεια, πλησίασε το ταμείο για να πληρώσει για αυτά τα είδη. Ο πωλητής πήρε την αριθμομηχανή του, πάτησε ορισμένα πλήκτρα και είπε: «Η συνολική τιμή είναι $ 7.11.»

Ο πελάτης αστειεύθηκε. «Γιατί; Πρέπει να πληρώσω $ 7.11 επειδή το όνομα του καταστήματός σας είναι 7-11;»

Ο πωλητής δεν κατάλαβε το αστείο και απάντησε. «Φυσικά όχι! Πολλαπλασίασα τις τιμές αυτών των τεσσάρων ειδών και σας είπα το αποτέλεσμα!»

Ο πελάτης εξεπλάγη. «Γιατί πολλαπλασιάσατε αυτούς τους αριθμούς; Έπρεπε να τους είχατε προσθέσει για να βρείτε την συνολική τιμή!»

Ο πωλητής είπε. «Ναι, με συγχωρείτε, έχω ένα τρομερό πονοκέφαλο και πάτησα λάθος κουμπί!»

Κατόπιν, ο πωλητής επανέλαβε όλους τους υπολογισμούς, π.χ., προσέθεσε τις τιμές αυτών των τεσσάρων ειδών, αλλά προς μεγάλη έκπληξη δική του και του πελάτη, το σύνολο συνέχιζε να είναι $ 7.11.

Τώρα το ζητούμενο είναι να βρείτε τις τιμές αυτών των τεσσάρων ειδών.

Πρόκειται για ένα τυπικό πρόβλημα αναζήτησης, Έχουμε τέσσερις μεταβλητές x, y, z και t που αναπαριστούν τις τιμές τεσσάρων ειδών. Κάθε μεταβλητή παίρνει μια τιμή από το πεδίο της και σε αυτή την περίπτωση όλα τα πεδία είναι ίδια: από 0,01 έως 7,08. Η μικρότερη τιμή μπορεί να είναι το 0,01 και εφόσον η συνολική τιμή και για τα τέσσερα είδη είναι 7,11, η μεγαλύτερη δυνατή τιμή για ένα είδος είναι 7,08. Έτσι, το πεδίο κάθε μεταβλητής είναι το σύνολο


{0.01, 0.02, 0.03,……,7.06, 7.07, 7.08}.

Για να μην έχουμε να κάνουμε με κλασματικούς αριθμούς, ας αλλάξουμε τη μορφή τους σε ακεραίους. Θα μιλήσουμε για τιμές σε σεντς και όχι σε δολλάρια. Με αυτό τον τρόπο το πεδίο κάθε μεταβλητής είναι το σύνολο των ακέραιων αριθμών
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Το πρόβλημα είναι να βρούμε τα x, y, z και t, τα οποία προέρχονται από το σύνολο P έτσι ώστε
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Λάβετε υπόψη ότι κατά την μετατροπή από δολλάρια σε σεντς κάθε μεταβλητή πολλαπλασιάστηκε με το 100. Έτσι το γινόμενό τους 7.11 αυξήθηκε κατά 108 φορές έχοντας ως αποτέλεσμα 7,11 * 108=711000000
Επειδή 711000000=
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, υπάρχουν πολλές περιπτώσεις που πρέπει να σκεφθούμε. Αν αναζητούσαμε αναλυτικά κάθε δυνατό συνδυασμό θα βρίσκαμε μια λύση αλλά θα χρειαζόταν χρόνος – πολύς χρόνος. Ας δούμε το σύντομο δρόμο που έχει κοινά με αυτό που ονομάζουμε προσέγγιση διακλάδωσης και οριοθέτησης (branch and bound).

Ένα πράγμα που μπορούμε να σκεφτούμε εδώ, ειδικά επειδή έχουμε δύο εξισώσεις η δεύτερη από τις οποίες είναι το γινόμενο όρων, είναι η ιδέα της παραγοντοποίησης. Μπορούμε να κάνουμε παραγοντική ανάλυση του 711000000 στους πρώτους του παράγοντες. Αυτό μπορεί να βοηθήσει γιατί οι εν λόγω μεταβλητές θα είναι τα πολλαπλάσια αυτών των παραγόντων. Σε αυτή την περίπτωση το 79 είναι ο μεγαλύτερος πρώτος παράγοντας του 711000000. Είναι ξεκάθαρο τότε ότι η τιμή (σε σεντς, φυσικά) ενός από τα είδη (ας πούμε του x)  πρέπει να διαιρείται με το 79. 

Ας σκεφθούμε ορισμένες περιπτώσεις που σχετίζονται με το 79. Επιλέγουμε το 79 επειδή, ως ο μεγαλύτερος πρώτος παράγοντας  του 711000000, σημαίνει πως θα υπολογίσουμε τον ελάχιστο αριθμό περιπτώσεων.

· Αν x=79, το πρόβλημα για τις υπόλοιπες τρεις μεταβλητές είναι 
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Σε αυτό το σημείο δεν είναι δυνατό όλες οι μεταβλητές y, z και t να διαιρούνται με το 5 (μια και το σύνολό τους δεν διαιρείται με το 5), οπότε το γινόμενο δύο από αυτών των μεταβλητών (ας πούμε του y και του z) διαιρείται με το 56=15625. Τώρα έχουμε τις εξής περιπτώσεις:


Περίπτωση (α):
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[image: image106.wmf]y

y

¢

=

3125

 και 
[image: image107.wmf]z

z

¢

=

5



Περίπτωση (γ): 
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Περίπτωση (δ): 
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για ορισμένες y’ ≥ 1 και z’ ≥ 1. Για τις περιπτώσεις (α)-(δ), y+z > 632 (το οποίο είναι ανέφικτο), οπότε η μόνη περίπτωση που πρέπει τελικά να εξετάσουμε είναι η περίπτωση (δ). Σε αυτή την περίπτωση το πρόβλημα γίνεται:
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Η πρώτη εξίσωση υποδηλώνει ότι y’ + z’ 
[image: image114.wmf]£

5 οπότε τώρα πρέπει απλά να εξετάσουμε άλλες έξι πιθανότητες γιατί μπορούμε να υποθέσουμε ότι y’ ≤ z’:


Περίπτωση (δ1): 
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Περίπτωση (δ2): 
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Περίπτωση (δ3): 
[image: image119.wmf]y

¢

=1 και 
[image: image120.wmf]z

¢

=3


Περίπτωση (δ4): 
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Περίπτωση (δ5): 
[image: image123.wmf]y

¢

=2 και 
[image: image124.wmf]z

¢

=2


Περίπτωση (δ6): 
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Καμία από αυτές τις έξι περιπτώσεις δεν προσφέρει λύση. Για παράδειγμα, για την περίπτωση (δ1) έχουμε


x=79


y=125
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z=125
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Που ορίζει ότι το t = 382 (οπότε οι τέσσερις μεταβλητές θα είχαν άθροισμα 711) αλλά τότε το γινόμενό τους δεν θα ήταν 711000000.

· Αν x = 
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 = 158, το πρόβλημα είναι



[image: image130.wmf]553

=

+

+

t

z

y

 και



[image: image131.wmf]6

2

5

5

3

2

=

yzt


Σε αυτήν την περίπτωση μπορούμε να επαναλάβουμε την αιτιολόγηση της προηγούμενης περίπτωσης: το y πρέπει να είναι 125y’ και το z = 125z’, και


125(y’ + z’) + t = 553

Συνεπώς y’ + z’ ≤ 4. Καμία από τις πιθανότητες


y’ = 1  και  z’ = 1


y’ = 1  και  z’ = 2


y’ = 1  και  z’ = 3


y’ = 2  και  z’ = 1

δεν οδηγεί σε λύσει όπως και να έχει.

Είναι εύκολο να δούμε πως αν


x = 3 * 79 = 237


x = 5 * 79 = 395


x = 6 * 79 = 474


x = 7 * 79 = 553


x = 8 * 79 = 632

το πρόβλημα δεν έχει λύσεις. Σε όλες τις περιπτώσεις, ο αριθμός των υποπεριπτώσεων που πρέπει να λάβουμε υπόψη μειώνεται. Για παράδειγμα, αν x = 553, τότε για y = 125y’ και z = 125z’ έχουμε 125(y’ + z’) + t = 158, που μας δίνει μια άμεση αντίφαση επειδή y’ + z’ 
[image: image132.wmf]³
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Αν το πρόβλημα έχει τελικά λύση, τότε x = 316. Σε αυτή (την τελική) περίπτωση, το πρόβλημα γίνεται


y + z + t = 395, και


yzt = 24 * 32 * 56

Πάλι θα πρέπει να λάβουμε υπόψη ορισμένες περιπτώσεις. Εφόσον το σύνολο των τριών υπόλοιπων μεταβλητών διαιρείται δια του 5, είτε μία, είτε και οι τρεις μεταβλητές διαιρούνται δια του 5. Αν μόνο μία μεταβλητή (ας πούμε το y) διαιρείται δια του 5, τότε y=56y’ και έχουμε μια αντίφαση, y > 395. Συνεπώς, γνωρίζουμε ότι όλες οι μεταβλητές y, z και t διαιρούνται δια του 5:


y=5y’, z=5z’ και t=5t’

Τώρα το πρόβλημα γίνεται


y’ + z’ + t’ = 79 και


y’z’t’ = 24 * 32 * 53
Εφόσον y’ + z’ + t’ = 79, μία από αυτές τις πρώτες μεταβλητές δεν διαιρείται με το 5 και έτσι κάποια άλλη μεταβλητή πρέπει να διαιρείται με το 25, ας πούμε η y’=25 y’’. Σε αυτήν την περίπτωση έχουμε:


25 y’’+ z’ + t’ = 79 και


y’’z’t’ = 24 * 32 * 5=720

Αυτό σημαίνει ότι y’’ είναι 1, ή 2, ή 3 (αλλιώς 25y’’ > 79). Οι δύο τελευταίες επιλογές δεν οδηγούν σε λύση (π.χ., αν y’’=2, z’+t’=29 και z’t’=360, που δεν έχει λύση στους πραγματικούς αριθμούς και τα πράγματα είναι ήδη αρκετά πολύπλοκα, δεν νομίζετε;). Συνεπώς y’’=1 (π.χ., y=125) Σε αυτή την περίπτωση έχουμε


z’ + t’ = 54


z’t’ = 720

που μας δίνει z’=24 και t’=30, ή ανάποδα. Συνεπώς z=5*24=120 και t=5*30=150.

Έτσι το πρόβλημα λύνεται. Έχει πραγματικά μία και μοναδική λύση (μετατρέψαμε τις τιμές ξανά σε δολάρια):


x=$3.16    y=$1.25   z=$1.20  και t=$1.50

Είναι σημαντικό να υπογραμμίσουμε τη συστηματική προσέγγιση της επίλυσης του συγκεκριμένου προβλήματος. Βήμα-βήμα, εξαλείψαμε τις ανέφικτες λύσεις και, ακόμη πιο σημαντικό, ξεκινήσαμε «κλαδεύοντας» αρκετά το χώρο λύσεων με το να εξετάζουμε τους πρώτους παράγοντες του γινομένου των τιμών.

Φυσικά, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μια άλλη προσέγγιση. Μπορούμε επίσης να μαντέψουμε πράγματα. Συνήθως χρειάζεται να μαντέψουμε πράγματα για να φωτίσουμε πλευρές του προβλήματος. Αυτό θα το δούμε πιο αναλυτικά στο επόμενο κεφάλαιο. Αξίζει επίσης να παρατηρήσουμε ότι το να μαντεύουμε πράγματα μπορεί να οδηγήσει σε ορισμένες καταπληκτικές ανακαλύψεις, όπως ένα σύνολο τιμών

($3.16, $1.25, $1.25, $1.44) ή ($2.37, $2.00, $2.00, $0.75)

Το γινόμενο και για τα δύο σύνολα είναι $7.11, ωστόσο, το πρώτο σύνολο οδηγεί στο άθροισμα $7.10, ενώ για το δεύτερο, το άθροισμα είναι $7.12. Το πρόβλημα όταν μαντεύουμε πράγματα είναι ότι δεν οδηγούμαστε πάντα στην επόμενη λύση, η οποία είναι καλύτερη από την προηγούμενη. Η έννοια των βελτιώσεων στην ποιότητα μιας λύσης είναι εγγενής σε πολλές κλασικές και μοντέρνες μεθόδους βελτιστοποίησης. Είναι παρήγορο να γνωρίζουμε ότι τα πράγματα βελτιώνονται!

ΙΙΙ. Παραδοσιακές Μέθοδοι --- Μέρος 1

….δίνουν όλες τις ίδιες υποσχέσεις.

Μόνο στα έργα τους διαφέρουν.

Μολιέρος, Ο Φιλάργυρος

Υπάρχουν πολλοί κλασικοί αλγόριθμοι που έχουν σχεδιαστεί για αναζήτηση της βέλτιστης λύσης σε χώρους λύσεων. Υπάρχουν, μάλιστα, τόσοι πολλοί αλγόριθμοι που είναι φυσικό να αναρωτιόμαστε γιατί υπάρχει τέτοια πληθώρα επιλογών. Η θλιβερή απάντηση είναι ότι καμία από αυτές τις παραδοσιακές μεθόδους δεν είναι ισχυρή. Κάθε φορά που το πρόβλημα αλλάζει πρέπει να αλλάξουμε τον αλγόριθμο. Αυτό είναι ένα από τα βασικά μειονεκτήματα των ισχυουσών τεχνικών βελτιστοποίησης. Υπάρχει μέθοδος για κάθε πρόβλημα – το πρόβλημα είναι ότι οι περισσότεροι γνωρίζουν μόνο μία μέθοδο ή ίσως λίγες μεθόδους. Έτσι, συχνά επιμένουν να χρησιμοποιούν λάθος εργαλείο για να επιλύσουν το πρόβλημά τους και συνεπώς καταλήγουν σε λανθασμένα αποτελέσματα.

Οι κλασικές μέθοδοι βελτιστοποίησης μπορούν να είναι πολύ αποτελεσματικές όταν είναι κατάλληλες για το δοθέν ζητούμενο. Είναι χρήσιμο για εσάς να γνωρίζετε πότε να χρησιμοποιείτε κάθε μία και πότε όχι. Γενικά, χωρίζονται σε δύο διακριτές κατηγορίες:

· Αλγόριθμοι που αξιολογούν μόνο πλήρεις λύσεις.

· Αλγόριθμοι που απαιτούν την αξιολόγηση τμηματικών ή κατά προσέγγιση λύσεων.

Πρόκειται για μια σημαντική διαφορά. Όταν ένας αλγόριθμος διαχειρίζεται πλήρεις λύσεις, μπορείτε να τον σταματήσετε οποιαδήποτε στιγμή και θα έχετε πάντα μία πιθανή απάντηση. Αντιθέτως, αν διακόψετε έναν αλγόριθμο που λειτουργεί με μερικές λύσεις, είναι δυνατό να μην μπορέσετε να χρησιμοποιήσετε κανένα από τα αποτελέσματά του.

Ο όρος πλήρεις λύσεις σημαίνει ακριβώς αυτό: όλες οι μεταβλητές αποφάσεων είναι καθορισμένες. Για παράδειγμα, δυαδικές συμβολοσειρές (binary strings) μήκους n αποτελούν πλήρεις λύσεις για μια μεταβλητή n του προβλήματος SAT. Μεταθέσεις n πόλεων αποτελούν πλήρεις λύσεις για προβλήματα TSP. Διανύσματα n δεκαδικών αριθμών αποτελούν πλήρεις λύσεις για προβλήματα NLP. Είναι εύκολο να συγκρίνουμε δύο πλήρεις λύσεις χρησιμοποιώντας μια συνάρτηση αξιολόγησης. Πολλοί αλγόριθμοι βασίζονται σε τέτοιου είδους συγκρίσεις, μελετώντας μία μόνο πλήρη λύση κάθε φορά. Όταν βρίσκουμε μια νέα λύση που έχει καλύτερη αξιολόγηση από την προηγούμενη καλύτερη λύση, αυτή αντικαθιστά την προηγούμενη. Τα παραδείγματα περιλαμβάνουν εξαντλητική αναζήτηση (exhaustive search), τοπική αναζήτηση (local search), μεθόδους hill-climbing και μεθόδους αριθμητικής βελτιστοποίησης βάσει κλίσης (gradient-based numerical optimization methods). Ορισμένες σύγχρονες ευρετικές μέθοδοι όπως η προσομοιωμένη ανόπτηση (simulated annealing), η αναζήτηση με απαγορευμένες καταστάσεις (tabu search) και οι εξελικτικοί (evolutionary) αλγόριθμοι εμπίπτουν σε αυτήν την κατηγορία. Από την άλλη πλευρά, οι μερικές λύσεις έχουν δύο μορφές: (1) μια ατελή λύση στο πρόβλημα που τέθηκε αρχικά, και (2) μια πλήρη λύση σε ένα μικρότερης κλίμακας (π.χ.απλούστερο) πρόβλημα.

Οι μη πλήρεις λύσεις βρίσκονται σε ένα υποσύνολο του χώρου αναζήτησης του αρχικού προβλήματος. Για παράδειγμα, σε ένα SAT, μπορούμε να υπολογίσουμε όλες τις δυαδικές συμβολοσειρές (binary strings) των οποίων οι δύο πρώτες μεταβλητές είχαν αντιστοιχιστεί στην τιμή 1 (δηλαδή ΑΛΗΘΕΣ). Αντίστοιχα στο TSP μπορούμε να υπολογίσουμε κάθε μετάθεση πόλεων που περιέχει την αλληλουχία 7 – 11 -2 – 16. Παρομοίως, για ένα NLP, μπορούμε να υπολογίσουμε όλες τις λύσεις που έχουν x3=12.0129972. Σε κάθε περίπτωση, εστιάζουμε την προσοχή μας σε ένα υποσύνολο του χώρου αναζήτησης η οποία έχει ένα συγκεκριμένο χαρακτηριστικό. Ελπίζουμε πως αυτό το χαρακτηριστικό θα το έχει και η πραγματική λύση!

Εναλλακτικά, μπορούμε να αποσυνθέσουμε το αρχικό πρόβλημα σε μια ομάδα μικρότερων και απλούστερων προβλημάτων. Ο στόχος είναι, λύνοντας τα μικρότερα προβλήματα, να μπορέσουμε να συνδυάσουμε τις μερικές λύσεις και να βρούμε τη λύση του αρχικού προβλήματος. Σε ένα πρόβλημα TSP μπορούμε να υπολογίσουμε μόνο k από n πόλεις και να προσπαθήσουμε να βρούμε το συντομότερο δρόμο από την πόλη i στην πόλη j ο οποίος θα περνάει από όλα τα k αυτών των πόλεων (δείτε την ενότητα 4.3). Ή, σε ένα πρόβλημα NLP, μπορούμε να περιορίσουμε τα πεδία ορισμένων μεταβλητών xi, μειώνοντας έτσι σημαντικά το μέγεθος του χώρου αναζήτησης και, κατόπιν, να αναζητήσουμε μια ολοκληρωμένη λύση εντός αυτού του περιορισμένου πεδίου. Αυτές οι μερικές λύσεις μπορούν να χρησιμεύσουν ως βήματα προς τη λύση του αρχικού προβλήματος. 

Η απλοποίηση ενός σύνθετου προβλήματος με την κατάτμησή του σε μικρά κομμάτια που μπορούμε εύκολα να διαχειριστούμε ακούγεται δελεαστική. Αλλά οι αλγόριθμοι που χρησιμοποιούνται στις μερικές λύσεις θέτουν επιπρόσθετες δυσκολίες. Πρέπει: (1) να επινοήσετε ένα τρόπο οργάνωσης των υπο-χώρων ώστε να είναι δυνατή η αποτελεσματική αναζήτηση, και (2) να δημιουργήσετε μια νέα συνάρτηση αξιολόγησης που να μπορεί να αξιολογήσει την ποιότητα των μερικών λύσεων. Η τελευταία εργασία αποτελεί ιδιαίτερη πρόκληση στα προβλήματα του πραγματικού κόσμου: Ποια είναι η αξία ενός τηλεχειριστηρίου τηλεόρασης; Η απάντηση εξαρτάται από το αν υπάρχει τηλεόραση που να το συνοδεύει! Η χρησιμότητα του τηλεχειριστηρίου εξαρτάται απολύτως από την παρουσία ή απουσία άλλων στοιχείων (π.χ. τηλεόραση, μπαταρίες, ίσως καλωδιακή σύνδεση). Αλλά όταν αξιολογείτε μια μερική λύση δεν μπορείτε ουσιαστικά να ξέρετε ποιές θα είναι οι άλλες εξωτερικές συνθήκες. Στην καλύτερη περίπτωση μπορείτε να προσπαθήσετε να τις φανταστείτε, αλλά είναι πάντα δυνατό να κάνετε λάθος.

Η προηγούμενη εργασία οργάνωσης του χώρου αναζήτησης σε υποσύνολα, όπου η αναζήτηση είναι πιο εύκολη, είναι επίσης δύσκολη, αλλά υπάρχουν πολλές καλές ιδέες για το θέμα αυτό. Μπορείτε να οργανώσετε το χώρο αναζήτησης σε δέντρο με τις πλήρεις λύσεις να βρίσκονται στα φύλλα του δέντρου. Μπορείτε στη συνέχεια να περάσετε από κάθε κλαδί του δέντρου δημιουργώντας την πλήρη λύση σε μια σειρά βημάτων. Μπορείτε να παραλείψετε κλαδιά των οποίων τα τελικά αποτελέσματα γνωρίζετε ότι δεν θα βοηθήσουν. Υπάρχουν και άλλοι τρόποι να ακολουθήσετε αυτή τη διαδικασία διακλάδωσης και οριοθέτησης (branch and bound procedure). Καθένας εξαρτάται από τον τρόπο που τακτοποιείτε τις λύσεις στο χώρο αναζήτησης και αυτό, με τη σειρά του, εξαρτάται από την αναπαράστασή σας.

Να θυμάστε ότι δεν υπάρχει μόνο ένας τρόπος αναπαράστασης διαφορετικών λύσεων. Έχουμε δει τρεις συνήθεις αναπαραστάσεις για τα προβλήματα SAT, TSP και NLP: (1) δυαδικές συμβολοσειρές, (2) μεταθέσεις, (3) διανύσματα δεκαδικών, αντίστοιχα. Αλλά δεν χρειάζεται να περιοριστούμε σε αυτές τις επιλογές. Μπορούμε, για παράδειγμα, να αναπαραστήσουμε λύσεις για ένα πρόβλημα NLP με δυαδικές συμβολοσειρές. Κάθε λύση θα είχε μήκος kn, όπου n αντιπροσωπεύει ακόμη τον αριθμό μεταβλητών στο πρόβλημα και k δηλώνει τον αριθμό των δυαδικών ψηφίων (bit) που χρησιμοποιούνται για να περιγράψουν την τιμή κάθε μεταβλητής. Είναι πολύ άμεσο το να απεικονίσουμε μια δυαδική συμβολοσειρά <bk-1 … bo> σε μια τιμή κινητής υποδιαστολής xi ενός εύρους [li, ui] σε δύο βήματα:

· Μετατρέψτε τη δυαδική συμβολοσειρά <bk-1 … bo> από τη βάση 2 στη βάση 10: 

(<bk-1 … bo>)2=
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· Βρείτε μια αντίστοιχη τιμή κυμαινόμενης υποδιαστολής x εντός του απαιτούμενου εύρους: 
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Για παράδειγμα, αν το εύρος είναι [-2,3] και επιλέξουμε να χρησιμοποιήσουμε δυαδικές συμβολοσειρές μήκους 10, τότε η συμβολοσειρά <1001010001>  θα απεικονίζεται στο 0,89833822 καθώς:


0,89833822=-2+593
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Λάβετε υπόψη ότι, καθώς αυξάνουμε την τιμή του k, δημιουργούμε προσέγγιση μεγαλύτερης ακρίβειας για μια συγκεκριμένη τιμή κυμαινόμενης υποδιαστολής. Εδώ, με 10 bit, ο διάδοχος του <1001010001> είναι <1001010010>, που απεικονίζεται στο 0,90322581 – το κενό μεταξύ αριθμών κυμαινόμενης υποδιαστολής είναι σχεδόν 0,005. Αν χρειαζόμασταν μεγαλύτερη ακρίβεια, θα έπρεπε να αυξήσουμε την τιμή του k. Κάτι τέτοιο θα αύξανε και τον υπολογιστικό χρόνο καθώς θα έπρεπε να αποκωδικοποιήσουμε εκτενέστερες δυαδικές συμβολοσειρές κάθε φορά που θα θέλαμε να καθορίσουμε την τιμή μιας συγκεκριμένης μεταβλητής στο NLP. Αλλά δεν υπάρχει τίποτα που να μας αναγκάζει να λύσουμε τα προβλήματα NLP με τιμές κυμαινόμενης υποδιαστολής απευθείας, παρόλο που αυτό είναι το πεδίο στο οποίο ορίζονται οι τιμές.

Στην πραγματικότητα, αυτή η ελευθερία επιλογής της αναπαράστασης μας δίνει τη δυνατότητα να γίνουμε πολύ δημιουργικοί. Αν λύνουμε ένα πρόβλημα TSP μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την άμεση αναπαράσταση μετάθεσης που αναφέρθηκε παραπάνω. Αλλά ακόμη και σε αυτήν την περίπτωση, μπορούμε να προσπαθήσουμε να ερμηνεύσουμε αυτήν την μετάθεση με λίγο διαφορετικό τρόπο. Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι το iστο στοιχείο της μετάθεσης είναι ένας αριθμός στο διάστημα από 1 έως n-i+1 και δείχνει μια πόλη από το υπόλοιπο τμήμα μιας λίστας αναφοράς των πόλεων C για ένα δοθέν TSP. Ας πούμε ότι n=9 και ότι η λίστα αναφοράς C είναι


C = (1 2 3 4 5 6 7 8 9).

Τότε η ακόλουθη διαδρομή


5 – 1 – 3 – 2 – 8 – 4 – 9 – 6 – 7

Αναπαρίσταται ως διάνυσμα,


(5 1 2 1 4 1 3 1 1).

Αυτό ερμηνεύεται ως εξής: (1) επιλέξτε την πέμπτη πόλη από την τρέχουσα λίστα αναφοράς C και διαγράψτε την (αυτή είναι η πόλη 5), (2) επιλέξτε την πρώτη πόλη από την τρέχουσα λίστα αναφοράς C και διαγράψτε την (αυτή είναι η πόλη 1), (3) επιλέξτε την δεύτερη πόλη από την τρέχουσα λίστα αναφοράς C και διαγράψτε την (αυτή είναι τώρα η πόλη 3), κτλ.

Αυτή η αναπαράσταση φαίνεται να μην έχει ιδιαίτερη σχέση με το ίδιο το πρόβλημα, αλλά μπορείτε να την χρησιμοποιήσετε για να ανακαλύψετε κάθε πιθανή διαδρομή και ίσως να προσφέρει ορισμένες ενδιαφέρουσες πιθανότητες, όσον αφορά την οργάνωση του χώρου αναζήτησης, οι οποίες να μην προέκυπταν από την τυπική αναπαράσταση μετάθεσης.

Υπάρχουν πολλές πιθανές αναπαραστάσεις ακόμη και για το SAT. Μπορούμε να αναπαραστήσουμε μια λύση ως διάνυσμα τιμών κυμαινόμενης υποδιαστολής του διαστήματος [-1, 1] και κατόπιν να αντιστοιχίσουμε τη συνθήκη ΑΛΗΘΕΣ σε κάθε Boolean μεταβλητή εάν η αντίστοιχή της μεταβλητή κυμαινόμενης υποδιαστολής είναι μη αρνητική και ΨΕΥΔΗΣ, στην αντίθετη περίπτωση. Όποια αναπαράσταση και να επιλέξετε για ένα συγκεκριμένο πρόβλημα είναι εφικτό να θεωρήσετε τον εννοούμενο χώρο αναζήτησης ως ένα σύνολο με πλήρεις λύσεις και να κάνετε την αναζήτησή σας μεταξύ αυτών με ένα συγκεκριμένο τρόπο. Μπορείτε επίσης να διαιρέσετε το διάστημα σε υποσύνολα και να εργαστείτε με μερικές ή μη πλήρεις λύσεις. Καθώς υπάρχουν τόσοι πολλοί αλγόριθμοι να εξετάσουμε, τους διαχωρίσαμε. Σε αυτό το κεφάλαιο, θα εστιάσουμε σε αυτούς που λειτουργούν με πλήρεις λύσεις και έπειτα, στο κεφάλαιο 4, θα μελετήσουμε αυτούς που λειτουργούν με μερικές ή μη πλήρεις λύσεις.

3.1 Εξαντλητική αναζήτηση (Exhaustive search)

Όπως δηλώνει το όνομά της, η εξαντλητική αναζήτηση ελέγχει όλες τις λύσεις του χώρου αναζήτησης μέχρι να βρεθεί η καλύτερη γενική λύση. Αυτό σημαίνει ότι, αν δεν ξέρετε την τιμή που αντιστοιχεί στην εκτιμηθείσα αξία της καλύτερης λύσης, δεν υπάρχει τρόπος να είστε βέβαιοι ότι βρήκατε την καλύτερη λύση χρησιμοποιώντας την εξαντλητική αναζήτηση αν δεν εξετάσετε όλες τις περιπτώσεις. Οπότε δεν μας εκπλήσσει ο όρος εξαντλητική. Θα πρέπει να είστε εξαντλημένοι και σε προχωρημένη ηλικία για να καταφέρετε να βρείτε τη λύση σε ένα πρόβλημα μεσαίου μεγέθους. Να θυμάστε πως το μέγεθος του χώρου αναζήτησης για προβλήματα πραγματικού κόσμου είναι συνήθως τεράστιο. Θα χρειαστούν αιώνες υπολογιστικού χρόνου για να ελέγξετε κάθε δυνατή λύση. Στην ενότητα 1.1 είδαμε ότι ένα πρόβλημα TSP 50 πόλεων δημιουργεί 1062 διαφορετικές πιθανές λύσεις. Θα περιμένετε πάρα πολύ για το αποτέλεσμα μιας εξαντλητικής αναζήτησης τέτοιου μεγέθους!

Αλλά οι εξαντλητικοί αλγόριθμοι (γνωστοί και ως απαριθμητικοί (enumerative)) παρουσιάζουν ενδιαφέρον από ορισμένες απόψεις. Είναι, το λιγότερο, απλοί. Η μόνη προϋπόθεση είναι να δημιουργήσετε κάθε πιθανή λύση του προβλήματος με συστηματικό τρόπο. Επιπλέον, υπάρχουν τρόποι να μειώσετε τον όγκο της εργασίας σας. Ένας από αυτούς είναι η υπαναχώρηση (backtraking) και θα τον δούμε πιο αναλυτικά αργότερα. Επίσης, ορισμένοι κλασικοί αλγόριθμοι βελτιστοποίησης που δημιουργούν μια ολοκληρωμένη λύση χρησιμοποιώντας τις μερικές λύσεις (π.χ. διακλάδωση και οριοθέτηση (branch and bound) ή  αλγόριθμος Α*) βασίζονται στην εξαντλητική αναζήτηση, οπότε ας αφιερώσουμε λίγο χρόνο ακόμη σε αυτήν την προσέγγιση.

Το βασικό ερώτημα όταν εφαρμόζουμε μια εξαντλητική αναζήτηση είναι: Πώς θα δημιουργήσουμε μια αλληλουχία για κάθε πιθανή λύση στο πρόβλημα; Η σειρά με την οποία δημιουργούνται και αξιολογούνται οι λύσεις δεν έχει σημασία γιατί ο στόχος είναι να αξιολογήσουμε κάθε μία ξεχωριστά. Η απάντηση του ερωτήματος εξαρτάται από την επιλεγμένη αναπαράσταση.

3.1.1 Απαρίθμηση του SAT
Για να απαριθμήσετε το χώρο αναζήτησης για το SAT με n μεταβλητές πρέπει να δημιουργήσετε κάθε πιθανή δυαδική συμβολοσειρά μήκους n. Υπάρχουν 2n τέτοιες συμβολοσειρές, από <0…000> έως <1…111>. Κάθε μία από αυτές τις δυαδικές συμβολοσειρές αντιστοιχεί σε ακέραιους αριθμούς σε μια απεικόνιση ένα προς ένα. (δείτε τον πίνακα 3.1)

	0000                  0
	0100                  4
	1000                  8
	1100                12

	0001                  1
	0101                  5
	1001                  9
	1101                13

	0010                  2
	0110                  6
	1010                10
	1110                14

	0011                  3
	0111                  7
	1011                11
	1111                15


Πίνακας 3.1. Η αντιστοιχία μεταξύ μιας δυαδικής συμβολοσειράς μήκους n = 4 και το δεκαδικό της ισοδύναμο

Το μόνο που χρειάζεται να κάνετε είναι να δημιουργήσετε τους μη αρνητικούς ακεραίους από το 0 έως το 2n  - 1. Κατόπιν μετατρέπετε κάθε ακέραιο στην αντίστοιχη δυαδική συμβολοσειρά μήκους n και τα bit αυτής της συμβολοσειράς θεωρούνται ως αναθέσεις τιμής αληθείας των μεταβλητών των αποφάσεων.

Ένας άλλος τρόπος δράσης είναι να επέμβετε απευθείας στις δυαδικές συμβολοσειρές και να εισάγετε μια δυαδική συμβολοσειρά <0…001> για να έχετε διαδοχικά όλες τις συμβολοσειρές. Μόλις δημιουργηθεί μια νέα συμβολοσειρά αξιολογείται και η συμβολοσειρά με το καλύτερο αποτέλεσμα αποθηκεύεται ως η καλύτερη λύση μέχρι στιγμής. Συνεχίζουμε όμως να αντιμετωπίζουμε το πρόβλημα της επιλογής μιας συνάρτησης αξιολόγησης, που θα μπορούσε απλά να είναι:

1, αν η συμβολοσειρά ικανοποιεί τη σύνθετη Boolean έκφραση, και

2, σε διαφορετική περίπτωση.

Σε αυτή την περίπτωση θα μπορούσατε να σταματήσετε την αναζήτηση τη στιγμή που η διαθέσιμη συμβολοσειρά θα είχε μια αξιολόγηση αντίστοιχη του 1.

Ακόμη και σε αυτήν την απλή περίπτωση μπορείτε να εκμεταλλευθείτε την ευκαιρία να οργανώσετε την αναζήτηση και να «κλαδέψετε» τον αριθμό εναλλακτικών συμβολοσειρών που πραγματικά πρέπει να εξετάσουμε. Ας υποθέσουμε ότι χωρίζουμε το χώρο αναζήτησης του SAT σε δύο ανεξάρτητα υποδιαστήματα: το πρώτο περιέχει όλες τις συμβολοσειρές  έτσι ώστε x1=F (FALSE/ΨΕΥΔΕΣ) ενώ το δεύτερο περιέχει όλα τα διανύσματα όπου x1=T (TRUE/ΑΛΗΘΕΣ). Μπορούμε στη συνέχεια να οργανώσουμε ολόκληρο το διάστημα ως δέντρο (δείτε το σχήμα 3.1)
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Σχ. 3.1 Ένα δυαδικό δέντρο αναζήτησης για το SAT
Προχωρώντας στο πιο κάτω επίπεδο του δέντρου χωρίζουμε ξανά το διάστημα σε δύο ανεξάρτητα υποδιαστήματα βάσει της αντιστοίχισης στο x2, και συνεχίζουμε με τον ίδιο τρόπο για όλες τις μεταβλητές n. Το δυαδικό δέντρο που προκύπτει έχει n επίπεδα και η iστη μεταβλητή αντιστοιχίζεται στο iστο επίπεδο.

Έχοντας οργανώσει το διάστημα σε δέντρο με αυτόν τον τρόπο μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μια τεχνική εξαντλητικής αναζήτησης σχεδιασμένη ειδικά για δέντρα: αναζήτηση πρώτα κατά βάθος (depth first search). Αυτή η απλή επαναληπτική διαδικασία (σχήμα 3.2) διασχίζει ένα κατευθυνόμενο γράφημα (directed graph) (ένα δέντρο συγκεκριμένα) ξεκινώντας από έναν κόμβο και κατόπιν εκτελεί αναζήτηση επαναληπτικά στους γειτονικούς κόμβους.

Procedure depth-first(v)

begin

visit v

for each child w of v do
depth-first(w)
end
Σχήμα 3.2. Αναζήτηση πρώτα κατά βάθος

Το πλεονέκτημα της οργάνωσης της αναζήτησης με αυτόν τον τρόπο είναι ότι ορισμένες φορές μπορούμε να συμπεράνουμε ότι οι υπόλοιπες διακλαδώσεις ενός συγκεκριμένου κόμβου οδηγούν σε αδιέξοδο. 

Μπορούμε τότε να υπαναχωρήσουμε στο γονέα αυτού του κόμβου στο επόμενο ανώτερο  επίπεδο και να συνεχίσουμε την αναζήτηση σε μια άλλη διακλάδωση. Για παράδειγμα, μπορεί μετά την ανάθεση τιμών αληθείας  σε ορισμένες μεταβλητές ολόκληρος ο τύπος SAT να αποδίδει ΨΕΥΔΗ τιμή. Σε αυτήν την περίπτωση δεν χρειάζεται να συνεχίσουμε σε αυτήν την διακλάδωση. Επομένως, αν ο τύπος SAT περιέχει μια πρόταση:
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και οι αντιστοιχίσεις των τεσσάρων πρώτων μεταβλητών είναι:


x1=ΨΕΥΔΕΣ,  x2=ΑΛΗΘΕΣ,  x3=ΑΛΗΘΕΣ,  x4=ΨΕΥΔΕΣ


x1=ΨΕΥΔΕΣ,  x2=ΨΕΥΔΕΣ,  x3=ΑΛΗΘΕΣ,  x4=ΨΕΥΔΕΣ

τότε, ότι και να αντιστοιχίσουμε στο x5 ή σε οποιαδήποτε άλλη μεταβλητή, ολόκληρος ο τύπος SAT θα αποδίδει ΨΕΥΔΗ τιμή. Είναι η ώρα να διαλέξουμε μια άλλη διακλάδωση.

Η αναζήτηση πρώτα κατά βάθος απαλείφει τμήματα του χώρου αναζήτησης ελέγχοντας αν ένας δοθείς κόμβος (υπο-διάστημα) μπορεί να περιέχει μια λύση. Αν μπορεί, τότε η αναζήτηση προχωρά πιο κάτω, αλλά, αν δεν μπορεί, η αναζήτηση επιστρέφει στο γονέα αυτού του κόμβου. Αυτή η υπαναχώρηση αποτελεί κοινή πρακτική σε πολλούς αλγορίθμους που βασίζονται σε δέντρα. Θα δούμε μια παρόμοια μέθοδο αργότερα, στο κεφάλαιο 4, όταν θα αναλύουμε τις μεθόδους διακλάδωσης και οριοθέτησης (ενότητα 4.4).

3.1.2 Απαρίθμηση του TSP
Η εφαρμογή εξαντλητικού αλγόριθμου στο TSP δεν είναι τόσο απλή. Το ερώτημα εδώ πρώτα και κύρια είναι: Πώς μπορούμε να δημιουργήσουμε όλες τις πιθανές μεταθέσεις; Η βασική δυσκολία είναι ότι αν το TSP δεν είναι «πλήρως συνδεδεμένο» ορισμένες μεταθέσεις μπορεί να μην είναι εφικτές. Η πόλη i μπορεί να μην συνδέεται με την πόλη j, τουλάχιστον όχι άμεσα, οπότε κάθε μετάθεση κατά την οποία αυτές οι δύο πόλεις είναι γειτονικές θα ήταν παράνομη. Θα μπορούσαμε να ξεπεράσουμε αυτό το εμπόδιο επιτρέποντας αυτές τις ανέφικτες συνδέσεις αλλά δίνοντας σε κάθε ανέφικτη λύση ένα πολύ υψηλό κόστος, πολύ μεγαλύτερο από την απόσταση οποιασδήποτε νόμιμης διαδρομής. Σε αυτή την περίπτωση, η καλύτερη λύση μεταξύ όλων των μεταθέσεων θα ήταν η καλύτερη νόμιμη λύση, υπό την προϋπόθεση ότι αυτή υπάρχει.

Το δεύτερο πρόβλημα είναι η απλή πρακτική της δημιουργίας όλων των πιθανών μεταθέσεων n αριθμών. Ας εξετάσουμε ορισμένες πιθανότητες. Θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε μια προσέγγιση παρόμοια με αυτήν που χρησιμοποιήσαμε στο SAT, όπου υπήρχε αντιστοιχία μεταξύ ακέραιων αριθμών και δυαδικών συμβολοσειρών. Εφόσον υπάρχουν ακριβώς n! διαφορετικές μεταθέσεις για n αριθμούς μπορούμε να ορίσουμε μια συνάρτηση που να ταξινομεί όλες τις μεταθέσεις από 0 μέχρι n! – 1 ως εξής. Λάβετε υπόψη ότι κάθε ακέραιος k μεταξύ 0 και n!-1 μπορεί να αναπαρίσταται με μοναδικό τρόπο από έναν πίνακα ακέραιων:


c[n], …, c[2], όπου 0 ≤c[i] ≤ i-1 (για i=2, ...,n ) ως k=
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Για να δημιουργήσουμε μια μετάθεση που να αντιστοιχεί στο k (ή σε μια σειρά c[i]) μπορούμε να ακολουθήσουμε την εξής διαδικασία [6]:

for i =1 to n do

P[i]←i

for i=n step -1 to 2 do

swap (P[i], P[c[i]+1])

Η παραπάνω μέθοδος μπορεί να χρησιμοποιηθεί με ποικίλους τρόπους. Συγκεκριμένα, αντί να δημιουργήσουμε μεταθέσεις για διαδοχικούς αριθμούς (από το 0 έως το n!-1), μπορούμε να δημιουργήσουμε αυτούς τους ακέραιους τυχαία. Ωστόσο, αν ενεργήσουμε κατ’ αυτόν τον τρόπο, τότε θα πρέπει να παρακολουθούμε τους αριθμούς που έχουμε ήδη δημιουργήσει (π.χ. συντηρώντας ένα δυαδικό άνυσμα μήκους n!).
Μια άλλη δυνατότητα [5] είναι να χρησιμοποιήσουμε την παρακάτω επαναληπτική διαδικασία (σχήμα 3.3). Η διαδικασία gen1_permutation, όταν καλείται με k που ξεκινά από -1, με παράμετρο i που ορίζεται στο 0 και όλες τις καταχωρήσεις του πίνακα P αρχικοποιημένες στο 0, εκτυπώνει κάθε μετάθεση του (1,…,n). Αυτό γίνεται θέτοντας το 1 στην πρώτη θέση και δημιουργώντας τις υπόλοιπες (n-1)! μεταθέσεις αριθμών από 2 έως n. Οι επόμενες (n-1)! μεταθέσεις καταγράφονται στη συνέχεια με το 1 στη δεύτερη θέση κτλ. Για n=3, η διαδικασία παράγει το εξής αποτέλεσμα: (1 2 3), (1 3 2), (2 1 3), (3 1 2), (2 3 1), (3 2 1). Φυσικά, στις πραγματικές εφαρμογές, δεν εκτυπώνουμε την τρέχουσα μετάθεση αλλά την χρησιμοποιούμε κάπου (π.χ. αξιολογούμε το άθροισμα των αποστάσεων μεταξύ όλων των πόλεων στην μετάθεση).

Το πρόβλημα με τις προηγούμενες μεθόδους είναι ότι δεν είναι πολύ λειτουργικές. Αν προσπαθήσετε να τις εφαρμόσετε με n > 20 θα δείτε γιατί! Μια πιο αποδοτική προσέγγιση βασίζεται στην μετατροπή μιας μετάθεσης σε μια άλλη, νέα μετάθεση (αυτό είναι το εύκολο κομμάτι), και δεν επαναλαμβάνει καμία μετάθεση μέχρι να δημιουργηθούν όλες (αυτό είναι το δύσκολο κομμάτι). Το πλεονέκτημα αυτής της προσέγγισης είναι ότι δεν χρειάζεται να παρακολουθούμε ποιές μεταθέσεις έχουν ήδη δημιουργηθεί. Η τρέχουσα μετάθεση υποδηλώνει πάντοτε την επόμενη! Πολλοί αλγόριθμοι είναι δυνατό να εκτελούν αυτήν την εργασία και θα βρείτε έναν που εκτυπώνει μία μετάθεση κάθε φορά στο σχήμα 3.4  

procedure gen_1 permutation(i)

begin


k← k+1


P[i] ←k

If k=n then


  for q=1 to n do



print P[q]

for q=1 to n do


If P[q]=0 then gen1_permutation(q)


k← k-1


P[i] ←0

end.

Σχήμα 3.3 Μια διαδικασία για τη δημιουργία όλων των μεταθέσεων ακέραιων αριθμών από το 1 έως το n.

Μια άλλη δυνατότητα που σχετίζεται με το TSP είναι η απαρίθμηση όλων των εφικτών μεταθέσεων με διαδοχική ανταλλαγή των γειτονικών στοιχείων. Έτσι εξοικονομείται πολύς χρόνος επειδή αυτό που πρέπει να κάνετε για να υπολογίσετε το κόστος κάθε νέας μετάθεσης είναι να ορίσετε το αυξητικό αποτέλεσμα της ανταλλαγής. Οι υπόλοιπες μεταθέσεις παραμένουν οι ίδιες οπότε δεν χρειάζεται να υπολογίσετε ξανά το κόστος. Θα βρείτε περισσότερες πληροφορίες για άλλους αλγόριθμους που δημιουργούν μεταθέσεις στο [6], καθώς και ιδέες για το πώς να τους εφαρμόσετε αποτελεσματικά.

3.1.3. Απαρίθμηση του NLP
Για να είμαστε σαφείς, δεν μπορούμε να κάνουμε εξαντλητική αναζήτηση σε συνεχή πεδία επειδή υπάρχει άπειρος αριθμός εναλλακτικών αλλά είναι δυνατό να διαιρέσουμε το πεδίο κάθε συνεχούς μεταβλητής σε πεπερασμένο αριθμό διαστημάτων και να υπολογίσουμε το Καρτεσιανό γινόμενο αυτών των διαστημάτων. Για παράδειγμα, όταν βρίσκουμε το μέγιστο μιας συνάρτησης f(x1, x2) όπου x1 
[image: image139.wmf]Î

[-1, 3] και x2 
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[0, 12], μπορούμε να χωρίσουμε το πεδίο του x1 σε 400 διαστήματα, κάθε ένα με μήκος 0,01 και το πεδίο του x2 σε 600 διαστήματα, κάθε ένα με μήκος 0,02. Αυτό δημιουργεί 400 x 600 = 240,000 κελιά στα οποία μπορούμε να πραγματοποιήσουμε απαριθμητική αναζήτηση. Η αξία κάθε κελιού μπορεί να καθοριστεί μέσω εφαρμογής της συνάρτησης αξιολόγησης σε μια συγκεκριμένη γωνία του κελιού ή ίσως στο κεντρικό σημείο. Αφού επιλέξουμε το κελί με την καλύτερη αξία μπορούμε να επιστρέψουμε και να επαναλάβουμε την ίδια διαδικασία σε αυτό το κελί.

Procedure gen2_permutation(I, P, n)

begin

If not I then
begin

for i←0 step 1 until n do

x[i] ←0

x[n] ←-1

goto E

end

for i←n step -1 until 0 do
begin

if x[i]≠i then goto A

x[i] ←0

end

P[0] ←-1

goto E
A:
 
x[i] ←x[i]+1

P[0]=0

for i← -1 step 1 until n do

begin

P[i] ←P[i-x[i]]

P[i-x[i]] ←i

end 

E: 
end   
Σχήμα 3.4. Αυτή η διαδικασία παράγει όλες τις μεταθέσεις ακεραίων από 0 έως n. Για κάθε καταχώρηση με I = FALSE (ΨΕΥΔΕΣ) η διαδικασία εκκινείται χωρίς να δημιουργεί μεταθέσεις. Για κάθε διαδοχική καταχώρηση στη διαδικασία με I = TRUE (ΑΛΗΘΕΣ), μια νέα μετάθεση αποθηκεύεται στο P[0] μέσω P[n]. Ορίζεται ένας δείκτης, P[0]=-1, όταν η διαδικασία εξαντληθεί.

Πρόκειται για μια μορφή εξαντλητικής αναζήτησης με την έννοια ότι προσπαθούμε να καλύψουμε όλες τις πιθανές λύσεις. Αλλά δεν είναι πραγματικά εξαντλητική καθώς μόνο μία λύση από τις πολλές λύσεις σε κάθε κελί εξετάζεται και αξιολογείται. Το μέγεθος των κελιών παίζει σημαντικό ρόλο εδώ. Όσο πιο μικρό είναι το κελί τόσο καλύτερη είναι η επιχειρηματολογία μας για να θεωρήσουμε αυτήν την μέθοδο «εξαντλητική». Αλλά εξίσου σημαντικά είναι και τα μειονεκτήματα της προσέγγισης.

· Η χρήση λεπτομερούς ανάλυσης για τα κελιά αυξάνει σημαντικά το συνολικό αριθμό κελιών. Αν το πεδίο ορισμού της πρώτης μεταβλητής χωρίζονταν σε 4.000 διαστήματα, το καθένα με μήκος 0,001, και το πεδίο ορισμού της δεύτερης μεταβλητής χωρίζονταν σε 6.000 διαστήματα, το καθένα με μήκος 0,002, ο συνολικός αριθμός των κελιών θα αυξάνονταν κατά δύο μηδενικά από 240.000 σε 24.000.000.

· Η χαμηλή ανάλυση κελιών αυξάνει την πιθανότητα να μην βρεθεί η καλύτερη λύση, π.χ. το κελί που περιέχει την καλύτερη λύση δεν θα είχε την μεγαλύτερη αξία γιατί θα το εξετάζαμε σε ένα επίπεδο πολύ γενικό.

· Όταν έχουμε να αντιμετωπίσουμε μεγάλο αριθμό διαστάσεων (μεταβλητών), η μέθοδος γίνεται μη λειτουργική επειδή ο αριθμός των κελιών είναι πολύ μεγάλος. Ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης με 50 μεταβλητές, κάθε μία χωρισμένη μόνο σε 100 διαστήματα, αποφέρει 10100 κελιά.

Όταν αντιμετωπίζετε ένα μικρό πρόβλημα και έχετε το χρόνο να απαριθμήσετε το χώρο αναζήτησης, μπορείτε εγγυημένα να βρείτε την καλύτερη λύση. Μην χρησιμοποιείτε όμως αυτήν την προσέγγιση για μεγαλύτερη προβλήματα γιατί, πολύ απλά, δεν θα καταφέρετε ποτέ να ολοκληρώσετε την απαρίθμηση.

3.2 Τοπική αναζήτηση

Αντί να ψάξουμε αναλυτικά ολόκληρο το χώρο των πιθανών λύσεων, μπορούμε να επικεντρωθούμε σε μια τοπική γειτονική περιοχή μιας συγκεκριμένης λύσης. Αυτή η διαδικασία αναλύεται σε τέσσερα βήματα:

1. Επιλέξτε μια λύση από το χώρο αναζήτησης και αξιολογήστε την. Ορίστε την ως τρέχουσα λύση.

2. Κάντε μια μετατροπή στην τρέχουσα λύση για να δημιουργήσετε μια νέα λύση και να την αξιολογήσετε.

3. Αν η νέα λύση είναι καλύτερη από την τρέχουσα λύση τότε δώστε της τη θέση της τρέχουσας λύσης. Διαφορετικά απορρίψτε την νέα λύση.

4. Επαναλάβετε τα βήματα 2 και 3 μέχρι να μην υπάρχει άλλη βελτίωση στην τρέχουσα λύση από τις μετατροπές στο δοθέν σύνολο.

Ο κωδικός για την κατανόηση του τρόπου λειτουργίας αυτού του τοπικού αλγόριθμου βρίσκεται στον τύπο μετατροπής που εφαρμόζεται στην τρέχουσα λύση. Στο ένα άκρο, η μετατροπή μπορεί να οριστεί με τέτοιο τρόπο ώστε να επιστρέφει μια πιθανή λύση που επιλέγεται από το χώρο αναζήτησης ομοιόμορφα και τυχαία. Τότε, η τρέχουσα λύση δεν θα έχει αποτέλεσμα στις πιθανότητες επιλογής νέας λύσης και η αναζήτηση θα γίνει κατά βάση απαριθμητική. Είναι μάλιστα πιθανό αυτή η αναζήτηση να είναι ακόμη χειρότερη από την απαρίθμηση επειδή μπορεί να ξανασυλλέξετε σημεία που έχετε ήδη δοκιμάσει. Στο άλλο άκρο βρίσκεται η μετατροπή που δίνει πάντα την τρέχουσα λύση – και αυτό δεν σας οδηγεί πουθενά!

Από άποψη πρακτικής ο σωστός τρόπος δράσης βρίσκεται κάπου στη μέση. Η αναζήτηση της τρέχουσας λύσης σε μια τοπική γειτονική περιοχή είναι ένας χρήσιμος συμβιβασμός. Με αυτόν τον τρόπο, η τρέχουσα λύση επιβάλλει περιορισμούς όσον αφορά την επόμενη αναζήτηση και όταν βρίσκουμε κάτι καλύτερο μπορούμε να ενημερώνουμε το τρέχον σημείο με αυτή τη λύση και να διατηρούμε αυτά που έχουμε ανακαλύψει. Αν το μέγεθος της γειτονικής περιοχής είναι μικρό μπορεί να εκτελέσουμε την αναζήτησή μας σε αυτήν την περιοχή πολύ γρήγορα αλλά μπορεί και να παγιδευτούμε σε ένα τοπικό βέλτιστο. Αντίθετα, αν το μέγεθος είναι πολύ μεγάλο τότε έχουμε μικρότερη πιθανότητα να κολλήσουμε αλλά μπορεί να επιβαρυνθεί η αποτελεσματικότητα της αναζήτησης. Το είδος μετατροπής που εφαρμόζουμε στην τρέχουσα λύση καθορίζει το μέγεθος της γειτονικής περιοχής οπότε πρέπει να κλείσουμε αυτήν την μετατροπή έξυπνα με βάση όσα γνωρίζουμε για τη συνάρτηση αξιολόγησης και την παράστασή μας.

3.2.1. Τοπική αναζήτηση και SAT
Οι αλγόριθμοι τοπικής αναζήτησης είναι εξαιρετικά χρήσιμοι στην ανεύρεση ικανοποιήσιμων αναθέσεων για ορισμένες κατηγορίες των τύπων SAT [7]. Ένας από τους πιο γνωστούς αλγόριθμους τοπικής αναζήτησης για το SAT (σε συζευκτική κανονική μορφή) είναι η διαδικασία GSAT που περιγράφεται στο σχήμα 3.5.

procedure GSAT

begin

for i←step 1 until MAX-TRIES do

begin
T← τυχαία δημιουργημένη ανάθεση αλήθειας

for j←1step 1 until MAX-FLIPS do
if T ικανοποιεί την συνθήκη then return(T)

else «αντέστρεψε» (make a flip)
end
return (‘δεν βρέθηκε ικανοποιητική ανάθεση’)

end
Σχ. 3.5. Η διαδικασία GSAT. Η δήλωση  «αντέστρεψε» («make a flip») αλλάζει την μεταβλητή στο Τ που οδηγεί στην μέγιστη μείωση στον αριθμό των μη ικανοποιημένων προτάσεων.

Το GSAT έχει δύο παραμέτρους: την MAX-TRIES, που καθορίζει τον αριθμό των νέων ακολουθιών αναζήτησης (δοκιμές/trials), και την ΜΑΧ-FLIPS, που καθορίζει τον μέγιστο αριθμό μετακινήσεων ανά δοκιμή.

Το GSAT αρχίζει με μία τυχαία δημιουργημένη ανάθεση τιμής αληθείας (truth assignment). Εάν είμαστε τυχεροί και αυτή η ανάθεση ικανοποιεί το πρόβλημα, τότε ο αλγόριθμος τερματίζει. Ωστόσο, σπάνια είμαστε τόσο τυχεροί. Στο επόμενο βήμα, ο αλγόριθμος «αντιστρέφει» κάθε μία από τις μεταβλητές από ΑΛΗΘΗ σε ΨΕΥΔΗ ή από ΨΕΥΔΗ σε ΑΛΗΘΗ διαδοχικά και καταγράφει την μείωση στον αριθμό των μη ικανοποιημένων προτάσεων (unsatisfied clauses). .Αφού εφαρμοστούν όλες αυτές οι πιθανές αλλαγές, ενημερώνει την τρέχουσα λύση στην νέα λύση που είχε την μέγιστη μείωση στις μη ικανοποιημένες προτάσεις. Στην περίπτωση που αυτή η νέα λύση ικανοποιεί το πρόβλημα, τότε είμαστε τυχεροί. Ειδάλλως, ο αλγόριθμος ξεκινάει πάλι τις αλλαγές.

Υπάρχει ένα ενδιαφέρον χαρακτηριστικό σε αυτόν τον αλγόριθμο. Η βέλτιστη διαθέσιμη αλλαγή θα μπορούσε στην πραγματικότητα να αυξήσει τον αριθμό των μη ικανοποιημένων προτάσεων. Η επιλογή γίνεται μόνο από την γειτονική περιοχή της τρέχουσας λύσης. Εάν κάθε γειτονικό σημείο (που θεωρείται ότι είναι μία αλλαγή) μετά είναι χειρότερο από την τρέχουσα λύση, δηλαδή, κάθε γειτονικό σημείο ικανοποιεί λιγότερες προτάσεις, τότε το GSAT θα επιλέξει αυτήν που είναι λιγότερο κακή. Όπως, όμως, θα δούμε στο κεφάλαιο 5, αυτό μπορεί να αποδειχτεί εξαιρετικά χρήσιμο: ο αλγόριθμος έχει μία ευκαιρία να απεγκλωβιστεί από ένα τοπικό βέλτιστο. Βέβαια, αυτό δεν είναι σίγουρο, αλλά μόνο μία ευκαιρία, γιατί ο αλγόριθμος μπορεί να ταλαντεύεται μεταξύ των σημείων και να μην μπορεί ποτέ να απεγκλωβιστεί από ορισμένα οροπέδια (plateaus). Στην πραγματικότητα, πειράματα με το GSAT έχουν δείξει ότι οι κινήσεις οροπεδίων (plateau moves) επικρατούν στην αναζήτηση [7]. Υπάρχουν πολλές παραλλαγές αυτής της διαδικασίας για να αποτραπεί το πρόβλημα. Για παράδειγμα, μπορούμε να αναθέσουμε ένα βάρος σε κάθε πρόταση [8] και στη συνέχεια, στο τέλος μίας προσπάθειας, να αυξήσουμε τα βάρη για όλες τις προτάσεις που παραμένουν μη ικανοποιημένες. Μία πρόταση που παραμένει μη ικανοποιημένη μετά από πολλές δοκιμές θα έχει ένα υψηλότερο βάρος από τις άλλες προτάσεις, και συνεπώς, κάθε νέα λύση που ικανοποιεί μία τέτοια πρόταση θα θεωρηθεί ανάλογα ότι έχει ανώτερο βαθμό. 

3.2.2 Τοπική αναζήτηση και TSP
Υπάρχει μία τεράστια ποικιλία αλγορίθμων τοπικής αναζήτησης για το TSP. Ο απλούστερος ονομάζεται 2-opt. Ξεκινάει με μία τυχαία μετάθεση πόλεων (ονομάζουμε την διαδρομή αυτή Τ) και προσπαθεί να την βελτιώσει. Η γειτονική περιοχή του Τ ορίζεται ως το σύνολο όλων των διαδρομών που μπορούν να πραγματοποιηθούν, αλλάζοντας δύο μη παρακείμενες ακμές στο Τ. Αυτή η μετακίνηση ονομάζεται 2-interchange και περιγράφεται στο σχήμα 3.6
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Σχ. 3.6 Εφαρμόζεται μία διαδρομή (a) πριν και (β) μετά την μετακίνηση 2-interchange. Οι διακεκομμένες γραμμές δείχνουν τις επηρεασμένες ακμές.

Μία νέα διαδρομή Τ' αντικαθιστά το Τ εάν είναι καλύτερη
. Εάν καμία από τις διαδρομές στην γειτονική περιοχή του Τ δεν είναι καλύτερη από το Τ, τότε η διαδρομή Τ ονομάζεται 2-optimal και ο αλγόριθμος τελειώνει. Όπως και με το GSAT, ο αλγόριθμος θα πρέπει να ξεκινήσει πάλι από αρκετές τυχαίες μεταθέσεις πριν τα παρατήσουμε. 

Ο αλγόριθμος 2-opt μπορεί να γενικευτεί εύκολα σε μία διαδικασία k-opt, όπου επιλέγονται ακμές είτε k είτε έως k, για απομάκρυνση και αντικαθίστανται από συνδέσεις χαμηλότερου κόστους. Η σχέση μεταξύ του μεγέθους της γειτονικής περιοχής και της απόδοσης της αναζήτησης είναι εμφανής εδώ. Εάν το k είναι μικρό (δηλαδή, το μέγεθος της γειτονικής περιοχής είναι μικρό), μπορεί να αναζητηθεί γρήγορα ολόκληρη η γειτονική περιοχή, αλλά αυτό το μικρό διάστημα αυξάνει την πιθανότητα ανεύρεσης απλά μίας ημιβέλτιστης απάντησης. Από την άλλη μεριά, σε μεγάλες τιμές του k αυξάνεται και ο αριθμός των λύσεων στην γειτονική περιοχή - ο αριθμός των υποσυνόλων αυξάνει εκθετικά με το k. Για αυτόν τον λόγο, ο αλγόριθμος k-opt σπάνια χρησιμοποιείται για k > 3. H πιο γνωστή διαδικασία τοπικής αναζήτησης για το TSP είναι ο αλγόριθμος Lin-Kernighan [9]. Κατά μία έννοια, αυτή η διαδικασία βελτιώνει την στρατηγική k-opt επιτρέποντας στο k να μεταβάλλεται από μία επανάληψη σε μία άλλη. Επίσης, αντί να χρησιμοποιεί την «πρώτη βελτίωση» όπως γίνεται με το k-opt, προτιμά την μέγιστη βελτίωση. Δεν αντικαθιστούμε αμέσως την τρέχουσα βέλτιστη διαδρομή όταν βρούμε μία καλύτερη.

Υπάρχουν αρκετές εκδόσεις της βασικής μεθόδου Lin-Kernighan που διαφέρουν στις λεπτομέρειές τους. Εδώ θα περιγράψουμε συνοπτικά μία από αυτές τις εκδόσεις (δείτε επίσης [10]), στην οποία η αναπαράσταση δεν βασίζεται σε μία διαδρομή Hamiltonian, αλλά κυρίως στο λεγόμενο δ-μονοπάτι (δ-path). Θα καταλάβετε πώς λειτουργεί παρακάτω. 
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Σχ.3.7 Ενα δ-μονοπάτι
Το δ-μονοπάτι (δ-path) ορίζεται ως η διαδρομή όπου ο αριθμός κόμβων είναι μεγαλύτερος κατά ένα από τον αριθμό των ακμών, και όλοι οι κόμβοι εμφανίζονται μόνο μία φορά στο μονοπάτι, εκτός από τον τελευταίο κόμβο που εμφανίζεται νωρίτερα. Για να κατανοήσετε καλύτερα την επεξήγηση, δείτε το σχήμα 3.7 που περιγράφει ένα δ-μονοπάτι.

a – b – c – d – e – f – g – h – i – j – e

Aυτό είναι ένα δ-μονοπάτι γιατί υπάρχουν 10 ακμές, 11 κόμβοι, και οι κόμβοι είναι όλοι συνεχείς εκτός από τον τελευταίο κόμβο e. 

Κάθε δ-μονοπάτι μπορεί να μετατραπεί σε μια επιτρεπτή διαδρομή αντικαθιστώντας μία μόνο ακμή: την τελευταία. Για παράδειγμα, αντικαθιστώντας την ακμή (j e) με την (j a) δημιουργείται μια επιτρεπτή διαδρομή. Επίσης, αντικαθιστώντας την τελευταία ακμή (j e) με οποιαδήποτε άλλη ακμή που προέρχεται από το j μπορούμε να αποκτήσουμε ένα νέο δ-μονοπάτι, πχ. αντικαθιστώντας την ακμή (j e) με την (j f). Aς ονομάσουμε μία τέτοια αντικατάσταση ενός δ-μονοπατιού από ένα άλλο μονοπάτι αλλαγή(e,f), όπου τα ονόματα e και f δείχνουν τους αλλαγμένους κόμβους. Η σειρά των κόμβων είναι σημαντική: Ο πρώτος κόμβος (e) αφαιρείται και αντικαθίσταται από τον δεύτερο κόμβο (f). Εάν τα ονόματα δεν είχαν σημασία, θα αναφερόμασταν σε αυτόν ως μία αλλαγή (switch). 

Το κόστος ενός νέου δ-μονοπατιού αυξάνεται κατά

cost(j, f) – cost(j, e)

και αυτή η «αύξηση» μπορεί να είναι αρνητική. Εδώ θα πρέπει να επισημάνουμε ότι ένα δ-μονοπάτι έχει δύο «τελευταίες ακμές». Στο σχήμα 3.7 θα μπορούσαμε να αντικαταστήσουμε την ακμή (j e) ή την ακμή (f e) κατά την δημιουργία μίας επιτρεπτής διαδρομής ή ενός νέου δ-μονοπατιού. 

Τώρα μπορούμε να περιγράψουμε τα βασικά βήματα του Lin-Kernighan. Ξεκινάει με μία τυχαία διαδρομή T και παράγει μία ακολουθία δ-μονοπατιών. Το πρώτο δημιουργείται από την T και το επόμενο δημιουργείται πάντα από το προηγούμενο χρησιμοποιώντας μία κίνηση αλλαγής.

procedure  Lin-Kernighan

begin



παραγωγή διαδρομής T



Best_cost = cost (T)


for  κάθε κόμβο k της T do
C:

begin



if there is j≠k έτσι ώστε cost(i,j)≤ cost(i,k)




then δημιούργησε ένα δ- μονοπάτι p αφαιρώντας (i k ) 

και προσθέτοντας (i j )




else go to B
A:


construct  μια διαδρομή T από την  p



if cost(T) < Best_cost then





Best_cost←cost(T)





αποθήκευσε την T



if there is μια αλλαγή της p που οδηγεί σε δ-μονοπάτι με 

κόστος όχι μεγαλύτερο του cost(T)
then
πραγματοποίησε την αλλαγή παίρνοντας ένα νέο

 δ-μονοπάτι
goto  A
B: 


if cost(T)< Best_cost then





Best_cost← cost(T)





αποθήκευσε την T



if παραμένουν μη-ελεγμένοι συνδυασμοί κόμβων/ακμών




then goto C

end

end 

Σχ.3.8 Η δομή του αλγόριθομου Lin-Kernighan
Το σχήμα 3.8 περιγράφει την βασική δομή του αλγόριθμου Lin-Kernighan χωρίς λεπτομέρειες. Λίγες γραμμές κώδικα,

if there is κόστος βελτιώνεται από αλλαγή της p
then
 
πραγματοποίησε την αλλαγή παίρνοντας νέο δ-μονοπάτι  

περιγράφουν την γενική ιδέα, αλλά κρύβουν και ορισμένες σημαντικές λεπτομέρειες. Η διαδικασία δημιουργίας μίας νέας διαδρομής δ βασίζεται στην προσθήκη και την αφαίρεση ακμών. Για έναν δεδομένο κόμβο k και μία ακμή (i k) (δηλαδή, για κάθε ξεχωριστή επανάληψη του βρόχου for), μία ακμή μπορεί είτε να προστεθεί ή να αφαιρεθεί, όχι όμως και τα δύο. Αυτό προϋποθέτει διατήρηση δύο λιστών με προστιθέμενες ακμές και διεγραμμένες ακμές, ανάλογα. Εάν μία ακμή υπάρχει ήδη σε μία από αυτές τις λίστες, τότε οι κινήσεις αλλαγής περιορίζονται. Εάν μία ακμή είναι στην λίστα προστιθέμενων, μπορεί μόνο να αφαιρεθεί σε μία κίνηση αλλαγής. Συνεπώς, αυτό το μέρος του αλγόριθμου περιορίζεται σε n αλλαγές, όπου n είναι ο αριθμός των κόμβων. Επίσης, κάθε δημιουργημένη διαδρομή δ έχει ένα κόστος που είναι, κατ’ανώτερο όριο, cost(T). Μία άλλη σημαντική λεπτομέρεια έχει σχέση με την επιλογή ενός κόμβου σε αμφότερες τις δηλώσεις if there is για μετατροπή ενός δρομολογίου σε μία διαδρομή δ και για την δημιουργία μίας νέας διαδρομής δ από την τρέχουσα διαδρομή (σχήμα 3.8). Εφόσον ένας τέτοιος έλεγχος όλων των πιθανών κόμβων είναι μάλλον δαπανηρός, θα ήταν λογικό να περιορίσουμε αυτό το μέρος της αναζήτησης, και αυτό μπορεί να επιτευχθεί με διάφορους τρόπους [11].

Η διαδικασία Lin-Kernighan μπορεί να εκτελεστεί πολύ γρήγορα και να παράγει σχεδόν βέλτιστες λύσεις (πχ, μέσα στο δύο τοις εκατό της βέλτιστης διαδρομής ) για TSP με μεγάλο αριθμό πόλεων.

3.2.3. Τοπική αναζήτηση και NLP
Η πλειοψηφία των αλγορίθμων αριθμητικής βελτιστοποίησης για το ΝLP βασίζεται σε κάποιο είδος αρχής της τοπικής αναζήτησης. Ωστόσο, υπάρχει μία διαφοροποίηση σε αυτές τις μεθόδους. Η ταξινόμησή τους σε ξεχωριστές κατηγορίες είναι δύσκολη, γιατί υπάρχουν πολλές διαφορετικές επιλογές. Ορισμένες περιέχουν ευρετικές μεθόδους για την δημιουργία διαδοχικών σημείων προς αξιολόγηση, άλλες χρησιμοποιούν παράγωγα της συνάρτησης αξιολόγησης, ενώ άλλες είναι αυστηρά τοπικές, περιοριζόμενες σε μία συγκεκριμένη περιοχή του χώρου αναζήτησης. Όλες, όμως, λειτουργούν με πλήρεις λύσεις και όλες αναζητούν τον χώρο πλήρων λύσεων. 

Ας θυμηθούμε ότι το NLP αναζητά το διάστημα x έτσι ώστε να: 

βελτιστοποιήσει την f(x), x = (x1, …, xn) 
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Rn , όπου x 
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F 
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S.

 Η συνάρτηση αξιολόγησης f καθορίζεται στον χώρο αναζήτησης S
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 Rn και το σύνολο F
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S καθορίζει την εφικτή περιοχή. Συνήθως, ο χώρος αναζήτησης S ορίζεται ως ένα oρθογώνιο διάστασης n στο Rn, όπου τα πεδία ορισμού των μεταβλητών καθορίζονται από τα ανώτερα και τα κατώτερα όριά τους,

l (i) ≤ xi ≤ u(i),   1 ≤ i≤ n,

ενώ η εφικτή περιοχή F καθορίζεται από το σύνολο πρόσθετων περιορισμών m (m ≥ 0),

gj(x) ≤ 0, για j = 1, …, q, και hj(x) = 0, για j = q + 1,…, m.

Σε κάθε σημείο x 
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F, οι περιορισμοί gk που ικανοποιούν gk(x) = 0 ονομάζονται ενεργοί περιορισμοί στο x. Κατ’ επέκταση, οι περιορισμοί ισότητας hj περιγράφονται, επίσης, ως ενεργοί σε όλα τα σημεία S.

Ένας λόγος που εξηγεί την ύπαρξη τόσων πολλών διαφορετικών προσεγγίσεων στο NLP είναι ότι καμία μεμονωμένη μέθοδος δεν είναι καλύτερη από όλες τις άλλες. Γενικά, είναι αδύνατο να αναπτύξουμε μία αιτιοκρατική μέθοδο για την ανεύρεση της βέλτιστης ολικής λύσης όσον αφορά στο f , που θα ήταν καλύτερη από την εξαντλητική αναζήτηση. Ο Gregory [12] ανέφερε:

«Είναι ουτοπιστικό να επιθυμούμε να βρούμε έναν γενικό κώδικα NLP που να ταιριάζει σε κάθε είδος μη γραμμικού μοντέλου. Αντίθετα, θα πρέπει να επιλέγουμε έναν κώδικα που να ταιριάζει στο πρόβλημα που καλούμαστε να επιλύσουμε. Εάν το πρόβλημά μας δεν ανταποκρίνεται σε καμία κατηγορία εκτός από την «γενική», ή εάν επιμένουμε σε μία ολικά βέλτιστη λύση (εκτός και αν δεν υπάρχει καμία πιθανότητα να βρούμε πολλά τοπικά βέλτιστα), θα πρέπει να είμαστε προετοιμασμένοι να χρησιμοποιήσουμε μία μέθοδο που να οδηγεί σε εξαντλητική αναζήτηση, δηλαδή, έχουμε να αντιμετωπίσουμε ένα δυσχείριστο (intractable) πρόβλημα.»

Ωστόσο, είναι δυνατό να ταξινομήσουμε τις προτεινόμενες μεθόδους από δύο πλευρές: (1) τον τύπο προβλήματος που έχουμε να επιλύσουμε, και (2) τον τύπο τεχνικής που χρησιμοποιούμε [13]. Η πρώτη πλευρά παρέχει λίγες ορθογώνιες κατηγορίες προβλημάτων: προβλήματα με περιορισμούς
 έναντι προβλημάτων χωρίς περιορισμούς, διακριτά έναντι συνεχών καθώς και ειδικές περιπτώσεις συναρτήσεων αξιολόγησης, όπως κυρτές, τετραγωνικές, γραμμικώς διαχωρίσιμες, κλπ. Η δεύτερη πλευρά παρέχει μία ταξινόμηση των μεθόδων, όπως αυτές βάσει παραγώγου
 έναντι των μεθόδων χωρίς παράγωγο, αναλυτική έναντι αριθμητικής, αιτιοκρατική έναντι τυχαίας, και τα λοιπά.

Υπάρχουν αρκετά θεμελιώδη προβλήματα μέσα στην ευρύτερη κατηγορία των NLP. Ένα πρόβλημα αφορά στην ανεύρεση του ακρότατου μίας συνάρτησης, όπως περιγράψαμε προηγουμένως. Ένα άλλο πρόβλημα αφορά στην ανεύρεση των μηδενικών μίας συνάρτησης. Αν και αυτό το πρόβλημα μοιάζει τελείως διαφορετικό και συχνά αντιμετωπίζεται έτσι, θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε μία υποκαταστάτρια (surrogate) συνάρτηση αξιολόγησης που θα έκρινε την ποιότητα κάθε πιθανής ρίζας μίας συνάρτησης. Θα εκτελέσουμε  μία βελτιστοποίηση σε αυτήν την υποκαταστάτρια συνάρτηση και, εάν είχαμε επιλέξαμε με προσοχή την συνάρτηση αξιολόγησης, τότε θα βρίσκαμε την ίδια απάντηση ανεξάρτητα από την μέθοδο. Ας εξετάσουμε ορισμένες τοπικές μεθόδους για την επίλυση προβλημάτων που προκύπτουν στα πλαίσια του NLP.

Μέθοδοι οριοθέτησης (bracketing methods). 
Ας εξετάσουμε την συνάρτηση στο σχήμα 3.9 για την οποία f(x*) = 0. 
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Σχ.3.9. Η μέθοδος διχοτόμησης βρίσκει τη ρίζα μίας συνάρτησης οριοθετώντας πρώτα τη ρίζα και κατόπιν χωρίζοντας κατ’επανάληψη την περιοχή ενδιαφέροντος στη μέση. Εδώ, τα a και b είναι τα αριστερά και δεξιά όρια του διαστήματος οριοθέτησης, m είναι το μέσον που χρησιμεύει ως το επόμενο σημείο δοκιμής, και x* είναι η πραγματική απάντηση. Η μέθοδος ολοκληρώνεται όταν το πλάτος του διαστήματος περιοριστεί κάτω από ένα δεδομένο όριο ανοχής. 

Σκοπός μας είναι να βρούμε το x*. Υποθέτουμε ότι γνωρίζουμε πώς να οριοθετήσουμε το x* με δύο άλλους αριθμούς a και b. Ένας πολύ απλός τρόπος να βρούμε το x* είναι να διχοτομήσουμε το διάστημα μεταξύ a και b, να βρούμε αυτό το μέσον, m, να καθορίσουμε την τιμή f(m) και κατόπιν να επανακαθορίσουμε το αριστερό ή δεξί όριο του διαστήματος στο m, ανάλογα με το αν το f(m) είναι θετικό ή όχι. Εάν επαναλαμβάνουμε συνεχώς αυτήν την διαδικασία, θα καταλήξουμε αυθαίρετα κοντά σε μία τιμή x* τέτοια ώστε f(x*) = 0. (Αυτό είναι ένα τέλειο παράδειγμα της προσέγγισης «διαίρει και βασίλευε» (divide and conquer) που θα δούμε αργότερα στο κεφάλαιο 4.2.)

Ας σημειωθεί εδώ ότι αυτή η διχοτόμηση αποτελεί μία μέθοδο τοπικής αναζήτησης. Βασίζεται σε δύο σημεία οριοθέτησης, τα a και b, αλλά ενημερώνει μόνο ένα σημείο κάθε φορά και έχει μία τρέχουσα βέλτιστη λύση σε κάθε επανάληψη. 

Η προϋπόθεση είναι ότι f(a) f(b) < 0 .Δηλαδή, πρέπει να είμαστε σίγουροι ότι τα f(a) και  f(b) βρίσκονται σε αντίθετες πλευρές του μηδέν. Ο αλγόριθμος διχοτόμησης είναι απλός: 

1. Επιλέξτε α και b έτσι ώστε f(a)f(b) < 0 και x*
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 [α,b].

2. Δημιουργήστε m ← (a + b)/2.
3. Eάν f(m) ≠ 0 τότε είτε f(a)f((a + b)/2) < 0 ή f((a + b)/2) f(b) < 0. Εάν η πρώτη περίπτωση είναι αληθής, τότε θέσε b ← m, ειδάλλως θέσε a← m.

4. Εάν (b – a) < 
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 τότε σταματάτε. Αλλιώς, προχωράτε στο βήμα 2.

Η τιμή 
[image: image152.wmf]e

 επιλέχθηκε ως ένας μικρός αριθμός που εκφράζει τον βαθμό λάθους που επιθυμούμε να ανεχτούμε. 

Μας ενδιαφέρει πόσο γρήγορα το όριο λάθους (error bound) της ρίζας ελαττώνεται  σημαντικά, γιατί αυτό θα καθορίσει τον αριθμό των επαναλήψεων που θα χρειαστεί να κάνουμε με τον αλγόριθμο. Εάν ξεκινήσουμε με ένα διάστημα μήκους L0 = b – a, το μήκος θα είναι L1 = (b – a)/2 μετά το πρώτο βήμα. Μετά το επόμενο βήμα, θα είναι L2 = (b – a)/22, και τα λοιπά. Άρα, το μήκος του διαστήματος μειώνεται γεωμετρικά ως μία συνάρτηση του αριθμού επαναλήψεων: Ln = (b – a)/2n. Oπως θα δούμε αργότερα, αν και αυτή η μέθοδος φαίνεται ελκυστική, υπάρχουν πολλές άλλες μέθοδοι που συγκλίνουν πολύ πιο γρήγορα. 

Μία τέτοια μέθοδος είναι μία άλλη τεχνική οριοθέτησης (bracketing) που ονομάζεται Regula Falsi. Αυτή η μέθοδος ξεκινάει, επίσης, με ένα διάστημα [a,b] που οριοθετεί μια ρίζα της f(x), όπου f(a) f(b) < 0. Αντί όμως να διχοτομήσουμε το διάστημα, εδώ η ιδέα είναι να δημιουργήσουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα μεταξύ (a, f (a)) και (b, f(b)) και να βρούμε το σημείο s όπου αυτό το ευθύγραμμο τμήμα τέμνει τον άξονα x. Η εξίσωση του ευθύγραμμου τμήματος  βρίσκεται ως εξής:
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Η τιμή s είναι η πρώτη προσέγγιση στην ρίζα του f(x). Όπως και προηγουμένως, αντικαθιστούμε το αριστερό ή δεξί όριο στο διάστημα [a,b] ανάλογα με το εάν το f(a) f(s) είναι θετικό ή αρνητικό και επαναλαμβάνουμε την διαδικασία έως ότου το μήκος του διαστήματος είναι αρκετά μικρό. Το σχήμα 3.10 περιγράφει την μέθοδο γραφικά. 
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Σχ.3.10 Η μέθοδος Regula Falsi στηρίζεται σε έναν περιορισμό γύρω από τη ρίζα της συνάρτησης. Αντί να δημιουργήσει το μέσον μεταξύ των a και b, συνδέει την γραμμή μεταξύ τους και θεωρεί το σημείο τομής αυτής της γραμμής με τον άξονα x ως το επόμενο σημείο δοκιμής. Το διάστημα μειώνεται μέσα από τις διαδοχικές επαναλήψεις και η μέθοδος τελειώνει, όταν το διάστημα βρεθεί κάτω από ένα δεδομένο όριο ανοχής.

Το μήκος του διαστήματος Ln στην n επανάληψη κατά την μέθοδο Regula Falsi  μπορεί να μην συγκλίνει στο μηδέν καθώς 
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 αλλά εξαρτάται από την συνάρτηση f(x). Όμως, η μέθοδος μπορεί να συγκλίνει γρηγορότερα από την διχοτόμηση. Ο βασικός λόγος είναι ότι εάν |f(a)| > |f(b)| τότε θα περιμέναμε ότι η ρίζα του f(x) είναι πλησιέστερα στο b από ότι στο a, και αντιστρόφως. Η χρήση της διχοτόμου για τον καθορισμό του σημείου οριοθέτησης θα επωφεληθεί αυτής της συνθήκης εάν είναι αληθής. Μπορεί να αποδειχτεί ότι εάν η δεύτερη παράγωγος f''(x) είναι συνεχής, τότε η Regula Falsi συγκλίνει με ρυθμό |sn – x*| ≤ λn-1
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,  όπου 0 < λ < 1 και 
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 είναι μία καθορισμένη σταθερά. 

Μέθοδοι σταθερού σημείου (fixed-point methods). Παρόλο που οι μέθοδοι διχοτόμησης και Regula Falsi θα συγκλίνουν για συνεχείς συναρτήσεις, είναι αργές σε σύγκριση με άλλες μεθόδους, όπως η λεγόμενη μέθοδος Newton που θα δούμε παρακάτω. Αυτή η διαδικασία, όμως, μπορεί και να μην συγκλίνει πάντα, ακόμα και σε συνεχείς συναρτήσεις, επομένως, θα πρέπει να είμαστε πολύ προσεκτικοί όταν την εφαρμόζουμε. Η έννοια περιγράφεται στο σχήμα 3.11.
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Σχ.3.11. Μία περιγραφή της μεθόδου Newton για την ανεύρεση της ρίζας μίας συνάρτησης. Αντί να οριοθετήσουμε τη ρίζα, όπως γίνεται στην διχοτόμηση ή την Regula Falsi, η μέθοδος χρησιμοποιεί την κλίση της συνάρτησης σε ένα δοκιμαστικό σημείο και υπολογίζει την τομή της εφαπτομένης σε αυτό το σημείο με τον άξονα x. Αυτό το σημείο τομής είναι το επόμενο σημείο δοκιμής. Η μέθοδος σταματάει όταν η διαφορά μεταξύ διαδοχικών σημείων είναι κάτω από ένα δεδομένο όριο.

Έστω μία συνάρτηση f(x) και ένα αρχικό σημείο εκτίμησης της ρίζας για την οποία f(x) = 0, ας πούμε s. Βρείτε την εφαπτομένη στο f(s) και εντοπίστε το σημείο στο οποίο η εφαπτομένη τέμνει τον άξονα x. Κατόπιν, χρησιμοποιήστε αυτό το σημείο τομής ως την επόμενη προσέγγιση της ρίζας και συνεχίστε παρόμοια, έως ότου η απόσταση μεταξύ των προσεγγιστικών τιμών της ρίζας δύο διαδοχικών επαναλήψεων να είναι αρκετά μικρή. 

Μαθηματικά, η ακολουθία των προσεγγιστικών τιμών της ρίζας της f(x) συνεχίζει για n = 0, 1, … . Μπορούμε να την θεωρήσουμε ως μία ειδική περίπτωση μίας ακολουθίας sn+1 = g(sn), η οποία αποτελεί ένα πρόβλημα σταθερού σημείου (fix point): επιθυμούμε να βρούμε μια συνάρτηση g(x) τέτοια ώστε εάν f(s) = 0, τότε s = g(s). Συχνά, υπάρχουν πολλές επιλογές για αυτήν την βοηθητική συνάρτηση g(x). Για παράδειγμα, εάν f(x) = x2 – 4x + 4 τότε g(x) θα μπορούσε να είναι g(x) = -4/x-4, g(x) = x2-3x +4, ή g(x) = √4x-4. Και στις τρεις περιπτώσεις, όταν x = 2, που δίδει f(x) = 0, τότε g(2) = 2.

Για να βρούμε μία σωστή βοηθητική συνάρτηση g(x), θα ήταν χρήσιμο να επιβάλλουμε κάποιους περιορισμούς. Ο πρώτος είναι ότι για κάθε διάστημα L = [a,b], για κάθε x 
[image: image160.wmf]Î

L, g(x) 
[image: image161.wmf]Î

L. Με άλλα λόγια, όταν το x είναι στο διάστημα [a,b], το ίδιο ισχύει και για την g(x). Εάν, επίσης, απαιτήσουμε η g(x) να είναι συνεχής, τότε θα έχουμε σίγουρα ένα σταθερό σημείο (fix point) στο L.

Η μέθοδος Newton, τότε, συνίσταται στην ανεύρεση της βοηθητικής συνάρτησης g(x) σύμφωνα με τους παραπάνω περιορισμούς και ένα διάστημα L = [a, b] που οριοθετεί την ρίζα f(x), και κατόπιν, στην επαναληπτική εφαρμογή της εξίσωσης «ενημέρωσης» (update equation) sn+1 = g(sn). Eάν |g'(x) | ≤ B < 1, όπου Β σταθερά, θα υπάρχει μόνο ένα σταθερό σημείο στο L, και εάν x* είναι η ρίζα του f(x), το λάθος : en = sn – x* ικανοποιεί το | en | ≤ Βn/1-B∙|s1-s0|. H μέθοδος μπορεί να διακοπεί όταν |sn+1- sn|< 
[image: image162.wmf]e

. Eάν η αρχική εκτίμηση της ρίζας είναι καλή, κοντά στην περιοχή του x*, η μέθοδος Newton μπορεί να συγκλίνει σε αυτό πολύ γρήγορα. Με την προϋπόθεση ότι η f''(x) είναι συνεχής και f'(x) ≠ 0 σε ένα διάστημα L που περιέχει το x*, θα υπάρχει κάποιο 
[image: image163.wmf]e

 τέτοιο ώστε η μέθοδος Newton να συγκλίνει τετραγωνικά κάθε φορά που η θέση εκκίνησης s0 είναι τέτοια ώστε | s0 – x* | < 
[image: image164.wmf]e

.
Η μέθοδος Newton αν και συγκλίνει γρήγορα κάτω από τις προαναφερθείσες συνθήκες, παρουσιάζει δύο μειονεκτήματα: (1) μπορεί να απαιτεί μία κοντινή αρχική προσέγγιση για το x*, και (2) η εξίσωση «ενημέρωσης» sn+1 απαιτεί υπολογισμό της f'(x), και αυτό μπορεί να είναι δαπανηρό από υπολογιστικής πλευράς. Αντί να υπολογίσουμε αυτή την παράγωγο, μπορούμε να την αντικαταστήσουμε με μία προσεγγιστική τιμή της:

(f(sn) – f(sn-1))/( sn - sn-1)
H εξίσωση «ενημέρωσης» του sn+1 γίνεται

sn+1 = sn – f(sn)( sn- sn-1)/(f(sn) – f(sn-1)).

Aυτή είναι η λεγόμενη μέθοδος της τέμνουσας (secant method), που μοιάζει με την λογική της τεχνικής Regula Falsi, αλλά συγκλίνει με υπερ-γραμμικό ρυθμό (superlinear rate) (όχι όμως με τετραγωνικό ρυθμό όπως η μέθοδος Newton). Τυπικά, η μέθοδος της τέμνουσας δεν είναι μία επανάληψη σταθερού σημείου, γιατί εξαρτάται από δύο προηγούμενες τιμές του s και όχι από την πιο πρόσφατη. Επίσης, για να ισχύει η μέθοδος, το f(sn) – f(sn-1) δεν μπορεί να ισούται ποτέ με μηδέν. 

Μέθοδοι κλίσης (gradient methods) για ελαχιστοποίηση. Ας επιστρέψουμε στο τυπικό πρόβλημα αναζήτησης του ακρότατου κάποιας συνάρτησης f(x). Όπως είδαμε στην μέθοδο Newton, ένα πράγμα που θα μπορούσαμε να εκμεταλλευτούμε είναι η κλίση της συνάρτησης αξιολόγησης σε μία συγκεκριμένη υποψήφια λύση. Θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε αυτές τις πληροφορίες για να κατευθύνουμε την αναζήτησή μας προς βελτιωμένες λύσεις, τουλάχιστον σε μία τοπική γειτονική περιοχή. Υπάρχουν τόσες πολλές μέθοδοι που βασίζονται με κάποιο τρόπο στην κλίση, που θα χρειαζόταν ένα ολόκληρο βιβλίο για να τις εξετάσουμε όλες. Έτσι, θα επικεντρωθούμε στις βασικές αρχές και θα σας παραπέμψουμε στο [14] για περισσότερες πληροφορίες σχετικά με συγκεκριμένες μεταβλητές μεθόδων κλίσης. 

Η βασική ιδέα είναι να βρούμε μια κατευθυντική παράγωγο (directional derivative), έτσι ώστε να μπορούμε να συνεχίσουμε προς την κατεύθυνση της ανόδου ή καθόδου μέγιστης κλίσης, ανάλογα με το αν μεγιστοποιούμε ή ελαχιστοποιούμε. Εδώ θα ασχοληθούμε μόνο με την ελαχιστοποίηση, χωρίς, ωστόσο, καμία απώλεια γενικότητας. Εάν η συνάρτηση αξιολόγησης είναι αρκετά ομαλή στην τρέχουσα υποψήφια λύση, η κατευθυντική παράγωγος υπάρχει. Στόχος μας είναι να βρούμε την γωνία γύρω από την τρέχουσα λύση για την οποία το μέγεθος της παραγώγου της συνάρτησης αξιολόγησης σχετικά με ένα ορισμένο μέγεθος βήματος s μεγιστοποιείται. Μέσα από υπολογισμούς μπορούμε να συμπεράνουμε ότι αυτό το μέγιστο προκύπτει στην κατεύθυνση της αρνητικής κλίσης 
[image: image165.wmf])
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Η μέθοδος καθόδου μέγιστης κλίσης (method of steepest descent) είναι ουσιαστικά αυτό: Ξεκινάμε με μία υποψήφια λύση xk, όπου k = 1. Κατόπιν, παράγουμε μία νέα λύση χρησιμοποιώντας τον κανόνα «ενημέρωσης»:

xk+1=xk-
[image: image168.wmf]k

a
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f (xk),
όπου k ≥ 1, 
[image: image170.wmf]Ñ

f (xk) είναι η κλίση στο xk και
[image: image171.wmf]k

a

είναι το μέγεθος βήματος. Όσο μεγαλύτερο είναι το 
[image: image172.wmf]k

a

, τόσο λιγότερο τοπική θα είναι η αναζήτηση. Η μέθοδος σχεδιάστηκε για να εξασφαλίσει την σταδιακή μείωση τις τιμής της συνάρτησης αξιολόγησης για αρκετά μικρά βήματα. Έτσι η ιδέα είναι να βρούμε το σωστό μέγεθος βήματος, ώστε να εξασφαλίσουμε το καλύτερο ρυθμό μείωσης κατά την αξιολόγηση των υποψήφιων λύσεων σε αρκετές επαναλήψεις. 

Εάν συμπεριλάβουμε πληροφορίες παραγώγου δεύτερης τάξης στην ενημέρωση, θα έχουμε μία εξίσωση «ενημέρωσης» που είναι ουσιαστικά η μέθοδος Newton:

xk+1 =xk-(H (f (xk)))-1
[image: image173.wmf]Ñ

f (xk), όπου H (f (xk)) είναι η Εσσιανή Μήτρα της f:

H (f (xk)) =
[image: image174.wmf]k
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Αυτή η μέθοδος έχει σχεδιαστεί έτσι, ώστε να βρίσκει το ελάχιστο ενός τετραγωνικού κοιλώματος (quadratic bowl) σε ένα βήμα. Πρόκειται για ταχεία σύγκλιση! Ας την δοκιμάσουμε.

Έστω f(x1, x2) = x12 + x22 . Aς θεωρήσουμε ως αρχική υπόθεση ότι x1 = [5 1]Τ . Για να εφαρμόσουμε την μέθοδο πρέπει να υπολογίσουμε το διάνυσμα κλίσης


[image: image175.wmf]Ñ

f (x1)=[2x1 2x2]Τ=[2(5) 2(1)]Τ=[10 2]Τ
και την Εσσιανή μήτρα (Hessian matrix)

H (f (x1))=
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Κατόπιν, θα πρέπει να πάρουμε την ανάστροφη μήτρα της Εσσιανής, που είναι

(H (f (xk)))-1=
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Για να ολοκληρώσουμε την εξίσωση ενημέρωσης και να παράγουμε το επόμενο σημείο υπολογίζουμε το,

xk+1=[5 1]Τ-
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[10 2]Τ
και αυτό είναι το σημείο [0 0] Τ, που είναι το ελάχιστο! Είναι εύκολο να καταλάβουμε ότι αν η συνάρτηση αξιολόγησης είναι τετραγωνικό κοίλωμα, για οποιοδήποτε xk,η εξίσωση ενημέρωσης θα παράγει την επόμενη λύση xk+1 στην αρχή των αξόνων. Για συναρτήσεις που δεν είναι τετραγωνικά κοιλώματα, ωστόσο, τα πράγματα δεν λειτουργούν έτσι. Εφόσον η μέθοδος στηρίζεται σε πληροφορίες κλίσης, μπορεί να εγκλωβιστούμε σε ένα τοπικό βέλτιστο. Πρέπει, επίσης, να επιλέξουμε μία ανοχή λάθους 
[image: image179.wmf]e

 και να διακόψουμε τον αλγόριθμο όταν η διαφορά μεταξύ xk+1 και xk  είναι μικρότερη από 
[image: image180.wmf]e

.

Βέβαια, ο υπολογισμός της ανάστροφης  Εσσιανής μήτρας σπανίως είναι τόσο εύκολος όπως σε αυτό το παράδειγμα. Πολλές μέθοδοι quasi-Newton χρησιμοποιούν διαφορετικούς μηχανισμούς για τον υπολογισμό της Εσσιανής. Και σε αυτήν την περίπτωση, όμως, υπάρχει μία αφθονία διαφορετικών τεχνικών, επομένως, δείτε στο [14] για περισσότερες λεπτομέρειες σχετικά με την δημιουργία τους. Εάν χρησιμοποιείται η εξάλειψη Gaussian για την παραγωγή της ανάστροφης Εσσιανής, τότε η μέθοδος ονομάζεται Newton-Gauss. Στο εξής θα χρησιμοποιούμε την μέθοδο Newton και Newton-Gauss συνώνυμα, εκτός και εάν επισημανθεί αλλιώς. 

Η μέθοδος Newton-Gauss, και όλες οι quasi-Newton μέθοδοι αποτελούν ουσιαστικά διαδικασίες τοπικής αναζήτησης. Ενημερώνουν μία μοναδική πλήρη λύση με μία άλλη πλήρη λύση. Χρησιμοποιούν πληροφορίες που είναι τοπικές στο τρέχον βέλτιστο σημείο για την παραγωγή ενός νέου σημείου. Επίσης, λειτουργούν στα όρια μίας γειτονικής περιοχής, που καθορίστηκε τυπικά από την ανάστροφη Εσσιανή. 

Μία άλλη κάπως σχετική τεχνική είναι η μέθοδος Brent. Πρόκειται για μία τεχνική bracketing που στοχεύει στην αναζήτηση του ελάχιστου μίας τετραγωνικής συνάρτησης. Χρησιμοποιεί τρία σημεία – αντί των δύο που χρησιμοποιούνται στην διχοτόμηση και την Regula Falsi – και παρεμβάλει μία παραβολή σε αυτά τα σημεία. Κατόπιν, χρησιμοποιεί το ελάχιστο αυτής της παραβολής ως την επόμενη προσέγγιση για το ελάχιστο της ολικής συνάρτησης. Η μέθοδος επαναλαμβάνεται στενεύοντας τα όρια του διαστήματος που οριοθετεί την ρίζα, με βάση κάθε νέο δοκιμασμένο σημείο. Το σχήμα 3.12 περιγράφει την διαδικασία, ενώ στο [15] μπορείτε να βρείτε κωδικοποιημένο αλγόριθμο. 
[image: image181.jpg]



Σχ.3.12 Η μέθοδος Brent είναι μία τεχνική  οριοθέτησης που βασίζεται σε τρία σημεία. Για να βρει το ελάχιστο μίας συνάρτησης, υπολογίζει μία παραβολική βοηθητική συνάρτηση μέσα από τα τρία σημεία και εντοπίζει το ελάχιστο αυτής της παραβολής. Αυτό το ελάχιστο θα χρησιμοποιηθεί ως ένα από τα τρία σημεία για τον καθορισμό της επόμενης παραβολής, κλπ. Η μέθοδος τελειώνει όταν η διαφορά μεταξύ των προσεγγίσεων του ελάχιστου της συνάρτησης βρεθεί κάτω από ένα δεδομένο όριο.

3.3 Γραμμικός προγραμματισμός: Η μέθοδος απλόκου (simplex)

Εδώ θα ασχοληθούμε με την τελευταία παραδοσιακή τεχνική για την επεξεργασία πλήρων λύσεων, την μέθοδο απλόκου (simplex) για προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού (Linear Programming, LP). Τα προβλήματα αυτά απαιτούν την ανεύρεση του ακρότατου (πχ. το μέγιστο) ενός γραμμικού συνδυασμού μεταβλητών,

eval = a01x1 + … + a0nxn,

σύμφωνα με τους αρχικούς περιορισμούς,

x1
[image: image182.wmf]³

0, …, xn
[image: image183.wmf]³

0,

και σύμφωνα με M = m1 + m2 + m3 πρόσθετους περιορισμούς.  m1 περιορισμούς της μορφής:


[image: image184.wmf].
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m2 της μορφής
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και m3 της μορφής
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Κάθε διάνυσμα x που ικανοποιεί όλους τους περιορισμούς ονομάζεται εφικτό και ο στόχος μας είναι η ανεύρεση του εφικτού διανύσματος που αποδίδει το βέλτιστο αποτέλεσμα όσον αφορά στην συνάρτηση αξιολόγησης.

Η μέθοδος απλόκου δημιουργεί το βέλτιστο διάνυσμα x μέσα από μία σειρά πράξεων που αξιοποιούν τα γραμμικά χαρακτηριστικά του προβλήματος. Το σχήμα 3.13 περιγράφει την κατάσταση. 
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Σχ. 3.13 Μία γραφική ερμηνεία του προβλήματος του γραμμικού προγραμματισμού. Οι ισοϋψείς καμπύλες δείχνουν τις τιμές της συνάρτησης eval που αυξάνουν στο πρώτο τεταρτημόριο. Οι έντονες γραμμές δείχνουν περιορισμούς (ισότητας ή ανισότητας). Το βέλτιστο διάνυσμα βρίσκεται στον περιορισμό ισότητας και σε μία κορυφή του απλόκου

Δυνητικά, υπάρχουν περιορισμοί ισότητας και ανισότητας που επιβάλλονται στην συνάρτηση αξιολόγησης, αλλά εφόσον η συνάρτηση αξιολόγησης είναι γραμμική, η βέλτιστη λύση βρίσκεται σε μία από τις κορυφές του απλόκου (την εφικτή περιοχή), ή στην χειρότερη περίπτωση, οπουδήποτε κατά μήκος ενός ορίου. Η διαδικασία απλόκου εξασφαλίζει την ανεύρεση της βέλτιστης κορυφής του απλόκου.

Η μέθοδος περιγράφεται καλύτερα με ένα απλό πρόβλημα. Ας υποθέσουμε το ακόλουθο σενάριο: Ένα εργοστάσιο παράγει δύο τύπους αντικειμένων: μικρές περίτεχνες καρέκλες και μεγάλα απλά τραπέζια. Το κέρδος ανά καρέκλα είναι 20$, ενώ το κέρδος ανά τραπέζι είναι 30$. Κάθε καρέκλα απαιτεί μία μονάδα ξύλου και τρεις ώρες εργασίας. Κάθε τραπέζι, από την άλλη, απαιτεί έξι μονάδες ξύλου και μία ώρα εργασίας. Η διαδικασία παραγωγής έχει κάποιους περιορισμούς: Υπάρχουν 288 διαθέσιμες μονάδες ξύλου και 99 διαθέσιμες ώρες εργασίας σε μία συγκεκριμένη χρονική περίοδο. Στόχος είναι η μεγιστοποίηση του κέρδους του εργοστασίου. 

Μπορούμε να διατυπώσουμε αυτό το πρόβλημα ως ένα πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού:

 
Μεγιστοποίησε την eval = 20x1 +30x2 

έτσι ώστε

x1 +6x2
[image: image188.wmf]£

 288 (περιορισμός για τις μονάδες ξύλου)

3x1 +x2
[image: image189.wmf]£

 99 (περιορισμός για τις διαθέσιμες ώρες)

Επιπρόθετα, x1
[image: image190.wmf]³

0 και x2
[image: image191.wmf]³

0.

Μπορούμε, ακόμα, να εκφράσουμε το παραπάνω πρόβλημα και ακολούθως:

Μεγιστοποίησε 20x1 +30x2,

έτσι ώστε 

x3 =-x1 -6x2+288 
x4 =-3x1 -x2+ 99

x1
[image: image192.wmf]³

0, x2
[image: image193.wmf]³

0, x3
[image: image194.wmf]³

0, x4
[image: image195.wmf]³

0.





(3.1 set ex1 
1

 ex1 
1
)

Συνεχίζουμε δημιουργώντας ένα ταμπλώ (tableau), που είναι η συνήθης ονομασία για ένα πίνακα, όπου κάθε καταχώρηση αντιγράφεται από τους συντελεστές των περιορισμών και την συνάρτηση αξιολόγησης στην τελευταία σειρά. 

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	

	x3
	-1
	-6
	0
	0
	288

	x4
	-3
	-1
	0
	0
	99

	Eval
	20
	30
	0
	0
	0


 Το αρχικό εφικτό μας σημείο δημιουργείται εάν ορίσουμε τις μεταβλητές στην δεξιά πλευρά των περιορισμών (3.1) ίσες με μηδέν και κατόπιν αναζητήσουμε την λύση για τις μεταβλητές στην αριστερή πλευρά. Έτσι, έχουμε (x1, x2, x3, x4) = (0, 0, 288, 99)

H βασική ιδέα στην μέθοδο απλόκου είναι η αντικατάσταση των μεταβλητών που βρίσκονται στην δεξιά πλευρά με αυτές που βρίσκονται στην αριστερή πλευρά, οπουδήποτε μπορούμε να βελτιώσουμε την συνάρτηση αξιολόγησης. Στο παράδειγμά μας πρέπει να εξετάσουμε τις μεταβλητές x1 και x2 και να δούμε εάν αυξάνοντας καθεμία από αυτές, αυξάνεται και η συνάρτηση αξιολόγησης eval. Εδώ θα πρέπει να τονίσουμε ότι η μέγιστη αύξηση στο x1 είναι 33 (εξαιτίας του περιορισμού x4 ≥ 0,(3.1)), που δίδει μία αύξηση 660 στην συνάρτηση αξιολόγησης. Η μέγιστη αύξηση στο x2 είναι 48 (εξαιτίας του περιορισμού x3 ≥ 0, (3.1)), που δίδει μία αύξηση 1440 στην συνάρτηση αξιολόγησης. Αρα, ορίζουμε το

x2 ← x2 + 48

Ας σημειωθεί ότι σε αυτό το στάδιο το x3 γίνεται μηδέν και θα πρέπει να αναδιατυπώσουμε τους περιορισμούς (3.1) για να διατηρήσουμε όλες τις «μηδενικές» μεταβλητές (πχ. x1 και x3) στην δεξιά πλευρά. Επομένως, θα πρέπει να αναδιατυπώσουμε το αρχικό πρόβλημα, έτσι ώστε να εκφράζει την μεταβλητή x2 ως συνάρτηση των μεταβλητών x1 και x3. Αυτό μας οδηγεί σε ένα νέο πρόβλημα:

Μεγιστοποίησε 15x1 -5x3+1440

έτσι ώστε 

x2 =-
[image: image196.wmf]6

1

x1 -
[image: image197.wmf]6

1

x3+48 

x4 =-
[image: image198.wmf]6

17

x1+
[image: image199.wmf]6

1

x3+ 51 και

x1
[image: image200.wmf]³

0, x2
[image: image201.wmf]³

0, x3
[image: image202.wmf]³

0, x4
[image: image203.wmf]³
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(3.2 set ex2 
2

 ex2 
2
)

Τώρα ο πίνακάς μας είναι:

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	

	x3
	-
[image: image204.wmf]6

1


	0
	-
[image: image205.wmf]6

1


	0
	48

	x4
	-
[image: image206.wmf]6

17


	0
	
[image: image207.wmf]6

1


	0
	51

	Eval
	15
	0
	-5
	0
	1440


Αυτή τη φορά θα εξετάσουμε τις μεταβλητές x1 και x3 και θα δούμε εάν αυξάνοντας καθεμία από αυτές, αυξάνεται και η συνάρτηση αξιολόγησης eval. Αυτό είναι αληθές μόνο για το x1. Η μέγιστη αύξηση στο x1 είναι 18 εξαιτίας του περιορισμού x4 ≥ 0, (3.2). Αρα, καθορίζουμε 

x1 ← x1 + 18

και αυτό μας οδηγεί σε ένα νέο πρόβλημα:

Μεγιστοποίησε    -
[image: image208.wmf]17

100

x3 -
[image: image209.wmf]17

90

x4+1710

έτσι ώστε 

x1 =18+
[image: image210.wmf]17

1

x3 -
[image: image211.wmf]17

6

x4 

x2 =-45-
[image: image212.wmf]17

3

x3+
[image: image213.wmf]17

1

x4 και

x1
[image: image214.wmf]³

0, x2
[image: image215.wmf]³

0, x3
[image: image216.wmf]³

0, x4
[image: image217.wmf]³
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Τώρα ο πίνακάς μας είναι:

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	

	x3
	0
	0
	-
[image: image218.wmf]17

1


	-
[image: image219.wmf]17

6


	18

	x4
	0
	0
	-
[image: image220.wmf]17

3


	
[image: image221.wmf]17

1


	45

	Eval
	0
	0
	-
[image: image222.wmf]17

100


	-
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Σε αυτήν την περίπτωση, δεν μπορούμε να προχωρήσουμε περαιτέρω. Μία αύξηση στο x3 ή x4 θα μείωνε την τιμή της eval – και αυτό σημαίνει ότι βρήκαμε την σωστή απάντηση, x1 = 18, x2 = 45, για τα οποία eval = 1710 (η οποία εκφράζει το μέγιστο κέρδος).

Όπως θα παρατηρήσατε, γενικά, εστιάσαμε σε όλες τις «μεταβλητές της δεξιάς πλευράς» όπου μπορούσαμε να αυξήσουμε την eval. Αυτή η διαδικασία περιγράφεται στο σχήμα 3.14.

[image: image224.jpg]X,
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Σχ. 3.14 Μετακίνηση από μία κορυφή σε μία άλλη με την μέθοδο απλόκου. Τα έντονα βέλη δείχνουν τα βήματα της διαδικασίας. Η εφικτή περιοχή βρίσκεται κάτω και από τις δύο γραμμές x1 + 6x2 = 288 και 3x1 + x2 = 99.

Υπάρχουν πολλοί έξυπνοι τρόποι για να μετατρέπουμε τα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού στην μορφή που απαιτείται για αυτή τη διαδικασία, και υπάρχουν διάφορες παραλλαγές της διαδικασίας ανάλογα την περίπτωση. Η βασική ιδέα, ωστόσο, είναι να κινούμαστε μεταξύ των πλήρων και μερικών λύσεων. Μέσα από διάφορες αναλύσεις, αποφασίζουμε ποια μεταβλητή θα αυξήσουμε και μετά από μία σειρά εναλλαγών των μεταβλητών, εξετάζουμε εναλλακτικά και άλλες διαστάσεις του προβλήματος, ώστε να δούμε εάν μπορούμε να έχουμε βελτιώσεις. 

Η γραμμική φύση του προβλήματος το καθιστά μία εφικτή ρουτίνα. Εάν η συνάρτηση αξιολόγησης είναι μη γραμμική θα πρέπει να επινοήσετε άλλους τρόπους, με τους οποίους δεν θα ασχοληθούμε εδώ. Όταν η συνάρτηση αξιολόγησης είναι πολυκόρυφη (multimodal) ή ακόμα και ασυνεχής, αυτή η κατηγορία μεθόδου δεν μπορεί να λειτουργήσει. Σας αφήνει με την επιλογή να προσεγγίσετε το πρόβλημα σαν να επρόκειτο για πρόβλημα γραμμικό, τετραγωνικό ή περιορισμένο σε ακέραιες τιμές. Εάν όμως το αντιμετωπίσετε έτσι, τότε θα βρείτε την σωστή απάντηση στο λάθος πρόβλημα, και δεν υπάρχει κανόνας που να δείχνει πόσο λανθασμένη είναι η απάντηση. 

3.4 Περίληψη

Υπάρχουν πολλοί κλασικοί αλγόριθμοι που λειτουργούν με βάση πλήρεις λύσεις. Εάν διακόπτετε αυτές τις διαδικασίες σε κάθε επανάληψη αυτοί θα παρέχουν κάποια πιθανή λύση. Η ποιότητα αυτής της λύσης, όμως, εξαρτάται σημαντικά από τον βαθμό στον οποίο ταιριάζει η διαδικασία στο πρόβλημα. Για παράδειγμα, εάν ο στόχος είναι να μεγιστοποιήσετε μία συνάρτηση αξιολόγησης που είναι ένας γραμμικός συνδυασμός μεταβλητών, σύμφωνα με περιορισμούς ισότητας και ανισότητας, τότε οι μέθοδοι γραμμικού προγραμματισμού είναι κατάλληλες. Εάν η συνάρτηση αξιολόγησης είναι ομαλή (δηλαδή, παραγωγίσιμη ), μονοκόρυφη, και θέλετε να βρείτε το ελάχιστό της, τότε είναι κατάλληλες οι μέθοδοι που βασίζονται σε συναρτήσεις κλίσης ή ανώτερης τάξης. Εάν αντιμετωπίζετε ένα συνδυαστικό πρόβλημα, όπως ένα TSP, υπάρχουν πολλοί διαφορετικοί τοπικοί τελεστές που μπορείτε να χρησιμοποιήσετε για να εκμεταλλευτείτε τα εγγενή χαρακτηριστικά των διαδρομών στο Ευκλείδιο επίπεδο. Αυτοί θα βελτιώνουν μέσα από επαναλήψεις πλήρεις διαδρομές και θα μπορούν να βρουν γρήγορα μία σχεδόν βέλτιστη διαδρομή. 

Το μειονέκτημα σε αυτήν την περίπτωση είναι ότι εάν δεν γνωρίζετε αρκετά καλά το πρόβλημά, ή εάν αυτό δεν ταιριάζει απόλυτα στην κατηγορία προβλημάτων στα οποία εφαρμόζονται οι συγκεκριμένοι αλγόριθμοι, τότε θα καταλήξετε να πρέπει να απαριθμήσετε όλες τις πιθανές λύσεις. Για τα προβλήματα του πραγματικού κόσμου, αυτή η προσέγγιση είναι σχεδόν πάντα ανέφικτη, γιατί ο αριθμός των εναλλακτικών λύσεων είναι απαγορευτικά μεγάλος.

Αναφέραμε νωρίτερα ότι υπάρχουν δύο κατηγορίες κλασικών αλγορίθμων: (1) αυτοί που λειτουργούν με πλήρεις λύσεις, και (2) αυτοί που αξιολογούν μερικώς δομημένες ή προσεγγιστικές λύσεις. Όταν οι μέθοδοι αυτού του κεφαλαίου δεν μπορούν να λειτουργήσουν σωστά, ίσως είναι λογικό να σκεφτούμε την τελευταία κατηγορία τεχνικών και να προσπαθήσουμε να αναλύσουμε τα προβλήματα σε απλούστερα υποπροβλήματα τα οποία θα μπορούν να συνδυαστούν ξανά, ή να επιλύσουμε σύνθετα προβλήματα μέσα από μία σειρά απλούστερων σταδίων. Αυτά θα τα αναλύσουμε διεξοδικά στο επόμενο κεφάλαιο.

ΙV. Εύρεση Αριθμών

Ας εξετάσουμε ένα πρόβλημα που δείχνει ότι η διαδικασία εύρεσης όλων των λύσεων δεν είναι τόσο απλή για ορισμένα προβλήματα. Το πρόβλημα το έχει διατυπώσει ο Peter Ross από το Πανεπιστήμιο του Εδιμβούργου. Είναι ένα φαινομενικά εύκολο πρόβλημα: Βρείτε τους φυσικούς αριθμούς a, b, c και d έτσι ώστε


ab=2(c+d), και

cd=2(a+b).

Για παράδειγμα, μία από τις λύσεις του προβλήματος είναι (a, b)=(1, 54) και (c, d)=(5, 22). Είναι εμφανές πως ορισμένες λύσεις δεν είναι καθόλου εύκολες.

Είναι σημαντικό να αναλύσουμε το πρόβλημα πριν προσπαθήσουμε να το λύσουμε. Μια καλή ιδέα είναι να βρούμε τέσσερις τυχαίους αριθμούς τους οποίους μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε για να ελέγξουμε αν ισχύουν οι παραπάνω εξισώσεις. Βέβαια, οι πιθανότητες επιτυχίας είναι πολύ μικρές! Ωστόσο, μπορούμε στη συνέχεια να αλλάζουμε έναν αριθμό τη φορά για να αποκτήσουμε μια «εικόνα» του προβλήματος. Μετά από λίγο θα καταλάβουμε πως είναι απίθανο όλοι αυτοί οι αριθμοί να είναι μεγάλοι. Αν a, b, c και d είναι αρκετά μεγάλοι, τότε το γινόμενο των a και b είναι πολύ μεγαλύτερο από το διπλάσιο του αθροίσματός τους. Το ίδιο ισχύει και για τα c και d. Για παράδειγμα, αν a≥5 και b≥5, τότε

ab=(5+a’)(5+b’)=25+5a’+5b’+a’b’=(5+3a’+3b’+a’b’) +(2a’+10)+(2b’+10)>(2a’+10)+(2b’+10)=2a+2b
για κάθε a’≥0 και b’≥0 (ορίζουμε a=5+α’ και b=5+b’). Αυτή η απλή παρατήρηση οδηγεί στο εξής συμπέρασμα: Αν όλοι οι αριθμοί a, b, c και d ισούνται με 5 ή περισσότερο, τότε


ab>2(a+b)=cd>2(c+d)=ab
το οποίο καταλήγει σε αντίφαση!

Αν υποθέσουμε, τότε, ότι a=min{a,b,c,d} είναι αρκετό να μελετήσουμε μόνο τέσσερις περιπτώσεις, δηλαδή 1≤a≤4. Οπότε, αν a=1, το πρόβλημα περιορίζεται στο


b=2(c+d), και

cd=2(1+b)=2+2b.

Είναι ξεκάθαρο πως το b πρέπει να είναι ζυγός, οπότε b=2b’ και έχουμε


b’=c+d, και

cd=2+4b’.

Αν αντικαταστήσουμε το b’ στη δεύτερη εξίσωση, έχουμε


cd=2+4c+4d
του οποίου η λύση είναι εύκολη:

c=
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d
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=4+
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Καθώς το c είναι φυσικός αριθμός, το d πρέπει να είναι 5,6,7,10,13 ή 22. Για αυτούς τους αριθμούς έχουμε τρία ζεύγη (συμμετρικών) λύσεων:

(c,d) = (5,22) 

  (c,d)=(6,13) 

(c,d)=(7,10)

Από αυτές οι τρεις λύσεις προκύπτει b=54,  b=38 και  b=34 αντίστοιχα και έτσι βρήκαμε τις τρεις πρώτες λύσεις του προβλήματος:


(1,54), (5,22)


(1,38), (6,13) και


(1,34), (7,10). 

Η δεύτερη περίπτωση είναι για a=2. Σε αυτήν την περίπτωση το πρόβλημα περιορίζεται σε:


2b=2(c+d), και

cd=2(2+b)

που απλοποιείται σε


b=c+d, και

cd=4+2b.
Πάλι, αν αντικαταστήσουμε το b στη δεύτερη εξίσωση έχουμε

 
cd= 4+2c+2d
το οποίο μας δίνει


c=
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Όπως και πριν, το d πρέπει να είναι 3,4,6 ή 10. Για αυτούς τους αριθμούς έχουμε δύο ζευγάρια συμμετρικών λύσεων

(c,d)=(3,10) και (c,d)=(4,6)

Αυτές οι δύο λύσεις υποδηλώνουν ότι b=13 και b=10, αντίστοιχα, και με αυτόν τον τρόπο βρίσκουμε δύο επιπλέον λύσεις στο πρόβλημα:

(2,13), (3,10),  και

(2,10), (4,6).

Η τρίτη περίπτωση που μπορούμε να εξετάσουμε είναι a=3. Σε αυτήν την περίπτωση το b πρέπει να είναι ζυγός (b=2b’ καθώς το γινόμενο των a και b είναι ζυγό) και έχουμε


3b’=c+d, και

cd=6+4b’

Σε αυτήν την περίπτωση (αντικαθιστώντας το b’ στην δεύτερη εξίσωση) έχουμε


c=
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Βλέπουμε ότι το d>6 υποδηλώνει c<3 (εφόσον 
[image: image231.wmf]4
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<2) που οδηγεί σε αντίφαση (καθώς a=3<c). Συνεπώς αυτό που πρέπει να κάνουμε είναι να μελετήσουμε τις περιπτώσεις όπου το d ισούται με 3,4,5 και 6. Οι πρώτες και οι τελευταίες περιπτώσεις δίνουν την ίδια (δηλαδή συμμετρική) λύση,


(c,d)=(3,6)

που υποδηλώνει ότι b=6. Συνεπώς βρήκαμε την έκτη λύση στο πρόβλημα:

(3,6), (3,6)

Η τελευταία περίπτωση είναι για a=4. Εδώ


4b=2(c+d), και

cd=2(4+b).
το οποίο μας δίνει


cd=8+c+d
Συνεπώς,


c=
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Εφόσον d≥α=4, το d είτε 4 είτε 10. Η δεύτερη τιμή έχει ως αποτέλεσμα c=2, το οποίο αποτελεί αντίφαση, ενώ το d=4 υποδηλώνει ότι c=4 και d=4. Αυτή η περίπτωση δίνει την τελευταία λύση στο πρόβλημα,

(4,4), (4,4)

Και το πρόβλημα έχει συνολικά επτά λύσεις.

Είναι σημαντικό να λάβετε υπόψη τον τρόπο με τον οποίο περιορίσαμε τον χώρο αναζήτησης εδώ. «Παίζοντας» με το πρόβλημα μπορούμε να βρούμε σημαντικά στοιχεία όσον αφορά τη φύση του και έχουμε την ευκαιρία να ανακαλύψουμε τρόπους για να υπολογίσουμε μόνο ένα μέρος των πιθανών λύσεων. Και πάλι, το στοιχείο-κλειδί είναι να μην εγκαταλείπουμε! Και να μην συμβιβαζόμαστε με μια λύση που είναι κάτι λιγότερο από τέλεια αν δεν είμαστε υποχρεωμένοι να το κάνουμε.

Μπορείτε να ξεκινήσετε την εξάσκησή σας για αυτόν τον τρόπο επίλυσης τώρα! Άλλο ένα παρόμοιο πρόβλημα μας έχει διατυπώσει ο Antoni Mazurkiewicz της Πολωνικής Ακαδημίας Επιστημών.

Το πρόβλημα ζητά να βρούμε τους φυσικούς αριθμούς a,b και c έτσι ώστε

Το a + b + 1 να διαιρείται με c, το a + c + 1 να διαιρείται με b, και το b + c + 1 να διαιρείται με a.

Το πρόβλημα έχει 12 λύσεις. Για παράδειγμα, μία από αυτές είναι

(21,14,6),

21+14+1=36 που διαιρείται με το 6,

21+6+1=28, που διαιρείται με το 14, και

14+6+1=21, το οποίο, βεβαίως, διαιρείται με το 21.

Προσπαθήστε να βρείτε και τις 12 λύσεις!

Αν προτιμάτε κάτι απλό, μπορείτε να εξετάσετε την περίπτωση όπου δύο «λάθη» (wrong) κάνουν ένα «σωστό» (right)! Το πρόβλημα:

	W
	R
	O
	N
	G

	W
	R
	O
	N
	G

	R
	I
	G
	H
	T


έχει μερικές λύσεις (με προϋπόθεση την πρόσθεση). Μία από αυτές είναι:

	2
	5
	7
	3
	4

	2
	5
	7
	3
	4

	5
	1
	4
	6
	8


Να το έχετε υπόψη για να το εφαρμόσετε στην κατάλληλη ευκαιρία!

4. Παραδοσιακές Μέθοδοι – Μέρος 2

Δύο και δύο κάνουν τέσσερα

Τέσσερα και τέσσερα κάνουν οκτώ

Οκτώ και οκτώ κάνουν δεκαέξι

Επαναλάβετε! Είπε ο δάσκαλος
Jacques Prévert, Page d’écriture

Είδαμε μερικές τεχνικές που χρησιμοποιούνται στις ολοκληρωμένες λύσεις. Ας μελετήσουμε τώρα ορισμένους από τους αλγόριθμους που προορίζονται για τις μερικές ή τις μη ολοκληρωμένες λύσεις και λύνουν προβλήματα δημιουργώντας τη λύση κομμάτι-κομμάτι. Ξεκινάμε με την πιο γνωστή κατηγορία: Τους άπληστους αλγόριθμους.

4.1 Άπληστοι Αλγόριθμοι (Greedy Algorithms)

Οι άπληστοι αλγόριθμοι αντιμάχονται το πρόβλημα με τη δημιουργία της ολοκληρωμένης λύσης μέσω μιας σειράς βημάτων. Ο λόγος που είναι τόσο δημοφιλείς είναι εμφανής: η απλότητά τους! Η κεντρική ιδέα της άπληστης προσέγγισης είναι εκπληκτικά απλή: αντιστοιχίστε μία προς μία τις τιμές για όλες τις μεταβλητές αποφάσεων και, σε κάθε βήμα, λάβετε την καλύτερη απόφαση. Η προσέγγιση αυτή, φυσικά, προϋποθέτει μια ευρετική μέθοδο για τη λήψη αποφάσεων που να προσφέρει την καλύτερη δυνατή κίνηση σε κάθε βήμα, το μεγαλύτερο «όφελος», εξ’ ου και ο χαρακτηρισμός άπληστη. Είναι όμως ξεκάθαρο ότι η συγκεκριμένη προσέγγιση είναι κοντόφθαλμη καθώς η λήψη των βέλτιστων αποφάσεων σε κάθε ξεχωριστό βήμα δεν αποδίδει πάντοτε την βέλτιστη γενική λύση.

4.1.1 Άπληστοι αλγόριθμοι και το SAT
Ας μελετήσουμε μερικά παραδείγματα ξεκινώντας με το πρόβλημα SAT. Θα αντιστοιχίσουμε μια τιμή αληθείας (ΑΛΗΘΕΣ ή ΨΕΥΔΕΣ) σε κάθε μεταβλητή, αλλά χρειαζόμαστε ένα ευρετικό (heuristic), δηλαδή ένα έξυπνο τέχνασμα, που να μας καθοδηγήσει στη διαδικασία λήψης αποφάσεων. Εξετάστε την εξής προσέγγιση:

· Για κάθε μεταβλητή από 1 έως n, με οποιαδήποτε σειρά, αντιστοιχίστε την τιμή αληθείας που οδηγεί στην επαλήθευση του μεγαλύτερου αριθμού των τρεχόντων μη επαληθευμένων  προτάσεων. Αν υπάρχει ισοπαλία, επιλέξτε μια από τις καλύτερες λύσεις στην τύχη.

Αυτή η ευρετική μέθοδος είναι πραγματικά άπληστη. Σε κάθε βήμα προσπαθεί να επαληθεύσει τον μεγαλύτερο δυνατό αριθμό μη επαληθευμένων προτάσεων! Δυστυχώς, μπορούμε εύκολα να δείξουμε ότι η απόδοση μιας τέτοιας απεριόριστα άπληστης μεθόδου είναι μάλλον κακή, ακόμη και σε απλά προβλήματα. Για παράδειγμα, ας μελετήσουμε την ακόλουθη δοκιμαστική περίπτωση:
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Εξετάζουμε πρώτα τη μεταβλητή x1 και κατόπιν επιλέγουμε x1 = ΑΛΗΘΕΣ επειδή αυτή η αντιστοίχιση επαληθεύει τρεις προτάσεις. Αλλά η πρώτη πρόταση δεν επαληθεύεται και δεν μπορεί να επαληθευτεί όταν το x1 είναι ΑΛΗΘΕΣ, οπότε όλη η υπόλοιπη δυναμική του αλγόριθμου χαραμίζεται. Ο τύπος δεν θα επαληθευτεί ποτέ για αντιστοιχίσεις των x2, x3 και x4 όσο το x1 παραμένει ΑΛΗΘΕΣ.

Μπορούμε να προσδιορίσουμε εύκολα το πρόβλημα με την παραπάνω άπληστη προσέγγιση. Είναι υπερβολικά άπληστη από την άποψη ότι δεν έχουμε δώσει αρκετή προσοχή στη σειρά με την οποία θα μελετήσουμε τις μεταβλητές. Θα ήμασταν πιο ασφαλείς αν χρησιμοποιούσαμε ένα πρόσθετο ευρετικό για να επιλέξουμε τη σειρά. Συγκεκριμένα, μπορούμε να ξεκινήσουμε με τις μεταβλητές που εμφανίζονται μόνο σε ορισμένες προτάσεις (όπως τα x2, x3, ή x4 στον παραπάνω τύπο), αφήνοντας τελευταίες τις μεταβλητές που εμφανίζονται συχνότερα (όπως το x1). Επομένως, ο επόμενος, αναβαθμισμένος, άπληστος αλγόριθμος για το SAT θα είναι:

· Ταξινομήστε όλες τις μεταβλητές βάσει της συχνότητάς τους, από την μικρότερη στην μεγαλύτερη, για όλες τις προτάσεις.

· Για κάθε μεταβλητή, με την σειρά που προαναφέρθηκε, αντιστοιχίστε μια τιμή που θα επαληθεύει τον μεγαλύτερο δυνατό αριθμό των τρεχόντων μη επαληθευμένων προτάσεων. Σε περίπτωση ισοπαλίας, λάβετε μια αυθαίρετη απόφαση.

Μετά από λίγη σκέψη ανακαλύπτουμε μια αδυναμία αυτού του νέου αλγόριθμου. Για παράδειγμα, ας εξετάσουμε την εξής περίπτωση:
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Στην οποία υποθέτουμε ότι ο τύπος F δεν περιέχει τις μεταβλητές x1 και x2, αλλά περιέχει πολλές εμφανίσεις των υπόλοιπων μεταβλητών. Επομένως, το x1 εμφανίζεται μόνο σε τρεις προτάσεις  και το x2 σε τέσσερις προτάσεις, με όλες τις άλλες μεταβλητές να έχουν μεγαλύτερη συχνότητα. Ο ανωτέρω άπληστος αλγόριθμος θα αντιστοίχιζε στο x1 την τιμή ΑΛΗΘΕΣ επειδή αυτή η αντιστοίχιση επαληθεύει δύο προτάσεις. Παρομοίως, θα αντιστοίχιζε στο x2 την τιμή ΑΛΗΘΕΣ επειδή επαληθεύει δύο επιπλέον προτάσεις. Ωστόσο, δεν θα ήταν δυνατό να επαληθεύσουμε και την τέταρτη και την πέμπτη πρόταση.
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και ο αλγόριθμος δεν θα μπορούσε τελικά να βρει την απαιτούμενη αντιστοίχιση αληθείας.

Φυσικά, για να μην εγκαταλείψουμε από τώρα, πρέπει να διευκρινίσουμε ότι υπάρχουν ακόμη μεγάλα περιθώρια «αναβάθμισης». Μπορούμε να εισάγουμε ένα νέο κανόνα που θα απαγορεύει μια συγκεκριμένη αντιστοίχιση αν μετατρέπει κάποια πρόταση σε ΨΕΥΔΗ. Ή μπορεί να υπολογίσουμε τη συχνότητα των μεταβλητών στις υπόλοιπες (π.χ. μη επαληθευμένες ακόμη) προτάσεις. Μπορούμε βέβαια να προσπαθήσουμε κάτι πιο απαιτητικό. Αντί να ταξινομούμε τις μεταβλητές μόνο βάσει της συχνότητας εμφάνισής τους, να λάβουμε υπόψη και το μήκος μιας πρότασης. Η βασική ιδέα είναι ότι η εμφάνιση μιας μεταβλητής σε μια σύντομη πρόταση έχει διαφορετική σημασία από την εμφάνιση μιας μεταβλητής σε μια εκτενή πρόταση! Δυστυχώς, καμία από αυτές τις προσεγγίσεις δεν οδηγεί σε αλγόριθμο που να λειτουργεί με τα προβλήματα SAT. Δεν υπάρχει τέτοιος άπληστος αλγόριθμος για το SAT!

4.1.2. Άπληστοι αλγόριθμοι και το TSP
Ο πιο εμπνευσμένος άπληστος αλγόριθμος για το TSP βασίζεται στο ευρετικό του κοντινότερου γείτονα. Ξεκινώντας από μια τυχαία πόλη προχωρήστε στην πιο κοντινή πόλη που δεν έχετε επισκεφθεί και συνεχίστε μέχρι να έχετε επισκεφθεί όλες τις πόλεις, οπότε και θα επιστρέψετε στην πρώτη πόλη. Μια τέτοια διαδρομή απέχει πολύ από το τέλειο. Συχνά το τίμημα είναι υψηλό όταν κάνουμε άπληστες επιλογές στην αρχή της διαδικασίας. Ένα απλό παράδειγμα που δείχνει την περίπτωση αυτή δίνεται στο σχήμα 4.1, όπου, ξεκινώντας από την πόλη Α αυτή η άπληστη ευρετική μέθοδος  δημιουργεί μια διαδρομή A – B – C – D – A, με το συνολικό κόστος 2 + 3 + 23 + 5 = 33, αλλά η διαδρομή A – C – B – D – A κοστίζει μόνο 4 + 3 + 7 + 5 = 19.
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Σχήμα 4.1. Ένα δείγμα TSP με τέσσερις πόλεις. Λάβετε υπόψη ότι το κόστος για κάθε ακμή δεν αντιστοιχεί στην απόσταση μεταξύ των πόλεων όπως αυτή εμφανίζεται.

Άλλη μία άπληστη δυνατότητα είναι να δημιουργήσετε μια διαδρομή επιλέγοντας τις πιο σύντομες διαθέσιμες συνδέσεις (δηλαδή ακμές) μεταξύ των πόλεων, αποφεύγοντας περιπτώσεις στις οποίες μια πόλη εμπλέκεται σε περισσότερες από δύο συνδέσεις. Με άλλα λόγια, ξεκινούμε βρίσκοντας την πιο φθηνή διαθέσιμη σύνδεση μεταξύ κάθε ζεύγους πόλεων, κατόπιν επιλέγουμε την επόμενη πιο φθηνή διαθέσιμη σύνδεση, κτλ. Φυσικά, όταν έχουμε επιλέξει τις συνδέσεις μεταξύ των πόλεων Α – Β και των πόλεων Β – Ε για παράδειγμα, δεν μπορούμε να επιλέξουμε άλλες συνδέσεις που να εμπλέκουν την πόλη Β. Λάβετε υπόψη ότι αυτός ο άπληστος αλγόριθμος θα έδινε την ίδια απάντηση με την προηγούμενη άπληστη προσέγγιση στο TSP των τεσσάρων πόλεων του σχήματος 4.1.

Μια άλλη άπληστη διαδικασία επίλυσης βασίζεται στην εξής ιδέα: Μία μόνο πόλη επιλέγεται και η αρχική «διαδρομή»
 οργανώνεται αρχίζοντας από την επιλεγμένη πόλη, συνεχίζοντας σε μια άλλη πόλη, επιστρέφοντας στην επιλεγμένη πόλη, πηγαίνοντας σε μια άλλη πόλη που δεν έχουμε επισκεφθεί, επιστρέφοντας στην επιλεγμένη πόλη, κτλ. Με άλλα λόγια, η αρχική διαδρομή αποτελείται από μια ένωση ομοιόμορφων τμημάτων που οδηγούν από την επιλεγμένη πόλη σε μια άλλη και επιστρέφουν στην πρώτη. Στη συνέχεια – αυτό είναι το σημείο στο οποίο γίνονται οι άπληστες επιλογές – εξετάζουμε ζεύγη πόλεων (εξαιρώντας την επιλεγμένη πόλη). Επιλέγεται ένα ζεύγος πόλεων (ας πούμε i και j) για το οποίο μπορεί να γίνει η καλύτερη δυνατή εξοικονόμηση πηγαίνοντας απευθείας από το i στο j, αντί να επιστρέφουμε ενδιάμεσα στην επιλεγμένη πόλη. Ο αλγόριθμος εξετάζει ζεύγη μη επιλεγμένων πόλεων σε μη αυξητική σειρά εξοικονόμησης τροποποιώντας τη διαδρομή αν είναι εφικτό (π.χ. αποφεύγοντας πρώιμους κύκλους). Ξανά αυτή η προσέγγιση θα αποτύχει στο απλό παράδειγμα που δίνεται στο σχήμα 4.1. Για κάθε ευρετική μέθοδο κοινής λογικής που θα εφεύρετε, θα βρείτε ένα παθογόνο σημείο που θα την κάνει να φαίνεται πολύ ανόητη.

4.1.3 Άπληστοι αλγόριθμοι και το NLP
Δεν υπάρχουν στην πραγματικότητα αποδοτικοί άπληστοι αλγόριθμοι για το NLP, αλλά μπορούμε να σχεδιάσουμε έναν αλγόριθμο που να έχει ορισμένα άπληστα χαρακτηριστικά. Για παράδειγμα, για να βελτιστοποιήσουμε μια συνάρτηση δύο μεταβλητών x1 και x2, μπορούμε να ορίσουμε για μία από τις μεταβλητές, ας πούμε το x1, μια σταθερά, και να αλλάζουμε το x2 μέχρι να φθάσουμε σε ένα βέλτιστο. Στη συνέχεια, διατηρώντας τη νέα τιμή του x2 σταθερή, μπορούμε να αλλάζουμε το x1 μέχρι να βρούμε ένα νέο βέλτιστο, κτλ. Φυσικά, αυτή η ευθύγραμμη αναζήτηση είναι δυνατό να εκφραστεί σε n διαστάσεις, αλλά όπως διατυπώνει ο Himmelblau [13]:

«Αυτή η διαδικασία, ωστόσο, έχει ανεπαρκή απόδοση αν υπάρχουν αλληλεπιδράσεις μεταξύ των x1 και x2, δηλαδή, αν στην πραγματικότητα οι όροι που εμπεριέχουν γινόμενα των x1 και x2 εμφανίζονται στην αντικειμενική συνάρτηση. Συνεπώς, η μέθοδος δεν είναι δυνατό να εφαρμοστεί αν ο χρήστης δεν έχει μια συνάρτηση [αξιολόγησης] στην οποία οι αλληλεπιδράσεις να είναι ασήμαντες.»

Για να είμαστε ακριβείς, οι ευθύγραμμες αναζητήσεις δεν είναι άπληστοι αλγόριθμοι γιατί αξιολογούν μόνο ολοκληρωμένες λύσεις. Παρόλα αυτά η πρόθεση να επιλέξουμε την τρέχουσα καλύτερη λύση, όσον αφορά μία μόνο διάσταση κάθε φορά, ακολουθεί τη γενική ιδέα των άπληστων αλγόριθμων.

Οι άπληστες μέθοδοι, είτε εφαρμόζονται στα SAT, TSP, NLP, είτε σε άλλα πεδία ορισμού, είναι εννοιολογικά απλές, αλλά συνήθως «πληρώνουν» την απλότητα αυτή αποτυγχάνοντας να δώσουν καλές λύσεις σε σύνθετα προβλήματα με αλληλεπιδραστικές παραμέτρους. Αυτής της μορφής όμως είναι τα προβλήματα που αντιμετωπίζουμε συνήθως στον πραγματικό κόσμο.

4.2. Διαίρει και βασίλευε (Divide and conquer)

Πολλές φορές είναι χρήσιμο να επιλύετε ένα φαινομενικά σύνθετο πρόβλημα αναλύοντάς το σε μικρότερα και απλούστερα προβλήματα. ‘Ετσι, θα μπορείτε να επιλύετε καθένα από αυτά τα ευκολότερα προβλήματα και στην συνέχεια να εξάγετε από την κάθε τμηματική λύση μία μοναδική απάντηση. Αυτή η προσέγγιση «διαίρει και βασίλευε» έχει ουσιαστικά χαμηλό κόστος μόνο εάν ο χρόνος και η προσπάθεια που απαιτείται για την ολοκλήρωση της ανάλυσης, την επίλυση όλων των επί μέρους προβλημάτων και τέλος την εξαγωγή μίας απάντησης είναι μικρότερα από το κόστος επίλυσης του αρχικού, σύνθετου προβλήματος. Θα πρέπει να ξέρετε πως όταν εξάγετε την λύση από τα απλούστερα προβλήματα, ουσιαστικά βρίσκετε την απάντηση που αναζητούσατε. Συχνά, η δυνατότητα εξαγωγής μίας μοναδικής λύσης απομακρύνεται όσο διασπάται το πρόβλημα.

Μία περιγραφή της προσέγγισης «διαίρει και βασίλευε» (D&C) δίνεται στο σχήμα 4.2.

procedure  D&C (P)


begin


ανάλυσε το πρόβλημα P  στα υπό-προβλήματα P1… Pκ

for i =1 to k do

if size(Pi) < 
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 then επίλυσε  το Pi (παίρνοντας λύση si)




  else si← D&C (Pi)

συνδύασε τις λύσεις si ώστε να πάρεις την τελική λύση


end
Σχ. 4.2. Επαναληπτική διαδικασία διαίρει και βασίλευε για επίλυση του προβλήματος Ρ
Το αρχικό πρόβλημα Ρ αντικαθίσταται από ένα σύνολο μικρότερων υπο-προβλημάτων, τα οποία με τη σειρά τους αναλύονται σε μικρότερα, συνήθως μέσα από μία επαναληπτική διαδικασία. Η διαδικασία συνεχίζει έως ότου τα υπο-προβλήματα γίνουν όσο το δυνατό απλούστερα (δηλαδή, μικρότερα από μία εννοιολογική σταθερά ρ, όπως περιγράφεται στο σχήμα 4.2), έτσι ώστε να μπορούν να επιλυθούν «με το χέρι». Σε αυτό το στάδιο ο αλγόριθμος ακολουθεί «ανοδική» πορεία, συνδυάζοντας τις λύσεις για την δημιουργία μίας λύσης σε μεγαλύτερα υπο-προβλήματα.

Η αρχή διαίρει και βασίλευε  ενυπάρχει σε πολλούς αλγόριθμους ταξινόμησης, όπως είναι οι αλγόριθμοι ταχείας ταξινόμησης (quicksort) και οι αλγόριθμοι ταξινόμησης με συγχώνευση (mergesort). Οι πολυωνυμικοί πολλαπλασιασμοί ή οι πολλαπλασιασμοί πίνακα μπορούν, επίσης, να επιτευχθούν με την βοήθεια αυτής της προσέγγισης. Για να κατανοήσουμε καλύτερα την ιδέα της προσέγγισης «διαίρει και βασίλευε» θα εξετάσουμε το ακόλουθο παράδειγμα: ‘Εχουμε ένα σκάκι με διάσταση 2m (δηλαδή, αποτελείται από 22m τετράγωνα) με ένα κενό, δηλαδή έχει αφαιρεθεί ένα τυχαίο τετράγωνο. ‘Εχουμε ένα σύνολο από πλακίδια σε σχήμα L (σχ. 4.3) και πρέπει να συμπληρώσουμε το σκάκι με αυτά τα πλακίδια. (Ο προσανατολισμός ενός πλακιδίου δεν έχει σημασία.)
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Σχ. 4.3 ‘Ενα σκάκι διαστάσεων 2m x 2m (m = 4) και ένα πλακίδιο

Σε αυτήν την περίπτωση ο χώρος αναζήτησης αποτελείται από πιθανές διατάξεις πλακιδίων στο σκάκι και θα πρέπει να βρούμε την σωστή. Αν και μπορούν να εφαρμοστούν πολλές μέθοδοι, ωστόσο, η τεχνική διαίρει και βασίλευε είναι ιδανική σε αυτήν την περίπτωση. Θα διαιρέσουμε το σκάκι σε τέσσερις ίσες περιοχές: το κενό πλακίδιο βρίσκεται σε μία από αυτές. Συνεπώς, μπορούμε να τοποθετήσουμε το πρώτο πλακίδιο με τέτοιο τρόπο, ώστε να καλύπτει τρία τετράγωνα: ένα από κάθε περιοχή που δεν περιλαμβάνει το αρχικό κενό πλακίδιο (σχήμα 4.4α). Στη συνέχεια, αντί για ένα τετράγωνο (με ένα κενό πλακίδιο), υπάρχουν τέσσερα μικρότερα τετράγωνα. Καθένα από αυτά έχει ένα κενό, είτε το αρχικό, είτε δημιουργήθηκε από την τοποθέτηση ενός πλακιδίου. ‘Ετσι, μπορούμε να συνεχίσουμε την διαδικασία, διαιρώντας καθένα από τα μικρότερα τετράγωνα σε τέσσερα μικρότερα τετράγωνα και τοποθετώντας νέα πλακίδια, έτσι ώστε καθένα από τα νέα μικρότερα τετράγωνα να έχει ένα μόνο «κενό» (σχήμα 4.4β).
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Σχ. 4.4. Η τοποθέτηση του πρώτου πλακιδίου (α) και τα επόμενα τέσσερα πλακίδια (β)

Προσέξτε ότι κάθε τετράγωνο, το οποίο τώρα είναι 4 x 4 έχει μόνο ένα κενό πλακίδιο. Συνεχίζοντας την διαδικασία, μπορούμε να διαιρέσουμε καθένα από αυτά σε τέσσερα 2 x 2 τετράγωνα και με μία κατάλληλη τοποθέτηση πλακιδίων, καθένα από αυτά τα νέα μικρά τετράγωνα θα έχει ένα μόνο κενό (σχήμα 4.5α). Τότε θα προκύψει ο ευκολότερος πιθανός στόχος: να τοποθετήσουμε ένα πλακίδιο σε ένα τετράγωνο 2 x 2 με ένα κενό πλακίδιο! Επομένως, καταλήγουμε εύκολα στην τελική λύση του προβλήματος (σχήμα 4.5β). 
[image: image241.jpg]()

(b)





Σχ. 4.5. (α) Η τοποθέτηση των 16 επόμενων πλακιδίων και (β) η τελική λύση

4.3 Δυναμικός προγραμματισμός

Ο δυναμικός προγραμματισμός βασίζεται στην αρχή της αναζήτησης μίας τελικής λύσης ξεκινώντας από ένα ενδιάμεσο σημείο που βρίσκεται ανάμεσα σε αυτό που είστε τώρα και εκεί που θέλετε να πάτε.
 Η διαδικασία είναι επαναληπτική, με την έννοια ότι κάθε επόμενο ενδιάμεσο σημείο αποτελεί συνάρτηση των σημείων που ήδη επισκεφθήκατε. Ένα τυπικό πρόβλημα στο οποίο εφαρμόζεται ο δυναμικός προγραμματισμός έχει τις εξής ιδιότητες:

· Το πρόβλημα μπορεί να αναλυθεί σε μία ακολουθία αποφάσεων που λαμβάνονται σε διάφορα στάδια.

· Κάθε στάδιο έχει έναν αριθμό πιθανών καταστάσεων.

· Μία απόφαση σας μεταφέρει από μία κατάσταση ενός σταδίου σε κάποια κατάσταση στο επόμενο στάδιο.

· Η βέλτιστη ακολουθία αποφάσεων (γνωστή και ως πολιτική) σε κάθε στάδιο είναι ανεξάρτητη από τις αποφάσεις που λήφθηκαν στα προηγούμενα στάδια.

· Υπάρχει ένα καλά ορισμένο κόστος της μεταφοράς, από κατάσταση σε κατάσταση, μεταξύ των σταδίων. Επίσης, υπάρχει μία επαναληπτική σχέση στην επιλογή των βέλτιστων αποφάσεων.

Η μέθοδος μπορεί να εφαρμοστεί ξεκινώντας από τον στόχο (goal) και συνεχίζοντας προς τα πίσω ως την αρχική κατάσταση. Δηλαδή, μπορούμε να καθορίσουμε από την αρχή την βέλτιστη απόφαση που θα ληφθεί στο τελικό στάδιο. Από εκεί, θα καθορίσουμε την βέλτιστη απόφαση από το επόμενο στο τελευταίο στάδιο, θεωρώντας ότι θα λάβουμε την βέλτιστη απόφαση στο τελευταίο στάδιο, κλπ. 

Το απλούστερο παράδειγμα είναι το πρόβλημα της ταχυδρομικής άμαξας (stagecoach problem) που ανέπτυξε ο Harvey Wagner. Η αρχική διατύπωση του προβλήματος εμπλέκει έναν πωλητή που ταξιδεύει με την ταχυδρομική άμαξά του, σε εδάφη με εχθρικούς Αυτόχθονες Αμερικάνους Ινδιάνους. Ωστόσο εμείς εδώ, θα ασχοληθούμε μόνο με την βασική ιδέα του προβλήματος. 
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Σχ. 4.6. Το διάγραμμα ροής δείχνει τις επιλογές για τον πωλητή που διασχίζει τα εχθρικά εδάφη με την άμαξά του.

Ο πωλητής πρέπει να ξεκινήσει από το σημείο στο οποίο βρίσκεται και να φθάσει σε έναν καθορισμένο προορισμό. ‘Εχει ουσιαστικά τρία στάδια στα οποία μπορεί να κάνει εναλλακτικές επιλογές για την συνέχεια της διαδρομής του (δείτε σχήμα 4.6). Στο πρώτο στάδιο, έχει τρεις εναλλακτικές διαδρομές. Ομοίως, στο δεύτερο στάδιο υπάρχουν τρεις εναλλακτικές. Τέλος, στο τρίτο στάδιο υπάρχουν δύο εναλλακτικές. Το τέταρτο στάδιο δεν παρέχει καμία επιλογή. Τα κόστη μετακίνησης από κάθε κατάσταση σε κάθε στάδιο, σε κάθε επόμενη πιθανή κατάσταση του επόμενου σταδίου, εμφανίζονται στο σχήμα 4.7. Στόχος του προβλήματος είναι η ανεύρεση της λιγότερο δαπανηρής διαδρομής από την αρχική κατάσταση (1) στην τελευταία κατάσταση (10).
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Σχ. 4.7. Το κόστος για κάθε πιθανή επιλογή σε κάθε στάδιο απόφασης. Η σειρά δείχνει την πόλη εκκίνησης και η στήλη την επόμενη πόλη. Οι τέσσερις πίνακες αντιστοιχούν στα τέσσερα στάδια. ‘Οπως θα παρατηρήσατε, μόνο τα τρία πρώτα στάδια παρέχουν μία επιλογή πόλης.

Ωστόσο, πριν συνεχίσουμε στην αναζήτηση της απάντησης θα πρέπει να επισημάνουμε κάποια σημεία σχετικά με το θέμα:

· Υπάρχουν n στάδια και η απόφαση για την επιλογή της κατάστασης στο n στάδιο είναι xn. Εδώ n = 4. 

· fn(s,xn) είναι το κόστος της βέλτιστης ακολουθίας αποφάσεων (πολιτική) για όλα τα υπόλοιπα στάδια, με την προϋπόθεση ότι ο πωλητής είναι στην κατάσταση s, στάδιο n, και επιλέγει xn ως την αμέσως επόμενη κατάσταση. 

· xn*(s) είναι η τιμή του xn που ελαχιστοποιεί το fn (s,xn) και f*n (s) είναι η αντίστοιχη ελάχιστη τιμή.

· Ο στόχος είναι η ανεύρεση του f*1 (1) γιατί ο πωλητής ξεκινάει από την κατάσταση 1. Αυτό επιτυγχάνεται με την ανεύρεση των f*4 (s), f*3 (s), f*2 (s), και τέλος του f*1 (s).

Ποιό είναι, τότε, το f*4 (s); Για ποιό x4 είναι το f*4(s, x4) ελαχιστοποιημένο; Αυτή είναι ερώτηση παγίδα γιατί υπάρχει μία μόνο κατάσταση για να επιλέξετε, ενώ στο τέταρτο στάδιο: x4 = 10. ‘Αρα, μπορούμε εύκολα να υπολογίσουμε τις παρακάτω τιμές και έτσι έχουμε ολοκληρώσει την πρώτη φάση της διαδικασίας δυναμικού προγραμματισμού. 

	s
	f*4 (s)
	x*4 (s)

	8
	3
	10

	9
	4
	10


Ο παραπάνω πίνακας εμφανίζει το κόστος μετάβασης από τις καταστάσεις 8 ή 9 σε μία κατάσταση στο τελικό στάδιο (σε αυτήν την περίπτωση, υπάρχει μόνο μία τέτοια κατάσταση).

Στην επόμενη φάση αναζητάτε την τιμή του f*3 (s). Θυμηθείτε ότι εφόσον οι αποφάσεις είναι ανεξάρτητες, f*3 (s, x3) = csx3 + f*4 (x3), όπου csx3 είναι το κόστος μετακίνησης από s σε x3. Ο παρακάτω πίνακας δείχνει τις σχετικές τιμές του f3(s, x3) για κάθε πιθανή επιλογή προορισμού, εάν s είναι 5, 6, ή 7

	s
	f3 (s,8)
	f3 (s,9)
	f*3 (s)
	x*3 (s)

	5
	4
	8
	4
	8

	6
	9
	7
	7
	9

	7
	6
	7
	6
	8


Βλέπουμε, για παράδειγμα, ότι εάν είμαστε στην κατάσταση 5, τότε η κατάσταση 8 ελαχιστοποιεί το συνολικό υπόλοιπο κόστος. Η κατάσταση 9 ελαχιστοποιεί το κόστος εάν s = 6, και η κατάσταση 8 ελαχιστοποιεί το κόστος εάν s = 7.

Εάν συνεχίσουμε την διαδικασία αντίστροφα, θα πρέπει να βρούμε την τιμή f*2 (s). ‘Οπως ο προηγούμενος πίνακας, έτσι και ο παρακάτω πίνακας εμφανίζει τις σχετικές τιμές του f*2 (s, x2). ‘Αρα f*2 (s, x2) = csx2  + f*3 (x2).

	s
	f2 (s,5)
	f2 (s,6)
	f2(s,7)
	f*2(s)
	x*2(s)

	2
	11
	11
	12
	11
	5 ή 6

	3
	7
	9
	10
	7
	5

	4
	8
	8
	11
	8
	5 ή 6


Τέλος, όσον αφορά στο f*1(s), ο τελευταίος πίνακας περιγράφει τα κόστη μεταφοράς στις καταστάσεις 2, 3 ή 4:

	s
	f1 (s,2)
	f1 (s,3)
	f1(s,4)
	f*1(s)
	x*1(s)

	1
	13
	11
	11
	11
	3 ή 4


Αυτός είναι ο τελευταίος πίνακας για το πρόβλημα της ταχυδρομικής άμαξας. Τώρα η μέθοδος δυναμικού προγραμματισμού έχει εφαρμοστεί ολότελα αντίστροφα προς το πρώτο στάδιο. Οι τιμές στον παραπάνω πίνακα δείχνουν το κόστος μετακίνησης από την κατάσταση 1 στην 2, 3, ή 4.

Σε αυτό το σημείο μπορούμε να αναγνωρίσουμε την βέλτιστη απάντηση στο αρχικό πρόβλημα. Στην πραγματικότητα, έχουμε τρεις βέλτιστες απαντήσεις (πολιτικές), καθεμία από αυτές με ένα ισοδύναμο κόστος 11 μονάδων:

· 1 → 3 → 5 → 8 → 10

· 1 → 4 → 5 → 8 →10

· 1 → 4 → 6 → 9 → 10.

Λάβετε υπόψη ότι η αντίστροφη διαδικασία, κατά την οποία επιλέγουμε τη διαδρομή με το μικρότερο κόστος, ενώ μετακινούμαστε προς τα εμπρός μέσα από τα στάδια, δεν δίνει τη βέλτιστη λύση. Αυτή η άπληστη λύση έχει κόστος 13 μονάδων (μπορείτε να το επαληθεύσετε αυτό). Συνεπώς υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες ο άπληστος αλγόριθμος αποτυγχάνει, αλλά ο δυναμικός προγραμματισμός βρίσκει τη σωστή απάντηση. Ένα μειονέκτημα της προσέγγισης, ωστόσο, είναι ότι μπορεί να χρειαστεί πολλούς υπολογισμούς. Αν το Ν είναι ο αριθμός των σταδίων και των πόλεων ανά στάδιο, τότε ο απαιτούμενος αριθμός πράξεων θα είναι Ν3. Η μέθοδος μπορεί να επεκταθεί για να διαχειριστεί διάφορα προβλήματα βελτιστοποίησης συμπεριλαμβανομένων των πολλαπλασιασμών πινάκων και της εύρεσης της καλύτερης οργάνωσης δέντρου ώστε να ελαχιστοποιηθεί το κόστος της αναζήτησης.[5]

Οι αλγόριθμοι δυναμικού προγραμματισμού τείνουν να είναι δύσκολοι στην κατανόηση λόγω της πολυπλοκότητάς τους. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι, στην πράξη, η δημιουργία ενός δυναμικού προγράμματος εξαρτάται από το πρόβλημα. Είναι ένα είδος «καλλιτεχνικής πνευματικής δραστηριότητας, που εξαρτάται εν μέρει από τη συγκεκριμένη δομή, του προβλήματος διαδοχικών αποφάσεων»[16]. Για το λόγο αυτό θα παρουσιάσουμε αυτή την τεχνική με δύο πρόσθετα παραδείγματα: πολλαπλασιασμό πινάκων και το TSP.

Ας υποθέσουμε ότι οι διαστάσεις των πινάκων Α1, Α2, Α3 και Α4 είναι 20
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2, 2
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15, 14
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40, και 40
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4, αντίστοιχα, και ότι θέλουμε να μάθουμε τον καλύτερο τρόπο υπολογισμού του Α1
[image: image248.wmf]´

Α2
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Α3
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Α4 δηλ., θα θέλαμε να υπολογίσουμε αυτό το γινόμενο με τον ελάχιστο δυνατό αριθμό πολλαπλασιασμών. Εδώ υποθέτουμε ότι για να πολλαπλασιάσουμε δύο πίνακες, τον P, που είναι n 
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k, με τον Q, που είναι k x m, θα χρειαστούν nkm πολλαπλασιασμοί. Ο πίνακας R που προκύπτει είναι n
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για κάθε 1 ≤ i ≤n και 1 ≤ j ≤ m.

Λάβετε υπόψη ότι οι διαφορετικές σειρές πολλαπλασιασμών έχουν διαφορετικό κόστος. Για παράδειγμα,

· Το A(B(CD)) χρειάζεται 15*40*4+2*15*4+20*2*4=2680 πολλαπλασιασμούς,

· Το (AB)(CD) χρειάζεται 20*2*15+15*40*4+20*15*4=4200 πολλαπλασιασμούς,

· Το ((AB)C)D χρειάζεται 20*2*15+20*15*40+20*40*4=15800 πολλαπλασιασμούς!

Σε μια προσέγγιση δυναμικού προγραμματισμού δημιουργούμε μια δομή M(i, j), όπου συντηρούμε ένα αρχείο του ελάχιστου αριθμού πολλαπλασιασμών που απαιτούνται, για τον πολλαπλασιασμό πινάκων από i έως Aj (i ≤ j). Είναι σαφές ότι Μ(1, 1) = Μ(2, 2) = Μ(3, 3) = Μ(4, 4) = 0, καθώς δεν χρειάζονται πολλαπλασιασμοί σε αυτές τις περιπτώσεις. Λάβετε υπόψη ότι το πρόβλημα απαιτεί την εύρεση του Μ(1, 4).

Η σύνδεση των λύσεων των μικρότερων προβλημάτων με τη λύση ενός μεγαλύτερου είναι

Μ(i,j)=
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όπου costkij είναι ο αριθμός των πολλαπλασιασμών που χρειάζονται για πολλαπλασιασμό του γινομένου Αi … Aκ με το Ak+1 … AJ. Το θέμα είναι ότι για να πολλαπλασιάσουμε μια σειρά από Ai έως Αj με τον καλύτερο τρόπο, πρέπει να βρούμε το βέλτιστο σημείο διακοπής (breaking point) k, έτσι ώστε ο συνολικός αριθμός πολλαπλασιασμών που απαιτούνται για να υπολογιστεί το γινόμενο Αi … Aκ, που είναι M(i, k), το γινόμενο Ak+1 … AJ, που είναι M(k+1, j) και αυτά τα δύο γινόμενα μαζί (που είναι costkij) να είναι ο ελάχιστος.

Έχοντας στο μυαλό μας τα παραπάνω, μπορούμε να προχωρήσουμε ως εξής. Είναι απλή άσκηση να βρούμε:

Μ(1,2)=600

Μ(2,3)=1200

Μ(3,4)=2400

καθώς δεν υπάρχει περιθώριο για σημείο διακοπής στον πολλαπλασιασμό δύο πινάκων. Κατόπιν,
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Λάβετε υπόψη ότι το M(1, 3) είναι συντομότερο από τις περιπτώσεις

Μ(1,1)+Μ(2,3)+cost113 =0+1200+1600+2800

Μ(1,2)+Μ(3,3)+cost213=600+0+12000=12600.

 Ομοίως, το Μ(2, 4) είναι συντομότερο από τις περιπτώσεις

Μ(2,2)+Μ(3,4)+cost224=0+2400+120=2520

M(2,3)+M(4,4)+cost324=1200+0+320=1520

Τέλος βρίσκουμε

Μ(1,4)=1680

ως τη μικρότερη τιμή μεταξύ των τριών περιπτώσεων

Μ(1,1)+Μ(2,4)+cost114=0+150+160=1680

Μ(1,2)+Μ(3,4)+cost214=600+2400+1200=4200

Μ(1,3)+Μ(4,4)+cost314=2800+0+3200=6000

Συνεπώς, το ελάχιστο δυνατό κόστος όσον αφορά τον αριθμό πολλαπλασιασμών είναι 1680, αλλά χρειάζεται ακόμη να βρούμε την αντίστοιχη σειρά των πολλαπλασιασμών του πίνακα. Για να βρούμε τη βέλτιστη σειρά χρειαζόμαστε μια πρόσθετη δομή δεδομένων, O(i, j), στην οποία θα φυλάσσουμε το δείκτη του βέλτιστου σημείου διακοπής. Με άλλα λόγια, το O(i, j) = k αν και μόνο αν το M(i, j) λαμβάνει την ελάχιστη δυνατή τιμή για  M(i, k) + M(k+1, j) + costkij. Τα ευρετήρια που φυλάσσονται στο O αποκαλύπτουν τη σειρά που αναζητούμε: A1((A2A3)A4).
Ας κλείσουμε αυτή την ενότητα μελετώντας ένα παράδειγμα δυναμικού προγραμματισμού για το TSP. Πρόκειται για εκτενές παράδειγμα, οπότε να είστε προετοιμασμένοι. Για να το κάνουμε ενδιαφέρον θα ασχοληθούμε με ένα TSP πέντε πόλεων. Παρακάτω θα βρείτε τον πίνακα L των αποστάσεων μεταξύ των πόλεων.

L=
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 EMBED Equation.3  [image: image258.wmf]
Το κόστος για να ταξιδέψουμε από την πόλη i στην πόλη j δίνεται στην i-στη σειρά και στην j-στη στήλη του πίνακα L. Για παράδειγμα, η απόσταση μεταξύ των πόλεων 1 και 3 είναι L(1,3)=12. Αυτή η απόσταση είναι διαφορετική από την απόσταση μεταξύ των πόλεων 3 και 1, που είναι L(3,1)=4. Κατά συνέπεια, έχουμε ένα ασσύμετρο TSP. Λάβετε υπόψη ότι το L(i,i)=0 για όλα τα 1 ≤ i ≤ n. Το σχήμα 4.8 παρουσιάζει το πρόβλημα.
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Σχήμα 4.8. Ένα TSP πέντε πόλεων. Για κάθε ζεύγος πόλεων δίνονται δύο αριθμοί που χωρίζονται με κάθετο. Ο πρώτος αριθμός παρουσιάζει την απόσταση από την πόλη με τον χαμηλότερο δείκτη στην πόλη με τον υψηλότερο δείκτη, ενώ ο δεύτερος αριθμός παρουσιάζει την απόσταση στην αντίθετη κατεύθυνση.

Η διαδρομή για το TSP είναι ένας κύκλος που επισκέπτεται κάθε πόλη μία και μόνο φορά, οπότε η πόλη-αφετηρία δεν έχει ιδιαίτερη σημασία. Ας υποθέσουμε ότι ξεκινάμε από την πόλη 1. Τώρα είμαστε έτοιμοι να διαχωρίσουμε το πρόβλημα σε μικρότερα προβλήματα. Το g(i,S) δηλώνει το μήκος της συντομότερης διαδρομής από την πόλη i στην πόλη 1, που περνά μέσα από κάθε πόλη του συνόλου S ακριβώς μία φορά.

 ‘Ετσι, ειδικά το 

g(4,{5,2,3})
παρουσιάζει τη συντομότερη διαδρομή που οδηγεί από την πόλη 4 μέσω των πόλεων 5,2 και 3 (σε μη καθορισμένη σειρά) και κατόπιν επιστρέφει στην πόλη 1. Για να βρούμε το μήκος της συντομότερης πλήρους διαδρομής για το TSP πρέπει να βρούμε


g(1,V-{1})

όπου το V αναπαριστά την ομάδα όλων των πόλεων για το TSP. Με άλλα λόγια, προσπαθούμε να βρούμε τη συντομότερη διαδρομή που ξεκινά από την πόλη 1, επισκέπτεται κάθε πόλη στην ομάδα V – {1} ακριβώς μία φορά, και επιστρέφει στην πόλη 1.

Ο δυναμικός προγραμματισμός προσφέρει μια σύνδεση μεταξύ των λύσεων των μικρότερων προβλημάτων και ενός μεγαλύτερου. Γενικά ισχυριζόμαστε ότι

g(i,S)=
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Με άλλα λόγια για να επιλέξουμε τη συντομότερη διαδρομή που ξεκινά από την πόλη i και επισκέπτεται κάθε πόλη στο S πριν επιστρέψει στην πόλη 1, πρέπει να βρούμε μια πόλη j από την ομάδα S έτσι ώστε το σύνολο L(i,j) και η συνέχειά του, g(j,S-{j}) να ελαχιστοποιούνται. Αν γνωρίζουμε τις λύσεις των μικρότερων προβλημάτων (π.χ. των προβλημάτων που ο πληθάριθμος (cardinality) του S είναι k) μπορούμε να βρούμε τη λύση ενός μεγαλύτερου προβλήματος (δηλ. όπου ο πληθάριθμος του S είναι k+1).

Ας επιστρέψουμε στο παράδειγμα. Το πρόβλημα είναι να βρούμε

g(1,{2,3,4,5})

Λάβετε επίσης υπόψη ότι

g(2,0)=L(2,1)=3

g(3,0)=L(3,1)=4

g(4,0)=L(4,1)=6 και
g(5,0)=L(5,1)=7

εφόσον το σύνολο S είναι κενό και προχωρούμε απευθείας από την πόλη i (i=2,3,4,5) στην πόλη 1. Η επόμενη επανάληψη είναι εξίσου απλή. Χρειάζεται να βρούμε τις λύσεις σε όλα τα προβλήματα όπου η τιμή του S είναι ένα. Κάτι τέτοιο απαιτεί την επίλυση 12 υποπροβλημάτων, εφόσον θα ξεκινήσουμε από τις πόλεις 2,3,4 και 5 και για κάθε μία από αυτές τις πόλεις θα υπολογίσουμε τρία πιθανά μονοσύνολα (singleton sets). Για παράδειγμα, για την πόλη 2 έχουμε:

Σημειώστε ότι το αποτέλεσμα g(2,{3})=14 σημαίνει ότι το μήκος της συντομότερης διαδρομής από την πόλη 2 στην 1, η οποία πριν φτάσει στην 1 διέρχεται από την πόλη 3, είναι 14. Αυτό το αποτέλεσμα είναι προφανές, διότι το S αποτελείται από ένα μόνο στοιχείο και δεν υπάρχει χώρος για επιλογές. Παρόμοια για την πόλη 3 έχουμε: 

g(3,
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2

)=L(3,2)+g(2,0)=8+3=11

g(3,
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}

4

)=L(3,4)+g(4,0)=9+6=15

g(3,
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}

5

)=L(3,5)+g(5,0)=12+7=19
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για την πόλη 4:

g(4,
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2

)=L(4,2)+g(2,0)=6+3=9

g(4,
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3

)=L(4,3)+g(3,0)=9+4=13

g(4,
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5

)=L(4,5)+g(5,0)=10+7=17

και για την πόλη 5:

g(5,
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2

)=L(5,2)+g(2,0)=7+3=10

g(5,
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3

)=L(5,3)+g(3,0)=11+4=15

g(5,
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4

)=L(5,4)+g(4,0)=10+6=16

Τώρα είμαστε έτοιμοι για την επόμενη επανάληψη του δυναμικού προγράμματος όπου η τιμή του S είναι δύο. Σε αυτή την επανάληψη πρέπει να λύσουμε 12 υποπροβλήματα, εφόσον κάθε μία από τις τέσσερις πόλεις μπορεί να συνδιαστεί με οποιεσδήποτε άλλες δύο πόλεις (από τις τρεις). Επομένως, για την πόλη 2 έχουμε:

g(2,{3,4})=min{L(2,3)+g(3,{4}) , L(2,4)+g(4,{3})}= 

=min{10+15,7,13} = min{25,20}=20

g(2,{3,5})=min{L(2,3)+g(3,{5}) , L(2,5)+g(5,{3})}=

=min{10+19,13+15} =min{29,28} =28

g(2,{4,5})=min{L(2,4)+g(4,{5}) , L(2,5)+g(5,{4})}=

=min{7+17,13+16}= min{24,29}=24

Το αποτέλεσμα g(2,{3,4})=20 σημαίνει ότι το μήκος της συντομότερης διαδρομής από την πόλη 2 στην πόλη 1, η οποία πριν φθάσει στην 1 διέρχεται από τις πόλεις 3 και 4 (με κάποια σειρά), είναι 20. Αυτή τη φορά πρέπει να υπολογίσουμε δύο πιθανότητες (να πάμε πρώτα στην πόλη 3 ή πρώτα στην πόλη 4) και να επιλέξουμε την καλύτερη εναλλακτική. Ομοίως για την πόλη 3:

g(3,{2,5})=min{L(3,2)+g(2,{5}) , L(3,5)+g(5,{2})}=

=min{8+20, 12+10}=min {28,22}=22

g(3,{2,4 })=min{L(3,2)+g(2,{4 }) , L(3,4)+g(4,{2})}=

=min{8+13, 9+9}=min {21,18 }=18

g(3,{4,5})=min{L(3,4)+g(4,{5}) , L(3,5)+g(5,{4 })}=

=min{9+17,12+16}=min {26,28}=26

Για την πόλη 4:

g(4,{2,3 })=min{L(4,2)+g(2,{3 }) , L(4,3)+g(3,{4})}=

=min{6+14,9+15}=min{20,24}=20

g(4,{2,5 })=min{L(4,2)+g(2,{5 }) , L(4,5)+g(5,{2})}=

=min{6+20,10+10}=min{26,20}=20

g(4,{3,5 })=min{L(4,3)+g(3,{5 }) , L(4,5)+g(5,{3 })}=

=min{9+19,10+15}=min{28,25}=25

Και για την πόλη 5:

g(5,{2,3 })=min{L(5,2)+g(2,{3 }) , L(5,3)+g(3,{2 })}=

=min{7+14,11+11 }=min{21,22}=21

g(5,{2,4 })=min{L(5,2)+g(2,{4 }) , L(5,4)+g(4,{2 })}=

=min{7+13,10+19 }=min{20,29}=20

g(5,{3,4 })=min{L(5,3)+g(3,{4 }) , L(5,4)+g(4,{3 })}=

=min{11+15,10+13 }=min{26,23}=23

Τώρα είμαστε έτοιμοι για το επόμενο βήμα, όπου η τιμή της ομάδας S είναι τρία. Εδώ έχουμε μόνο τέσσερα υποπροβλήματα, ένα για κάθε πόλη. Συνεπώς, για την πόλη 2 πρέπει να επιλέξουμε τη συντομότερη διαδρομή μεταξύ τριών διαδρομών:

g(2,{3,4,5})= min{L(2,3)+g(3,{4,5}) ,L(2,4)+g(4,{3,5}) ,L(2,5)+g(5,{3,4})}=

=min{10+26,7+25,13+23}=min{36,32,34}=32

Το αποτέλεσμα g(2{3,4,5})=32 σημαίνει ότι το μήκος της συντομότερης διαδρομής από την πόλη 2 στην 1, η οποία πριν φθάσει στην 1 περνά από τις πόλεις 3,4 και 5 (με κάποια σειρά) είναι 323. Τώρα πρέπει να σκεφθούμε τρεις πιθανότητες, να πάμε πρώτα στην πόλη 3, 4, ή 5 και να επιλέξουμε την καλύτερη. Ομοίως, για τις πόλεις 3,4 και 5 έχουμε:

g(3,{2,4,5})= min{L(3,2)+g(2,{4,5}) ,L(3,4)+g(4,{2,5}) ,L(3,5)+g(5,{2,4})}=

=min{8+24,9+20,12+20}=min{32,29,32}=29

g(4,{2,3,5})= min{L(4,2)+g(2,{3,5}) ,L(4,3)+g(3,{2,5}) ,L(4,5)+g(5,{2,3})}=

=min{6+28,9+22,10+21}=min{34,31,31}=31

g(5,{2,3,4})= min{L(5,2)+g(2,{3,4}) ,L(5,3)+g(3,{2,4}) ,L(5,4)+g(4,{2,3})}=

=min{7+20,11+18,10+20}=min{27,29,30}=27

Τώρα πρέπει να κάνουμε την τελευταία επανάληψη κατά την οποία ξεκινάμε από την πόλη 1 και κλείνουμε τον κύκλο. Έτσι επιστρέφουμε στο αρχικό πρόβλημα:

g(1,{2,3,4,5})=?

Ξεκινώντας από την πόλη 1 έχουμε τέσσερις δυνατότητες. Να πάμε πρώτα στην πόλη 2 ή στην πόλη 3 ή στην πόλη 4 ή στην πόλη 5. Τα υπόλοιπα υποπροβλήματα (π.χ. το μικρότερο μήκος για κάθε συνέχεια κάθε πιθανού ξεκινήματος) είναι ήδη γνωστά, οπότε είναι εύκολο να λάβουμε την τελική μας απόφαση.

g(1,{2,3,4,5})=min{L(1,2)+g(2,{3,4,5},L(1,3)+g(3,{2,4,5}),L(1,4)+g(4,{2,3,5}),L(1,5)+g(5,{2,3,4})}= 

=min{7+32,12+29,8+31,11+27}=min{39,41,39,38}=38

Συνεπώς, η συντομότερη διαδρομή έχει μήκος 38.

Ποιά είναι αυτή η διαδρομή; Όπως και στο πρόβλημα πολλαπλασιασμού πινάκων, βρήκαμε τη βέλτιστη τιμή της συνάρτησης αξιολόγησης αλλά πρέπει να βρούμε και ποιά διαδρομή μας έδωσε αυτό το αποτέλεσμα. Ξανά, αυτό είναι εύκολο αν παρακολουθούμε τους υπολογισμούς μας. Χρειαζόμαστε μια πρόσθετη δομή δεδομένων, W, που προσφέρει πληροφορίες σχετικά με την επόμενη πόλη που πρέπει να επιλεγεί ώστε να ελαχιστοποιηθεί η διαδρομή. Έτσι, για παράδειγμα

W(5,{2,3,4})=2

εφόσον η συντομότερη διαδρομή από την πόλη 5 στην πόλη 1, η οποία πρέπει να περάσει από τις πόλεις 2, 3 και 4 πριν φθάσει στην 1, πρέπει πρώτα να περάσει από την πόλη 2. Ομοίως,

W(1,{2,3,4,5})=5

Συνεπώς, η γενική λύση για αυτό το TSP δίνεται από τη διαδρομή


1-5-2-4-3-1

Και το μήκος αυτής της διαδρομής είναι, φυσικά,


11+7+7+9+4

Μήπως η πιθανότητα χρήσης του δυναμικού προγραμματισμού για την επίλυση ενός TSP 50 πόλεων σας φοβίζει;

4.4 Διακλάδωση και Οριοθέτηση (Branch and Bound)

Είδαμε ότι το μέγεθος των προβλημάτων του πραγματικού κόσμου μπορεί να αυξηθεί σημαντικά, καθώς αυξάνεται ο αριθμός των μεταβλητών του προβλήματος. Θυμηθείτε ότι υπάρχουν (n – 1)!/2 διαφορετικές λύσεις για το συμμετρικό TSP. Η εξαντλητική αναζήτηση δεν μπορεί να εφαρμοστεί για n > 20, επομένως, θα ήταν σκόπιμο να χρησιμοποιήσουμε ένα ευρετικό που να διαγράφει τα τμήματα του χώρου αναζήτησης, στα οποία γνωρίζουμε ότι δεν θα βρούμε μία βέλτιστη λύση. 

Η μέθοδος διακλάδωσης και οριοθέτησης (branch and bound) αποτελεί μία τέτοια ευρετική μέθοδο που στηρίζεται στην ιδέα της διαδοχικής διαίρεσης του χώρου αναζήτησης. Αρχικά, χρειαζόμαστε κάποιο «μέσο» για την εύρεση ενός κάτω ορίου κόστους για οποιαδήποτε συγκεκριμένη λύση (ή ένα ανώτερο όριο ανάλογα με το εάν ελαχιστοποιούμε ή μεγιστοποιούμε). Η βασική ιδέα είναι ότι εάν έχουμε μία λύση με ένα κόστος, πχ.c μονάδων, και ξέρουμε ότι η επόμενη λύση που θα δοκιμάσουμε έχει ένα κάτω όριο που είναι μεγαλύτερο από c, και εφόσον ελαχιστοποιούμε, δεν χρειάζεται να υπολογίσουμε πόσο λανθασμένη είναι η λύση. Την παραβλέπουμε και συνεχίζουμε στην επόμενη πιθανή λύση. 

Θα ήταν χρήσιμο να φανταστούμε τον χώρο αναζήτησης ως μία δομή δέντρου. Η ευρετική μέθοδος διακλάδωσης και οριοθέτησης «αποβάλλει» τα κλαδιά που δεν παρουσιάζουν ενδιαφέρον. Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα συμμετρικό TSP πέντε πόλεων. Ολόκληρος ο χώρος αναζήτησης S μπορεί να διαιρεθεί ανάλογα με το εάν η ακμή (1 2) ανήκει σε μία διαδρομή ή όχι. Ομοίως, ο χώρος μπορεί να διαιρεθεί περαιτέρω, ανάλογα με το εάν η ακμή (2 3) συμπεριλαμβάνεται ή όχι, και τα λοιπά. Το σχήμα 4.9 απεικονίζει ένα δέντρο που εκφράζει αυτή την αρχή. Τα κλαδιά του δέντρου αντιπροσωπεύουν (5-1)!/2 = 12 πιθανές διαδρομές. 

[image: image272.png]



Σχ. 4.9. Μία διαίρεση του χώρου αναζήτησης S του TSP πέντε πόλεων ανάλογα με το εάν μία δεδομένη ακμή (i j) ανήκει ή όχι στην διαδρομή. Στην τελευταία περίπτωση, μία οριζόντια γραμμή εμφανίζεται πάνω στην ακμή. Οι ακμές επιλέχθηκαν με τυχαία σειρά. Δίνονται επίσης οι διαδρομές που συνεπάγονται.

Ας υποθέσουμε ότι το κόστος του ταξιδιού μεταξύ των πόλεων περιγράφεται από τον ακόλουθο πίνακα κόστους:
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όπου κάθε καταχώρηση είναι το κόστος ταξιδιού από μία πόλη στην iστη σειρά σε μία πόλη στην jστη στήλη. Τα μηδέν που βρίσκονται διαγώνια δείχνουν ότι δεν μπορούμε να ταξιδέψουμε από μία πόλη στην ίδια πόλη. 

Εάν οργανώσουμε τον χώρο αναζήτησης σε δομή δέντρου, θα χρειαστούμε ένα ευρετικό για να υπολογίσουμε ένα κάτω όριο κόστους για κάθε τελική λύση ή ακόμα και κάθε κόμβο. Εάν αυτό το κάτω όριο είναι μεγαλύτερο από το κόστος της βέλτιστης λύσης που έχουμε βρει έως τώρα, μπορούμε να απορρίψουμε την νέα λύση και να συνεχίσουμε την αναζήτηση, χωρίς να χρειάζεται να υπολογίσουμε με ακρίβεια το κόστος. 

Θα εξετάσουμε τώρα έναν απλό αλλά ίσως όχι τόσο αποτελεσματικό τρόπο υπολογισμού του κατώτερου ορίου μίας διαδρομής. Ας υποθέσουμε ότι έχουμε ανακαλύψει μία πλήρη λύση στο TSP. Κάθε διαδρομή περιλαμβάνει δύο γειτονικές ακμές για κάθε πόλη: η μία ακμή σας οδηγεί στην πόλη, η άλλη ακμή σας οδηγεί στην επόμενη πόλη. Συνεπώς, εάν επιλέξουμε τις δύο μικρότερες ακμές που συνδέονται με κάθε πόλη και υπολογίσουμε το σύνολο των μηκών αυτών των ακμών διαιρεμένο με δύο, θα βρούμε ένα κάτω όριο. Πράγματι, αυτός ίσως να είναι ο καλύτερος τρόπος, αφού ο κανόνας αυτός επιλέγει τις βέλτιστες ακμές για κάθε πόλη. Σύμφωνα με τον παραπάνω πίνακα, το κάτω όριο για όλες τις πιθανές διαδρομές είναι:

[(7+8)+(7+7)+(9+10)+(7+8)+(10+11)]/2=84/2=42

Ας σημειωθεί ότι οι 7 και 8 στην πρώτη παρένθεση αντιστοιχούν στα μήκη των δύο μικρότερων ακμών που συνδέονται με την πόλη 1, ενώ οι καταχωρήσεις 7 και 7 στην δεύτερη παρένθεση αντιστοιχούν στις δύο μικρότερες ακμές που συνδέονται με την πόλη 2, κλπ.

Εφόσον καθορίσουμε μερικές ακμές για μία διαδρομή, μπορούμε να συμπεριλάβουμε αυτή την πληροφορία και να υπολογίσουμε ένα κάτω όριο για αυτή την μερική λύση. Για παράδειγμα, εάν γνωρίζουμε ότι η ακμή (2 3) συμπεριλαμβάνεται, ενώ η ακμή (1 2) όχι, τότε το κάτω όριο για αυτή την μερική λύση θα είναι:

[(8+11)+(7+10)+(9+10)+(7+8)+(10+11)]/2=91/2=45.5

Μπορούμε να βελτιώσουμε το κάτω όριο συμπεριλαμβάνοντας τις συνεπαγόμενες ακμές ή αποκλείοντας τις υπόλοιπες που δεν μπορούν να συμβούν. Εάν οι ακμές (1 2) και (2 4) συμπεριλαμβάνονταν σε μία διαδρομή, τότε, με βάση όσα ορίσαμε παραπάνω, το κάτω όριο θα καθοριζόταν σε 42. Εάν όμως, εξετάσουμε πιο προσεχτικά το πρόβλημα, θα δούμε ότι μπορούμε να αποκλείσουμε την ακμή (1 4), ώστε να έχουμε ένα καλύτερο όριο:


[(7+11)+(7+7)+(9+10)+(7+9)+(10+11)]/2=88/2=44

Όσο χαμηλότερο είναι το όριο, τόσο γρηγορότερος θα είναι ο αλγόριθμος αναζήτησης μέσω δέντρου, γιατί θα αποκλείει περισσότερες λύσεις. Από την άλλη μεριά, υπάρχει ένα κόστος στον υπολογισμό αυτών των κάτω ορίων. Για να είναι χρήσιμη η μέθοδος, το κόστος υπολογισμού των ορίων θα πρέπει να αντισταθμιστεί με τον χρόνο που εξοικονομείται στο «κλάδεμα» του δέντρου. Άρα, στην ουσία, θέλουμε τα κάτω όρια να είναι όσο το δυνατό πιο «στενά».

Υπάρχουν πολλές πιθανότητες για την βελτίωση του κάτω ορίου στο TSP (κάποιες περιγράφονται αναλυτικά στο [17]). Εμείς εδώ θα ασχοληθούμε με την αριθμητική βελτιστοποίηση και θα μελετήσουμε τον τρόπο με τον οποίο εφαρμόζεται η μέθοδος διακλάδωσης και οριοθέτησης.

Έστω ότι στόχος μας είναι η:

ελαχιστοποίηση του f(x) όπου x 
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D 
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Rn.
 Με άλλα λόγια, αναζητούμε x* = {x 
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 D |f(x) = f *}, όπου 

 f * = inf x
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D  f(x). Xρησιμοποιώντας τον ίδιο συμβολισμό όπως στο [18],

· Di είναι ένα n-διάστατο πλαίσιο (box) στο Rn, δηλαδή Di  ορίζεται από li και ui, και x 
[image: image278.wmf]Î

Di iff lik ≤ xk ≤ uik για κάθε 1 ≤ k ≤ n.
· C, ονομάζεται το υποψήφιο σύνολο και είναι ένα σύνολο πλαισίων Di,             i = 1,…p Για κάθε πλαίσιο Di, έχουμε ένα κάτω όριο των τιμών της συνάρτησης f στο πλαίσιο, δηλαδή, ένα κάτω όριο για την f στο Di.
· fbound εκφράζει το τρέχον άνω όριο της f * που βρήκε ο αλγόριθμος. Αυτή η τιμή αποκτάται, για παράδειγμα, με βάση την κατώτατη τιμή της συνάρτησης που υπολογίστηκε έως τώρα. 

Η βασική ιδέα είναι ότι με αρχικά C = {D}, η μέθοδος διακλάδωσης και οριοθέτησης θα μειώσει το σύνολο C, έτσι ώστε να συγκλίνει στο σύνολο των ολικών (global) minimizers x*. Ας σημειωθεί, ωστόσο, ότι το θέμα της σύγκλισης δεν είναι ξεκάθαρο στην περίπτωση αυτή. Η διαδικασία εξαρτάται από τον μηχανισμό επιλογής πλαισίων. Εάν πάντα επιλέγεται το πλαίσιο με το μικρότερο κάτω όριο, τότε ο αλγόριθμος μπορεί να μην συγκλίνει ποτέ. Από την άλλη πλευρά, εάν πάντα επιλέγεται το μεγαλύτερο πλαίσιο – σύμφωνα με κάποιο μέτρο μεγέθους, όπως το συνολικό μήκος όλων των διαστάσεων του πλαισίου – ο αλγόριθμος θα συγκλίνει, αλλά ο χρόνος εκτέλεσης θα είναι μάλλον απαγορευτικός. Επίσης, ο όρος «σύγκλιση» εξαρτάται από την τοπολογία, καθώς μία ακολουθία πλαισίων μπορεί απλά να προσεγγίσει μία καμπύλη.

Το σχήμα 4.10 περιγράφει την δομή του αλγορίθμου διακλάδωσης και οριοθέτησης. 

procedure branch and bound

begin

αρχικοποίησε το C

αρχικοποίησε το fbound

while (συνθήκη μη-τερματισμού) do


αφαίρεσε καλύτερο πλαίσιο C→Di


μείωσε ή υποδιαίρεσε Di→ D’i


ενημέρωσε το fbound


C ←C
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D’i


for all Di
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 C do 

if (κάτω όριο της f(Di))> fbound then αφαίρεσε το Di από το C
end
Σχ. 4.10. Αλγόριθμος διακλάδωσης και οριοθέτησης

Σε κάθε επανάληψη, το C διατηρεί ένα σύνολο ενεργών πλαισίων Di. Ανά πάσα στιγμή το σύνολο των ολικών ελαχίστων x* συμπεριλαμβάνεται στην ένωση αυτών των πλαισίων:

x* 
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 
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Di 
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 D.
‘Ενα μοναδικό πλαίσιο Di επιλέγεται και αφαιρείται από το υποψήφιο σύνολο C σε κάθε επανάληψη. Υπάρχουν πολλές μέθοδοι για την επιλογή του πλαισίου προς αφαίρεση. Ωστόσο, μία κοινή μέθοδος είναι να επιλέξουμε το πλαίσιο με το μικρότερο κάτω όριο. Στην συνέχεια, προσπαθόυμε να μειώσουμε το μέγεθος του Di ή να το διαγράψουμε. Αυτό μπορούμε να το επιτύχουμε, εάν ελέγξουμε την μονοτονικότητα της συνάρτησης αξιολόγησης f στο Di  (δηλαδή, οι μερικές παράγωγοι της να είναι πάντα θετικές ή αρνητικές. Εάν αυτό ισχύει για μία διάσταση i, τότε το πλαίσιο περιορίζεται σε ένα μόνο σημείο κατά μήκος αυτής της διάστασης στο όριο αυτού του πλαισίου
.

Εάν είναι αδύνατη η μείωση του Di , τότε αυτό αντικαθίσταται από δύο ή περισσότερα πλαίσια. Σε κάθε περίπτωση, το υποψήφιο σύνολο C εκτείνεται κατά D'i, που εκφράζει είτε το μειωμένο πλαίσιο Di  ή μία υποδιαίρεση του Di. Φυσικά, τα νέα κάτω όρια λαμβάνονται πριν την προσθήκη του D'i  στο C. Eπίσης, εάν ένα κάτω όριο ενός πλαισίου είναι μεγαλύτερο από fbound , το πλαίσιο μπορεί να διαγραφεί από το υποψήφιο σύνολο.

Υπάρχουν πολλές παραλλαγές αυτού του γενικού αλγόριθμου διακλάδωσης και οριοθέτησης. Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μία αριθμητική έκδοση διαστήματος αυτής της προσέγγισης, όπου όλοι οι υπολογισμοί εκτελούνται σε διαστήματα και όχι σε πραγματικούς αριθμούς, ή μία στοχαστική έκδοση, όπου οι τιμές του f υπολογίζονται με βάση έναν αριθμό τυχαίων σημείων. Για περισσότερες λεπτομέρειες, δείτε στο.[18]. Για γενικές πληροφορίες σχετικά με τις μεθόδους διαστήματος για ολική βελτιστοποίηση, δείτε [19]. 

4.5 Αλγόριθμος Α*
Είδαμε ότι το να χρησιμοποιούμε την βέλτιστη διαθέσιμη κίνηση, σε οποιαδήποτε δεδομένη στιγμή, μπορεί να προκαλέσει πρόβλημα. Οι άπληστοι αλγόριθμοι δεν έχουν πάντα καλή απόδοση. Το πρόβλημα είναι ότι η λύση που προσωρινά μπορεί να κρίνεται καλύτερη, αργότερα μπορεί να μην είναι. Εάν όμως είχαμε μία συνάρτηση αξιολόγησης επαρκώς «ενημερωτική» ώστε να αποφεύγουμε τέτοιες παγίδες, θα μπορούσαμε να εκμεταλλευτούμε τέτοιες άπληστες μεθόδους. Αυτή η απλή ιδέα οδηγεί στην έννοια της λεγόμενης αναζήτησης πρώτα-στο-καλύτερο (best-first search), και της επέκτασής της, τον αλγόριθμο Α*.

‘Όταν οργανώνουμε τον χώρο αναζήτησης σε δέντρο, που αποτελεί ειδική περίπτωση ενός κατευθυνόμενου γραφήματος με την οποία θα ασχοληθούμε σύντομα, έχουμε την επιλογή του τρόπου αναζήτησης σε αυτό το δέντρο. Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την αναζήτηση πρώτα-κατά-βάθος (depth-first search) και να συνεχίσουμε καθοδικά στο δέντρο σε κάποιο ορισμένο επίπεδο πριν καταλήξουμε σε οποιαδήποτε αξιολόγηση, και, κατόπιν, να ακολουθήσουμε αντίστροφη διαδρομή στο δέντρο. Μπορούμε, επίσης, να τοποθετήσουμε τους διαθέσιμους κόμβους σύμφωνα με ένα ευρετικό, που να ανταποκρίνεται στις προσδοκίες μας σχετικά με τις λύσεις που θα βρούμε, όταν φθάσουμε στο βαθύτερο επίπεδο της αναζήτησης. Θα αναζητήσουμε πρώτα τους κόμβους που παρέχουν την βέλτιστη ευκαιρία ανεύρεσης κάποιας καλής λύσης. Μία δομή του αλγορίθμου αναζήτησης πρώτα στο καλύτερο περιγράφεται στο σχήμα 4.11

procedure best-first(v)

begin

επισκέψου το v

for κάθε διαθέσιμο w do

όρισε μια ευρετική τιμή για το w

q←τον καλύτερο διαθέσιμο κόμβο



best-first(q)

end
Σχ. 4.11. Αναζήτηση πρώτα-στο-καλύτερο (Best-first search)

To σημείο-κλειδί κρύβεται στην έννοια διαθέσιμοι κόμβοι. Ο αλγόριθμος διατηρεί δύο λίστες κόμβων: ανοικτές και κλειστές. Η πρώτη υποδεικνύει όλους τους διαθέσιμους κόμβους, ενώ η τελευταία υποδεικνύει όλους τους ήδη επεξεργασμένους κόμβους. Όταν η διαδικασία αναζήτησης πρώτα-στο-καλύτερο ξεκινήσει από έναν συγκεκριμένο κόμβο, που βρίσκεται στην κλειστή λίστα, όλοι οι κόμβοι-παιδιά του μεταφέρονται στην ανοικτή λίστα (δηλαδή, καθίστανται διαθέσιμοι). Στη συνέχεια αξιολογούνται από ένα ευρετικό και επιλέγεται ο βέλτιστος κόμβος για περαιτέρω επεξεργασία. 

Εάν ο χώρος αναζήτησης είναι ένα γενικό κατευθυνόμενο γράφημα, ένα από τα παιδιά ενός κόμβου μπορεί να υπάρχει ήδη στις ανοικτές ή κλειστές λίστες. Εάν συμβαίνει αυτό, θα πρέπει να επαναξιολογήσετε αυτόν τον κόμβο, και ίσως χρειαστεί να τον μετακινήσετε από την κλειστή λίστα στην ανοικτή λίστα. Ωστόσο, δεν θα ασχοληθούμε εδώ με αυτήν την πιθανότητα, αλλά θα επικεντρωθούμε αποκλειστικά στους χώρους αναζήτησης που είναι οργανωμένοι σε δέντρο. Για παράδειγμα, το σχήμα 4.12 απεικονίζει το δέντρο για το TSP στο σχήμα 4.8.
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Σχ. 4.12.  Ενας χώρος αναζήτησης για το TSP με πέντε πόλεις. Ο αριθμός που δίνεται δίπλα σε ορισμένες ακμές εκφράζει το κόστος αυτής της μερικής λύσης, συμπεριλαμβανομένου του κόμβου στο τέλος αυτής της ακμής, που αργότερα ορίζεται ως μία τιμή c για αυτόν τον κόμβο. Ας σημειωθεί ότι το κόστος της τελικής λύσης απαιτεί την προσθήκη της τελικής ακμής για το κλείσιμο του κύκλου. 

Οι βασικές διαφορές μεταξύ της αναζήτησης πρώτα-κατά-βάθος (depth-first search), της αναζήτησης πρώτα-κατά-πλάτος (breadth-first search) και της αναζήτησης πρώτα-στο-καλύτερο (best-first search) είναι 

· H αναζήτηση πρώτα-στο-καλύτερο εξερευνά τον πιο υποσχόμενο επόμενο κόμβο, η αναζήτηση πρώτα-κατά-βάθος εμβαθύνει όσο το δυνατό περισσότερο κατά ένα αυθαίρετο σχήμα, ενώ η αναζήτηση πρώτα-κατά-πλάτος εξερευνάει όλους τους κόμβους σε ένα επίπεδο πριν την μετακίνηση στο επόμενο. 

· Η αναζήτηση πρώτα-στο-καλύτερο χρησιμοποιεί ένα ευρετικό που παρέχει μία αξία (merit) για κάθε κόμβο, ενώ στις αναζητήσεις πρώτα κατά βάθος και πρώτα κατά πλάτος αυτό δεν συμβαίνει.

Η απόδοση του αλγορίθμου πρώτα-στο-καλύτερο έχει στενή σχέση με την ποιότητα του ευρετικού, για αυτό ο καθορισμός των κατάλληλων ευρετικών απαιτεί μεγάλη προσοχή. Στην διαδικασία αξιολόγησης μίας μερικώς δομημένης λύσης, q, θα πρέπει να λαμβάνουμε υπόψη δύο συνιστώσες:

· Την αξία (merit) των αποφάσεων που έχουν ήδη ληφθεί , c(q)
· Την εγγενή ποιότητα των αποφάσεων που υπολείπονται, h(q)
Άρα, η συνάρτηση αξιολόγησης eval για μία μερική λύση q είναι 

eval(q) = c(q) + h(q).

Mερικές φορές η διατύπωση του προβλήματος παρέχει ένα ακριβές μέτρο για το c. Είναι σχετικά εύκολο να αξιολογήσουμε την αξία των αποφάσεων που έχουν ήδη ληφθεί σε ένα TSP. Μία μερική διαδρομή 

q = 1 – 3 – 5

μπορεί να αξιολογηθεί ως

c(q) = dist(1,3) + dist(3,5).

Eίναι δυσκολότερο να εκτιμήσουμε την πιθανή ποιότητα των υπόλοιπων αποφάσεων. Για αυτό χρειαζόμαστε ένα καλό ευρετικό h. Πώς όμως μπορούμε να κρίνουμε την ποιότητα ενός συγκεκριμένου ευρετικού;

Ένα κριτήριο για την αξιολόγηση ενός ευρετικού h βασίζεται στην λεγόμενη αποδεκτικότητα (admissibility). Ένας αλγόριθμος είναι αποδεκτός (admissible), εάν τελειώνει πάντα στην βέλτιστη λύση. Θέλουμε να επιλέξουμε h, έτσι ώστε να εξασφαλίζουμε την αποδεκτικότητα. Ας υποθέσουμε ότι είχαμε μια μαντεψιά που θα παρείχε το πραγματικό κόστος h* για την διαδρομή που υπολείπεται από τον κόμβο q ως τον στόχο. Η ιδανική συνάρτηση αξιολόγησης eval* θα ήταν

eval*(q) = c(q) + h*(q),

η οποία επιστρέφει το πραγματικό κόστος της βέλτιστης λύσης έχοντας φθάσει στον κόμβο q. Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι ο αλγόριθμος best-first που χρησιμοποιεί την eval* είναι αποδεκτός, αλλά δεν έχουμε μία eval* στην διάθεσή μας, αφού είναι συνήθως αδύνατο να βρούμε μια μαντεψιά h* - παντογνώστη. Συνεπώς, θα πρέπει να υπολογίσουμε το h*. Μπορούμε να το αντικαταστήσουμε από κάποιο υπολογισμένο h του ελάχιστου κόστους της υπόλοιπης διαδρομής ως τον στόχο. Εάν το h έχει ένα άνω φράγμα,
 δηλαδή, δεν είναι ποτέ μεγαλύτερο από το πραγματικό κόστος της βέλτιστης  εναπομένουσας διαδρομής,

h(q) ≤ h*, για κάθε κόμβο q,

τότε ο τελικός αλγόριθμος best-first είναι πάντα αποδεκτός, και αυτή η ειδική περίπτωση ονομάζεται αλγόριθμος A*. Η αιτία που ο αλγόριθμος A* εξασφαλίζει την ολική λύση βρίσκεται στην παραπάνω ανισότητα. Εφόσον το h αποδίδει μικρότερη τιμή στο υπόλοιπο κόστος της λύσης, είναι αδύνατο να χάσουμε την βέλτιστη διαδρομή!

Μπορούμε να έχουμε αρκετά ευρετικά hi για τον υπολογισμό του υπόλοιπου κόστους ως στον στόχο. Εάν έχουμε δύο ευρετικά,

h1(q) ≤ h*(q) και h2(q) ≤ h*(q),

έτσι ώστε h1(q) ≤ h2(q) για κάθε κόμβο q, η ευρετική h2 είναι καλύτερη, πιο ενημερωτική (informative), γιατί παρέχει ένα στενότερο όριο.

Έχει ενδιαφέρον να δείξουμε κάποιες σχέσεις μεταξύ των διαφόρων τεχνικών αναζήτησης που μελετήσαμε νωρίτερα. Για παράδειγμα, μία αναζήτηση πρώτα-στο-καλύτερο με την συνάρτηση αξιολόγησης:

eval(q) = c(q) + h(q)

για μία μερική λύση q μπορεί να θεωρηθεί ως αναζήτηση πρώτα-κατά-πλάτος, εάν

h(q) = 0 για κάθε q, και

c(q') = c(q) + 1, όπου q' είναι ο διάδοχος του q,

ενώ μπορεί να θεωρηθεί ως αναζήτηση πρώτα-κατά-βάθος, εάν

h(q) = 0 για κάθε q, και

c(q') = c(q) – 1, όπου q' είναι ένας διάδοχος του q.

Επίσης, όταν

h(q) = 0 για κάθε q, και c(q) = το πραγματικό κόστος της διαδρομής από την εκκίνηση στον κόμβο q,

έχουμε μία μέθοδο διακλάδωσης και οριοθέτησης!

Έχουμε περιοριστεί, βέβαια, στην περίπτωση όπου ο χώρος αναζήτησης είναι οργανωμένος σε δομή δέντρου. Ωστόσο, μπορείτε να γενικεύσετε τους παραπάνω αλγορίθμους για την διαχείριση αυθαίρετων γραφημάτων [20]. Για να το επιτύχετε αυτό, θα πρέπει να λάβετε υπόψη την περίπτωση να επισκεφθείτε ξανά ένα δεδομένο κόμβο, και άν το κόστος μίας πρόσφατα ανακαλυφθείσας διαδρομής είναι καλύτερο από το κόστος της βέλτιστης γνωστής διαδρομής, πιθανώς να χρειαστεί να ενημερώσετε εκ νέου την τιμή αξιολόγησής του.

4.6 Περίληψη

Στην Εισαγωγή υποστηρίξαμε ότι οι παραδοσιακές μέθοδοι επίλυσης προβλημάτων δεν είναι απόλυτα ικανοποιητικές. Το αρκετά μεγάλο μέγεθος των κεφαλαίων 3 και 4 δεν υποδηλώνει τόσο την αξία, όσο την αδυναμία των μεθόδων αυτών. Η καθεμία από αυτές είναι σχεδιασμένη για έναν συγκεκριμένο τύπο προβλήματος και αντιμετωπίζει αποτελεσματικά το συγκεκριμένο μόνο πρόβλημα. Εάν το αλλάξετε, τότε οι παραδοσιακές μέθοδοι δεν θα μπορούν να εφαρμοστούν.

Εάν αντιμετωπίζετε ένα πρόβλημα που επιβάλλει μία τετραγωνική συνάρτηση αξιολόγησης, θα πρέπει να χρησιμοποιήσετε την μέθοδο Newton-Gauss. Εάν η περίπτωσή σας αφορά σε μία γραμμική συνάρτηση αξιολόγησης με περιορισμούς γραμμικής ισότητας ή ανισότητας, τότε η μέθοδος απλόκου θα αποδώσει την βέλτιστη λύση. Θα πρέπει να γνωρίζετε πότε η καθεμία από τις μεθόδους στα κεφάλαια 3 και 4 θα αποδίδει την ολική βέλτιστη λύση στο πρόβλημά σας και πότε όχι. 

Είναι σημαντικό, ωστόσο, να γνωρίζετε ότι εκτός από την εκμάθηση ενός συνόλου ξεχωριστών μεθόδων, υπάρχουν δύο βασικές προσεγγίσεις στην επίλυση προβλημάτων. Μπορείτε να βασίζεστε είτε σε πλήρεις είτε σε μερικές λύσεις. Οι πρώτες διαθέτουν το πλεονέκτημα ότι έχετε πάντα έτοιμη κάποια απάντηση να εφαρμόσετε, ακόμα και αν δεν έχετε χρόνο ή εάν ο αλγόριθμός σας συγκλίνει σε κάτι λιγότερο από το βέλτιστο. Οι μερικές λύσεις, από την άλλη, εκμεταλλεύονται την δομή που ενυπάρχει σε ορισμένα προβλήματα. Μπορείτε να αποκτήσετε μία απίστευτη ταχύτητα στην ανεύρεση μίας απάντησης σε ένα φαινομενικά σύνθετο πρόβλημα, εάν το αναλύσετε σε απλούστερα υπο-προβλήματα. Μπορείτε, ακόμα, να οργανώσετε τον χώρο αναζήτησής σε μορφή δέντρου και στη συνέχεια να χρησιμοποιήστε έναν αλγόριθμο A* για να βρείτε την βέλτιστη λύση στο συντομότερο χρονικό διάστημα.

Ακόμα όμως και σε αυτή την περίπτωση, πρέπει να γνωρίζετε ότι εάν αναλύσετε ένα πρόβλημα, μπορεί να διαπιστώσετε ότι η ανεύρεση απαντήσεων στα μικρότερα προβλήματα ίσως να μην οδηγεί σε μία ολική λύση. Δοκιμάστε να αναλύσετε ένα TSP 100 πόλεων σε μικρότερα TSP 25 πόλεων, καθένα από τα οποία μπορεί εύκολα να επιλυθεί. Τί θα κάνετε, όμως, αυτές τις 20 απαντήσεις; Στα περισσότερα προβλήματα του πραγματικού κόσμου δεν μπορούν να εφαρμοστούν οι παραδοσιακές μέθοδοι. Αυτή η δήλωση είναι σχεδόν ταυτολογική:  Εάν μπορούσαν να επιλυθούν με τις κλασικές μεθόδους, δεν θα αποτελούσαν πια προβλήματα. Συνήθως  αντιμετωπίζουμε ένα δυσχείριστο (intractable) πρόβλημα, για το οποίο υπάρχουν πολλές τοπικά βέλτιστες λύσεις και οι περισσότερες από αυτές είναι μη αποδεκτές. Για αυτά τα προβλήματα, χρειαζόμαστε πιο εξελιγμένα εργαλεία από τις παραδοσιακές μεθόδους.

V. Τι Χρώμα Εχει η Αρκούδα;

Όταν ανακαλύψετε την λύση σε ένα πρόβλημα, είναι πολύ εύκολο να τα παρατήσετε. Άλλωστε το πρόβλημα επιλύθηκε, έτσι δεν είναι; Και όμως! Ισως υπάρχουν πολλές λύσεις και μερικές από αυτές να είναι πιο σωστές από τις άλλες. Όπως συμβαίνει με τις λύσεις που αποτελούν μόνο τοπικά βέλτιστα, η λύση που ανακαλύψατε θα μπορούσε να είναι καλή. Εάν όμως απεγκλωβιζόσασταν από την παγίδα του τοπικού βέλτιστου, ίσως βρίσκατε μία καλύτερη λύση. Μερικές φορές είναι χρήσιμο να εξετάσετε προσεχτικά το πρόβλημα για να βρείτε αυτές τις καλύτερες λύσεις. Έχοντας αυτό υπόψη δοκιμάστε να λύσετε το παρακάτω πρόβλημα για έναν διάσημο εξερευνητή, τον κ.Μπράουν και το χρώμα της αρκούδας.

Ένα πρωί ο κ.Μπράουν βγήκε από την σκηνή του και περπάτησε ένα μίλι νότια. Κατόπιν, έστριψε ανατολικά και συνέχισε για το δεύτερο μίλι. Σε αυτό το σημείο έστριψε βόρεια, περπάτησε ένα ακόμα μίλι και επέστρεψε στην σκηνή του. Κατά την διάρκεια του περιπάτου του, ο κ.Μπράουν είδε μία αρκούδα. Τί χρώμα είχε;

Όπως συμβαίνει με πολλά προβλήματα, το δύσκολο μέρος είναι να βρείτε από που θα ξεκινήσετε τον συλλογισμό σας. Θα καταλάβατε, ωστόσο, ότι το κλειδί στην λύση του προβλήματος πρέπει να βρίσκεται στα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του σημείου διαμονής του κ.Μπράουν. Εάν ανακαλύψετε σε ποιο σημείο της γης βρισκόταν ο κ.Μπράουν, τότε θα έχετε τις απαραίτητες πληροφορίες για το πρόβλημά σας. Με μία προσεχτικότερη ματιά στην γεωμετρία της υδρογείου, θα διαπιστώσετε ότι η σκηνή του κ.Μπράουν ήταν στον Βόρειο Πόλο. Έτσι μόνο θα μπορούσε να διαγράψει μία κυκλική διαδρομή ενός μιλίου, νότια, ανατολικά, και βόρεια (δείτε σχήμα V.1).
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Σχ.V1. Η διαμονή του κ.Μπράουν

Είναι πλέον ξεκάθαρο ότι η αρκούδα πρέπει να ήταν λευκή: δεν υπάρχουν άλλες αρκούδες στον Βόρειο Πόλο! Εάν συνηθίζατε να στοιχηματίζετε, θα σκεφτόσασταν: «Χμ, δεν μπορεί το χρώμα της αρκούδας να είναι ίδιο με το όνομα του τύπου»
. Είναι όμως αυτή η μοναδική λύση; Με μία πρώτη ματιά φαίνεται να είναι. Όσο προχωρούμε νότια, δεν υπάρχει άλλος τρόπος να πραγματοποιηθεί μία κυκλική διαδρομή εκτός από την πορεία ενός μιλίου νότια, ανατολικά και βόρεια. 

Μην βιάζεστε! Εάν σκεφτείτε καλύτερα θα αναγνωρίσετε και άλλη λύση!

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε μία παράλληλο στο Βόρειο Ημισφαίριο που έχει περιφέρεια ένα μίλι (παράλληλος Α στο σχήμα V.2).
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Σχ. V.2. Πιθανές θέσεις της σκηνής του κ.Μπράουν

 Επιλέγουμε ένα τυχαίο σημείο σε αυτήν την παράλληλο και μετακινούμαστε 1 μίλι βόρεια σε μία άλλη παράλληλο (παράλληλος Β στο σχήμα V.2). Αυτή είναι μία πιθανή θέση της σκηνής του κ.Μπράουν. Ο κ.Μπράουν βγαίνει από την σκηνή του, προχωράει νότια για ένα μίλι (φθάνοντας έτσι στην παράλληλο Α), στρίβει ανατολικά και συνεχίζει για ένα μίλι (συμπληρώνοντας έτσι έναν ολόκληρο κύκλο), και επιστρέφει αμέσως βόρεια στην σκηνή του. Η σκηνή του κ.Μπράουν μπορεί να τοποθετηθεί, φυσικά, σε οποιοδήποτε σημείο στην παράλληλο Β. Δεν πρόκειται, δηλαδή, για μία ακόμα λύση, υπάρχουν άπειρες λύσεις! Αυτό ήταν λοιπόν; Βρήκαμε όλες συνολικά τις λύσεις;

Όχι. Εάν εξετάσουμε ακόμα πιο προσεχτικά το πρόβλημα, θα δούμε ότι υπάρχουν και άλλες λύσεις, γιατί η παράλληλος Α μπορεί να έχει μία περιφέρεια 1/2 μίλι, 1/3 μίλι, κλπ. Και σε καθεμία από αυτές τις περιπτώσεις ο κ.Μπράουν θα συμπλήρωνε έναν ακέραιο αριθμό κύκλων επιστρέφοντας πάντα στο αρχικό σημείο! Εφόσον, όμως, δεν υπάρχουν αρκούδες κοντά στον Νότιο Πόλο, αυτό το πλήθος των πρόσθετων λύσεων δεν αλλάζει την απάντηση στην αρχική ερώτηση, που ήταν: ποιο είναι το χρώμα της αρκούδας. 

Ωστόσο, υπάρχει και μία άλλη πολύ γνωστή (αλλά με πολλές ανακρίβειες) έκδοση του παραπάνω προβλήματος: ο κ.Μπράουν, ένας διάσημος εξερευνητής γιόρταζε τα 70στά του γεννέθλια. Κατά την διάρκεια της γιορτής, μία κυρία τον ρώτησε τί έκανε την ημέρα αυτή πριν από 10 ακριβώς χρόνια. Αφού σκέφτηκε για λίγο, ο κ.Μπράουν απάντησε, «Θυμάμαι πολύ καλά εκείνη την ημέρα. Βγήκα από την σκηνή μου με την ανατολή του ηλίου και περπάτησα νότια ένα μίλι. Στην συνέχεια, έστριψα ανατολικά και συνέχισα για ένα δεύτερο μίλι. Σε αυτό το σημείο έστριψα βόρεια, περπάτησα ένα μίλι ακόμα και μετά επέστρεψα στην σκηνή μου». Τώρα το ερώτημα είναι: πότε είναι τα γεννέθλια του κ.Μπράουν; 

Το πρόβλημα προϋποθέτει ότι υπάρχει μία μόνο πιθανή θέση της σκηνής: ο Βόρειος Πόλος. Εφόσον υπάρχει μόνο μία ανατολή ηλίου το χρόνο σε αυτή τη συγκεκριμένη τοποθεσία, η οποία πραγματοποιείται στις 21 Μαρτίου, τα γεννέθλια του κ.Μπράουν πρέπει να είναι 21 Μαρτίου. Σύμφωνα όμως με όσα μάθαμε έως τώρα, υπάρχουν περισσότερες θέσεις για αυτή τη σκηνή!

Το βασικότερο στην περίπτωση αυτή είναι να μην τα παρατήσετε όταν βρείτε μία λύση. Συνεχίστε να σκέφτεστε! Εξετάστε εάν εξαντλήσατε πραγματικά όλες τις πιθανότητες. Μπορεί να βρείτε μία λύση που δεν είχατε σκεφτεί στην αρχή, και μπορεί αυτή να είναι καλύτερη από την αρχική. Εάν τα παρατήσετε, δεν θα το μάθετε ποτέ. Επίσης, θα βοηθούσε πολύ στην κατανόηση του προβλήματος να έχετε μία νοητή εικόνα της κατάστασης. Σχηματίστε στο μυαλό σας την εικόνα του κ.Μπράουν με ένα μπαστούνι και ένα τηλεσκόπιο να εξερευνάει την άγρια φύση. Φανταστείτε αυτήν την άγρια φύση να μετατρέπεται σε πάγο. Εάν δεν έχετε μεγάλη φαντασία, τότε σχεδιάστε μία εικόνα σε ένα χαρτί. Εάν έχετε και μία οπτική εικόνα του προβλήματος, θα μπορέσετε να οριοθετήσετε το πρόβλημα και να αναζητήσετε τρόπους επίλυσής του. Ας το δοκιμάσουμε, σχεδιάζοντας πρώτα την εικόνα και περιγράφοντας ένα ακόμα πρόβλημα. 
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Σχ. V.3. Tέσσερις ταξιδιώτες μπροστά σε μία γέφυρα

Τέσσερις ταξιδιώτες (ας τους ονομάσουμε Α, Β, C, και D) πρέπει να διασχίσουν μία γέφυρα πάνω από μία βαθιά χαράδρα (δείτε Σχήμα V.3). Είναι νύχτα και οι ταξιδιώτες έχουν μόνο μία πηγή φωτός: μία παλιά λάμπα πετρελαίου. Το φως είναι απαραίτητο για την επιτυχημένη διάβαση της χαράδρας, γιατί η γέφυρα είναι πολύ παλιά και έχει τρύπες και χαλαρές σανίδες. Το χειρότερο είναι ότι η κατασκευή της δεν είναι αρκετά καλή, και σε αυτήν την ετοιμόρροπη κατάσταση, μπορεί να στηρίξει μόνο δύο άνδρες κάθε φορά. Το ερώτημα είναι πώς πρέπει να διαταχθούν οι άνδρες, για να περάσουν την γέφυρα; Η λάμπα πετρελαίου έχει λίγο πετρέλαιο και η ώρα περνάει. 

Αφού μόνο δύο άνδρες μπορούν να περπατούν κάθε φορά πάνω στην γέφυρα, θα πρέπει να την διασχίσουν είτε μεμονωμένα είτε σε ζευγάρια, και εφόσον πρέπει να έχουν κάποιο φως, ώστε να εξασφαλίσουν ότι δεν θα πέσουν από την γέφυρα πατώντας σε κάποια τρύπα, είναι αδύνατο να κρατάει την λάμπα ένας ταξιδιώτης μόνος του χωρίς να τον συνοδεύει ένας συνταξιδιώτης του. Επομένως, ανεξάρτητα από το ποια είναι η λύση, οι ταξιδιώτες θα πρέπει να είναι χωρισμένοι σε ζευγάρια για να περάσουν την γέφυρα. Όμως, ποια θα είναι τα ζευγάρια;

Φθάσαμε λοιπόν στο πραγματικά ενδιαφέρον μέρος του προβλήματος. Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι κάθε ταξιδιώτης χρειάζεται διαφορετικό χρόνο για να διασχίσει την γέφυρα. O Α είναι νέος και υγιής και χρειάζεται μόνο ένα λεπτό για να διασχίσει την γέφυρα. Ο D, αντίθετα, είναι ένας ηλικιωμένος άνδρας που είχε πρόσφατα ένα ατύχημα στο πόδι και θα χρειαστεί 10 λεπτά για να περάσει την γέφυρα. Οι B και C θα διασχίσουν την γέφυρα σε δύο και πέντε λεπτά αντίστοιχα. Και αφού κάθε ταξιδιώτης χρειάζεται το φως, κάθε φορά που ένα ζευγάρι ταξιδιωτών διασχίζει την γέφυρα, αυτός που περπατάει πιο αργά θα καθορίζει τον συνολικό χρόνο που απαιτείται για την διάβασή της.

Τώρα, λοιπόν, που διαθέτετε όλες τις πληροφορίες (σκεφτείτε: έχω πραγματικά όλες τις πληροφορίες; Υπάρχει κάτι ακόμα που πρέπει να γνωρίζω;), πώς πρέπει να διαταχθούν οι ταξιδιώτες, ώστε να περάσουν την γέφυρα στο συντομότερο χρονικό διάστημα; Η πρώτη σκέψη θα ήταν να διασχίσει την γέφυρα ο γρηγορότερος ταξιδιώτης, ο Α συνοδεύοντας καθέναν από τους άνδρες κάθε φορά. Ο Α μπορεί να κρατάει την λάμπα. Άρα, οι Α και Β θα περάσουν μαζί την γέφυρα – θα χρειαστούν δύο λεπτά – κατόπιν ο Α θα επιστρέψει με την λάμπα, και αυτό σημαίνει ένα ακόμα λεπτό. Στην συνέχεια, ο Α θα συνοδεύσει τον C, θα επιστρέψει και θα επαναλάβει το ίδιο με τον D. Συνολικά θα χρειαστούν 19 λεπτά. Ωστόσο, υπάρχει ένας καλύτερος τρόπος για να επιτύχουν τον σκοπό τους. Μπορείτε να βρείτε την λύση;

Όταν καταφέρετε να λύσετε το πρόβλημα, θα μπορείτε να επιλύετε παρόμοια προβλήματα. Για παράδειγμα, έξι ταξιδιώτες πλησιάζουν την ίδια γέφυρα και οι αντίστοιχοι χρόνοι διάβασης της γέφυρας για αυτούς είναι 1, 3, 4, 6, 8 και 9 λεπτά. Και σε αυτήν την περίπτωση, με ποιό τρόπο θα πρέπει να διαταχθούν, ώστε να διασχίσουν την γέφυρα στο συντομότερο χρονικό διάστημα; Υποθέστε ότι έχετε επτά ταξιδιώτες, με χρόνους διάβασης 1, 2, 6, 7, 8, 9 και 10 λεπτά, αλλά σε αυτή την περίπτωση η γέφυρα είναι πιο σύγχρονη και μπορεί να υποστηρίξει τρεις ταξιδιώτες κάθε φορά...

5. Ξεφεύγοντας από τα Τοπικά Βέλτιστα

Ω! ένα άλογο με φτερά!  

Σαίξπηρ, Cymbeline
Μέχρι τώρα είδαμε μερικές παραδοσιακές στρατηγικές επίλυσης προβλημάτων. Ορισμένες από αυτές εξασφαλίζουν την ολική λύση ενώ άλλες όχι, όλες όμως έχουν ένα κοινό πρότυπο. Είτε εξασφαλίζουν την ανεύρεση της ολικής λύσης, αλλά είναι πολύ δαπανηρές (δηλαδή, χρονοβόρες) για την επίλυση τυπικών προβλημάτων του πραγματικού κόσμου, ή έχουν την τάση να «προσκολλώνται» σε τοπικά βέλτιστα. Εφόσον δεν υπάρχει σχεδόν καμία πιθανότητα να επιταχύνουμε τους αλγόριθμους που εγγυώνται την ανεύρεση ολικής λύσης, δηλαδή, δεν υπάρχει πιθανότητα να βρούμε αλγόριθμους πολυωνυμικού χρόνου για τα περισσότερα προβλήματα του πραγματικού κόσμου (καθώς τείνουν να είναι ΝP-hard), η μοναδική επιλογή που απομένει σκοπεύει στον καθορισμό των αλγορίθμων που μπορούν να απεγκλωβιστούν από τα τοπικά βέλτιστα. 

Πώς μπορούμε να το επιτύχουμε; Πώς θα σχεδιάσουμε «ένα άλογο με φτερά»; Είδαμε ήδη μία δυνατότητα στο κεφάλαιο 2, όπου περιγράψαμε μία διαδικασία, που ονομάζεται «επαναληπτική αναρρίχηση λόφων» (iterated hill-climber). Αφού φθάσουμε σε ένα τοπικό βέλτιστο, ένα νέο σημείο εκκίνησης παράγεται και η αναζήτηση ξεκινάει πάλι. Είναι σαφές ότι μπορούμε να εφαρμόσουμε μία τέτοια στρατηγική και με άλλους αλγόριθμους. Προς το παρόν θα ασχοληθούμε με ορισμένες δυνατότητες απεγκλωβισμού από τοπικά βέλτιστα με μία μόνο εκτέλεση ενός αλγορίθμου. 

Δύο βασικές προσεγγίσεις που θα συζητήσουμε σε αυτό το κεφάλαιο βασίζονται (1) σε μία πρόσθετη παράμετρο (την θερμοκρασία), η οποία αλλάζει την δυνατότητα μετακίνησης από ένα σημείο του χώρου αναζήτησης σε ένα άλλο, ή (2) σε μία μνήμη, που υποχρεώνει τον αλγόριθμο να εξερευνήσει νέες περιοχές του χώρου αναζήτησης. Αυτές οι δύο προσεγγίσεις ονομάζονται προσομοιωμένη ανόπτηση (simulated annealing) και αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) αντίστοιχα. Θα τις μελετήσουμε διεξοδικά στα δύο επόμενα κεφάλαια. Τώρα θα περιγράψουμε κάποιους συλλογισμούς που σχετίζονται με αυτές τις μεθόδους και θα τους συγκρίνουμε με μία απλή ρουτίνα απλής αναζήτησης.

Στο κεφάλαιο 2 περιγράψαμε την διαδικασία επαναληπτικής αναρρίχησης λόφων. Θα διατυπώσουμε πάλι αυτή την διαδικασία παραλείποντας αρκετές γραμμές λεπτομερειών προγραμματισμού και παραθέτοντας τις σημαντικότερες έννοιες. Επίσης, θα περιορίσουμε τον αλγόριθμο σε μία μόνο ακολουθία βελτιωτικών επαναλήψεων (δηλαδή, ΜΑΧ = 1, δείτε σχήμα 2.5). Σε αυτήν την περίπτωση, η εκτέλεση μίας απλής διαδικασίας τοπικής αναζήτησης μπορεί να περιγραφεί ως εξής:

Procedure τοπική αναζήτηση
begin

x= κάποιο αρχικό σημείο εκκίνησης στο S

while βελτίωση(x) ≠ ‘όχι’ do


x =βελτίωση(x)


return(x)

end
Η υποδιαδικασία βελτίωση(x) επιστρέφει ένα νέο σημείο y από την γειτονική περιοχή του x, δηλαδή, y
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 N(x), εάν y είναι καλύτερο από x, αλλιώς επιστρέφει μία συμβολοσειρά «όχι», και σε αυτήν την περίπτωση, το x είναι ένα τοπικό βέλτιστο στο S.

Αντίθετα, η διαδικασία προσομοιωμένη ανόπτηση (την οποία θα δούμε διεξοδικά στο κεφάλαιο 5.1) μπορεί να περιγραφεί ως εξής:

Procedure προσομοιωμένη ανόπτηση

begin

x= κάποιο αρχικό σημείο εκκίνησης στο S

while not  συνθήκη τερματισμού do


x =βελτίωση?(x, T)



ενημέρωση(Τ)


return(x)

end
Υπάρχουν τρεις σημαντικές διαφορές μεταξύ της προσομοιωμένης ανόπτησης και της τοπικής αναζήτησης. Η πρώτη διαφορά εντοπίζεται στον τρόπο διακοπής των διαδικασιών. Η προσομοιωμένη ανόπτηση εκτελείται, έως ότου κάποια εξωτερική «συνθήκη τερματισμού» υπερισχύσει της απαίτησης της τοπικής αναζήτησης για ανεύρεση μίας βελτίωσης. Η δεύτερη διαφορά έγκειται στο γεγονός ότι η συνάρτηση «βελτίωση?(x, T)» δεν χρειάζεται να επιστρέψει ένα καλύτερο σημείο από την γειτονική περιοχή του x
. Επιστρέφει μόνο μία αποδεκτή λύση y από την γειτονική περιοχή του x, όπου η αποδοχή βασίζεται στην τρέχουσα θερμοκρασία Τ. Tρίτον, στην προσομοιωμένη ανόπτηση, η παράμετρος Τ ενημερώνεται περιοδικά, και η τιμή αυτής της παραμέτρου επηρεάζει το αποτέλεσμα της διαδικασίας «βελτίωση?». Αυτό το στοιχείο δεν εντοπίζεται στην τοπική αναζήτηση. Ας σημειωθεί εδώ ότι η παραπάνω περιγραφή της προσομοιωμένης ανόπτησης είναι αρκετά απλοποιημένη, έτσι ώστε να συμφωνεί με τις απλοποιήσεις που κάναμε για την τοπική αναζήτηση. Για παράδειγμα, παραλείψαμε την διαδικασία αρχικοποίησης και την συχνότητα αλλαγής της παραμέτρου θερμοκρασίας Τ. Σε αυτό το σημείο απλά θέλουμε να υπογραμμίσουμε τις ομοιότητες και τις διαφορές. 

Η αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) (θα την αναλύσουμε διεξοδικά στο κεφάλαιο 5.2) είναι σχεδόν όμοια με την προσομοιωμένη ανόπτηση όσον αφορά στην δομή του αλγόριθμου. Όπως και στην προσομοιωμένη ανόπτηση, η συνάρτηση «βελτίωση?(x, H)» επιστρέφει μία αποδεκτή λύση y από την γειτονική περιοχή του x, η οποία δεν χρειάζεται να είναι καλύτερη από το x, όμως η αποδοχή βασίζεται στο ιστορικό (history) της αναζήτησης H. Όλα τα υπόλοιπα παραμένουν ίδια (τουλάχιστον όσον αφορά στις ανώτερου επιπέδου διεργασίες). Η διαδικασία μπορεί να περιγραφεί ως εξής:

Procedure αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων 
begin

x= κάποιο αρχικό σημείο εκκίνησης στο S

while not  συνθήκη τερματισμού do


x =βελτίωση?(x, H)



ενημέρωση(Η)


return(x)

end
Έχοντας υπόψη αυτούς τους συλλογισμούς και έχοντας κατανοήσει τις βασικές έννοιες μπορούμε να αναλύσουμε τις δύο αυτές ενδιαφέρουσες μεθόδους αναζήτησης.

5.1 Προσομοιωμένη ανόπτηση 

Ας θυμηθούμε την αναλυτική δομή της επαναληπτικής αναρρίχησης λόφων (κεφάλαιο 2), η οποία μοιάζει αρκετά με την προσομοιωμένη ανόπτηση. 

Procedure επαναληπτικός hill-climber

begin

t
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0


αρχικοποίησε την best

repeat

local 
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ΨΕΥΔΗ


επέλεξε τυχαία ένα τρέχον σημείο  vc

αξιολόγησε το vc

repeat
επέλεξε όλα τα νέα σημεία στη γειτονιά του vc
επέλεξε από το σύνολο των νέων σημείων το σημείο vn το οποίο επιστρέφει την βέλτιστη τιμή της συνάρτησης eval
if eval(vn) είναι καλύτερη από την eval(vc)

then vc
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 vn
else local 
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ΑΛΗΘΗ
until local
t
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t+1

if vc είναι καλύτερη από την best
then best 
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vc
until t=MAX

end
Σχ. 5.1. Δομή μίας επαναληπτικής αναρρίχησης λόφων

Θα παρατηρήσατε ότι ο εσωτερικός βρόχος της διαδικασίας (σχήμα 5.1) επιστρέφει πάντα ένα τοπικό βέλτιστο. Αυτή η διαδικασία «ξεφεύγει» από τα τοπικά βέλτιστα,  μόνο εάν ξεκινήσετε μία νέα αναζήτηση (εξωτερικός βρόχος) από μία νέα (τυχαία) θέση. Υπάρχουν ΜΑΧ προσπάθειες συνολικά. Η βέλτιστη ολική λύση (best) είναι το τελικό αποτέλεσμα του αλγορίθμου.

Ας δοκιμάσουμε να τροποποιήσουμε την διαδικασία ως εξής:

· Αντί να ελέγξουμε όλες τις συμβολοσειρές στην γειτονική περιοχή ενός τρέχοντος σημείου vc και να επιλέξουμε την βέλτιστη, επιλέγουμε μόνο ένα σημείο vn, από αυτήν την γειτονική περιοχή. 

· Αποδεχόμαστε αυτό το νέο σημείο, δηλαδή το vc ← vn, με μία πιθανότητα που εξαρτάται από την σχετική αξία (relative merit) αυτών των δύο σημείων, δηλαδή, την διαφορά μεταξύ των τιμών που επιστρέφει η συνάρτηση αξιολόγησης για αυτά τα δύο σημεία. 

Με μία τέτοια απλή τροποποίηση, δημιουργούμε έναν νέο αλγόριθμο, τον λεγόμενο αλγόριθμο στοχαστικής αναρρίχησης λόφων (stochastic hill-climber) (σχήμα5.2):

Procedure στοχαστικός hill-climber

begin

t
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επέλεξε τυχαία ένα τρέχον σημείο  vc

αξιολόγησε το vc

repeat
επέλεξε το σημείο vn  από την γειτονιά του vc
επέλεξε το σημείο vn  με πιθανότητα 
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t+1

until t=MAX
end
Σχ. 5.2. Δομή ενός αλγορίθμου στοχαστικής αναρρίχησης λόφων

Ας δούμε ορισμένα χαρακτηριστικά αυτού του αλγόριθμου (ο πιθανοτικός τύπος για την αποδοχή μίας νέας λύσης βασίζεται στην μεγιστοποίηση της συνάρτησης αξιολόγησης). Αρχικά, η στοχαστική αναρρίχηση λόφων έχει μόνο έναν βρόχο. Δεν χρειάζεται να επανεκτελέσουμε τις επαναλήψεις του, ξεκινώντας από διαφορετικά τυχαία σημεία. Στην συνέχεια, το πρόσφατα επιλεγμένο σημείο καθίσταται «αποδεκτό» με μία πιθανότητα p. Αυτό σημαίνει ότι ο κανόνας μετακίνησης από το τρέχον σημείο vc στο νέο γειτονικό σημείο vn είναι πιθανοτικός. Είναι πιθανόν το νέο αποδεκτό σημείο να είναι χειρότερο από το τρέχον σημείο. Ωστόσο, η πιθανότητα αποδοχής εξαρτάται από την διαφορά στην αξία (merit) μεταξύ αυτών των δύο ανταγωνιστικών σημείων, δηλαδή eval(vc) – eval(vn), καθώς και από την τιμή μίας πρόσθετης παραμέτρου Τ. Επίσης, η Τ παραμένει σταθερή κατά την εκτέλεση του αλγορίθμου. Εάν η πιθανότητα αποδοχής είναι:
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Ποιός είναι ο ρόλος της παραμέτρου Τ; Εστω ότι η αξιολόγηση για τα τρέχοντα και επόμενα σημεία είναι eval (vc) = 107 και eval (vn) = 120 (υπενθυμίζουμε ότι ο τύπος αυτός είναι μόνο για προβλήματα μεγιστοποίησης. Εάν έχετε προβλήματα ελαχιστοποίησης, θα πρέπει να αντιστρέψετε τον μειωτέο και τον αφαιρετέο της αφαίρεσης.) Η διαφορά στο παράδειγμά μας είναι eval (vc) - eval (vn) ή -13, δηλαδή το νέο σημείο vn  είναι καλύτερο από το vc. Ποιά είναι η πιθανότητα αποδοχής αυτού του νέου σημείου με βάση τις διαφορετικές τιμές της Τ; Ο πίνακας 5.1 περιγράφει μερικές μεμονωμένες περιπτώσεις. 
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	p

	1
	0.000002
	1.00

	5
	0.0743
	0.93

	10
	0.2725
	0.78

	20
	0.52
	0.66

	50
	0.77
	0.56

	1010
	0.9999…
	0.5…


Πίνακας 5.1. Πιθανότητα p αποδοχής ως συνάρτηση της Τ για την περίπτωση όπου το νέο πιθανό σημείο vn είναι 13 μονάδες καλύτερο από την τρέχουσα λύση vc
Το συμπέρασμα είναι σαφές: όσο μεγαλύτερη είναι η τιμή Τ, τόσο μικρότερη είναι η σημασία της σχετικής αξίας των ανταγωνιστικών σημείων vc και vn! Συγκεκριμένα, εάν το Τ είναι τεράστιο (πχ.,Τ = 1010), η πιθανότητα αποδοχής προσεγγίζει το 0.5. Η αναζήτηση καθίσταται τυχαία. Από την άλλη μεριά, εάν η Τ είναι πολύ μικρή (πχ., Τ = 1), η στοχαστική αναρρίχηση λόφων μετατρέπεται σε μία κανονική αναρρίχηση λόφων! Αρα, για ένα συγκεκριμένο πρόβλημα, θα πρέπει να βρούμε την κατάλληλη τιμή για την παράμετρο Τ: ούτε πολύ χαμηλή, ούτε πολύ υψηλή. 

Για να έχουμε μία πληρέστερη εικόνα, υποθέτουμε ότι Τ = 10 για μία δεδομένη εκτέλεση. Έστω ότι η τρέχουσα λύση vc αξιολογήθηκε σε 107, δηλαδή, eval(vc) = 107. Tότε, η πιθανότητα αποδοχής εξαρτάται μόνο από την τιμή της νέας συμβολοσειράς vn, όπως φαίνεται στον πίνακα 5.2.
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	80
	27
	14.88
	0.06

	100
	7
	2.01
	0.33

	107
	0
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	0.50

	120
	-13
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Πίνακας 5.2. Πιθανότητα αποδοχής ως συνάρτηση eval(vn) για Τ = 10 και eval(vc) = 107

Τώρα έχουμε μία ολοκληρωμένη εικόνα: εάν το νέο σημείο έχει την ίδια αξία με το τρέχον σημείο, δηλαδή eval(vc) = eval(vn), η πιθανότητα αποδοχής είναι 0.5. Αυτό είναι λογικό. Δεν έχει σημασία ποιό σημείο επιλέγετε, γιατί και τα δύο έχουν την ίδια ποιότητα. Επιπλέον, εάν το νέο σημείο είναι καλύτερο, η πιθανότητα αποδοχής είναι μεγαλύτερη από 0.5. Επίσης, η πιθανότητα αποδοχής αυξάνει μαζί με την (αρνητική) διαφορά μεταξύ αυτών των αξιολογήσεων. Ειδικότερα, εάν η νέα λύση είναι πολύ καλύτερη από την τρέχουσα (πχ.eval(vn) = 150), η πιθανότητα αποδοχής βρίσκεται κοντά στο 1.

Η βασική διαφορά μεταξύ της στοχαστικής αναρρίχησης λόφων και της προσομοιωμένης ανόπτησης είναι ότι η τελευταία αλλάζει την παράμετρο Τ κατά την διάρκεια της εκτέλεσης. Ξεκινάει με υψηλές τιμές της Τ, καθιστώντας την διαδικασία παρόμοια με μία αμιγώς τυχαία αναζήτηση, και στη συνέχεια, μειώνει σταδιακά την τιμή της Τ. Προς το τέλος της εκτέλεσης, οι τιμές της Τ είναι αρκετά μικρές και έτσι τα τελικά στάδια της προσομοιωμένης ανόπτησης μοιάζουν απλώς με μία τυπική αναρρίχηση λόφων. Επίσης, αποδεχόμαστε πάντα νέα σημεία, εάν αυτά είναι καλύτερα από το τρέχον σημείο. Η διαδικασία προσομοιωμένης ανόπτησης περιγράφεται στο σχήμα 5.3 (θεωρούμε πάντα ότι έχουμε ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης). 

Procedure προσομοιωμένη ανόπτηση

begin

t
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αρχικοποίησε την Τ 


επέλεξε τυχαία ένα τρέχον σημείο  vc

αξιολόγησε το vc

repeat
repeat
επέλεξε ένα νέο σημείο vn  από την γειτονιά του vc
if eval(vn) < eval(vc)

then vc
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else if random[0,1)< 
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 vn
until (συνθήκη τερματισμού)
T
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g(T,t)
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t+1

until (κριτήριο διακοπής)

end
Σχ. 5.3. Δομή της προσομοιωμένης ανόπτησης

Η προσομοιωμένη ανόπτηση – γνωστή και ως αλγόριθμος ανόπτησης Μόντε Κάρλο, αλγόριθμος στατιστικής ψύξης (statistical cooling), πιθανοτικής αναρρίχησης λόφων (probabilistic hill-climbing), στοχαστικής χαλάρωσης (stochastic relaxation), και πιθανοτικής ανταλλαγής (probabilistic exchange) – βασίζεται σε μία αναλογία που συναντάται στην θερμοδυναμική. Για να αυξήσουμε το μέγεθος ενός κρυστάλλου, ξεκινάμε θερμαίνοντας μία σειρά υλικών, έως ότου φθάσουν σε κατάσταση τήξης. Κατόπιν, μειώνουμε την θερμοκρασία αυτού του τετηγμένου κρύσταλλου, έως ότου η κρυσταλλική δομή ψυχθεί. Ωστόσο, εάν η ψύξη επιτευχθεί γρήγορα, δημιουργούνται προβλήματα. Συγκεκριμένα, κάποιες αντικανονικότητες (irregularities) εγκλωβίζονται στην κρυσταλλική δομή και το επίπεδο της εγκλωβισμένης ενέργειας είναι πολύ υψηλότερο από ότι σε έναν τέλεια δομημένο κρύσταλλο
. Η αναλογία μεταξύ του φυσικού συστήματος και ενός προβλήματος βελτιστοποίησης θα πρέπει να είναι εμφανής. Οι βασικές «ισοδύναμες» έννοιες περιγράφονται στον πίνακα 5.3.

	Φυσικό Σύστημα
	Πρόβλημα Βελτιστοποίησης

	κατάσταση
	εφικτή λύση

	ενέργεια
	συνάρτηση αξιολόγησης

	θεμελιώδης κατάσταση
	βέλτιστη λύση

	ταχεία ψύξη
	τοπική αναζήτηση

	θερμοκρασία
	παράμετρος ελέγχου Τ

	προσεχτική ανόπτηση 
	προσομοιωμένη ανόπτηση


Πίνακας 5.3. Οι αναλογίες μεταξύ ενός φυσικού συστήματος και ενός προβλήματος βελτιστοποίησης

Όπως και σε κάθε αλγόριθμο αναζήτησης, η προσομοιωμένη ανόπτηση αναζητάει τις απαντήσεις στις ακόλουθες ερωτήσεις για συγκεκριμένα προβλήματα (δείτε κεφάλαιο 2):

· Τί είναι μία λύση;

· Τί είναι τα γειτονικά σημεία μίας λύσης;

· Τί είναι το κόστος μίας λύσης;

· Πώς καθορίζουμε την αρχική λύση;

Αυτές οι απαντήσεις παρέχουν την δομή του χώρου αναζήτησης μαζί με τον καθορισμό μίας γειτονικής περιοχής, της συνάρτησης αξιολόγησης και του αρχικού σημείου εκκίνησης. Ωστόσο, η προσομοιωμένη ανόπτηση αναζητάει απαντήσεις και σε πρόσθετες ερωτήσεις όπως:

· Πώς καθορίζουμε την αρχική «θερμοκρασία» Τ;

· Πώς καθορίζουμε τον λόγο ψύξης g(T,t);
· Πώς καθορίζουμε την συνθήκη τερματισμού;

· Πώς καθορίζουμε το κριτήριο διακοπής;

Η θερμοκρασία T πρέπει να αρχικοποιηθεί πριν την εκτέλεση της διαδικασίας. Θα ξεκινήσουμε με T = 100, T = 1000, ή διαφορετικά; Πώς θα καθορίσουμε την συνθήκη τερματισμού, μετά από την οποία η θερμοκρασία μειώνεται και η διαδικασία ανόπτησης επαναλαμβάνεται; Είναι προτιμότερο να εκτελέσουμε έναν αριθμό επαναλήψεων ή να χρησιμοποιήσουμε κάποιο άλλο κριτήριο; Κατά πόσο ή με βάση ποιόν συντελεστή θα μειωθεί η θερμοκρασία;  Κατά ένα τοις εκατό ή λιγότερο; Και τέλος, πότε πρέπει να διακοπεί ο αλγόριθμος, δηλαδή, ποιά είναι η τελική θερμοκρασία ψύξης;

Οι περισσότερες εφαρμογές προσομοιωμένης ανόπτησης ακολουθούν μία απλή σειρά βημάτων:

Βήμα 1: Τ
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Tmax
επέλεξε τυχαία ένα τρέχον σημείο  vc
Βήμα 2: επέλεξε ένα σημείο vn  από την γειτονιά του vc
if eval(vn) είναι καλύτερη από την eval(vc)

then επέλεξε την (vc
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 vn)
else επέλεξε την με πιθανότητα 
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repeat αυτό το βήμα 
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Βήμα 3:  όρισε Τ
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then goto Βήμα 2

 

else goto Βήμα 1

Εδώ πρέπει να καθορίσουμε τις τιμές των παραμέτρων Tmax, kT, r, και Τmin, που αντιστοιχούν στην αρχική θερμοκρασία, τον αριθμό των επαναλήψεων, τον λόγο ψύξης, και την τελική θερμοκρασία ψύξης, αντίστοιχα. Ας εξετάσουμε ορισμένες πιθανότητες εφαρμόζοντας την τεχνική της προσομοιωμένης ανόπτησης στα SAT, TSP και NLP, αντίστοιχα.

Ο Spears [21] εφάρμοσε την προσομοιωμένη ανόπτηση (SA) σε δύσκολα προβλήματα ικανοποιησιμότητας. Η διαδικασία SA-SAT που περιγράφεται στην [21] φαίνεται στο σχήμα 5.4. Η δομή ελέγχου της διαδικασίας είναι παρόμοια με αυτήν στο GSAT (κεφάλαιο 3). Η μεταβλητή ακρότατου βρόχου που ονομάζεται «δοκιμές»(«tries»)  του SA-SAT αντιστοιχεί στην μεταβλητή i του GSAT (δείτε σχήμα 3.5 στο κεφάλαιο 3). Αυτές οι μεταβλητές παρακολουθούν τον αριθμό των ανεξάρτητων προσπαθειών για την επίλυση του προβλήματος. Το Τ καθορίζεται σε Τmax στην αρχή κάθε προσπάθειας στο SA-SAT (καθορίζοντας την μεταβλητή j σε μηδέν) και προκύπτει μία νέα τυχαία ανάθεση τιμής αλήθειας. Ο εσωτερικός βρόχος επανάληψης δοκιμάζει διαφορετικές αναθέσεις μετακινώντας πιθανοτικά καθεμία από τις Boolean μεταβλητές. Η πιθανότητα μίας μετακίνησης εξαρτάται από την βελτίωση δ της μετακίνησης και την τρέχουσα θερμοκρασία. Συνήθως, εάν μία βελτίωση είναι αρνητική, η μετακίνηση πιθανότατα θα απορριφθεί και αντίστροφα: οι θετικές βελτιώσεις καθιστούν αποδεκτές τις μετακινήσεις. 

procedure SA-SAT

begin


δοκιμές←0


repeat


v ←τυχαία δημιουργημένη ανάθεση αλήθειας


j←0



repeat
if v ικανοποιεί τις προτάσεις then return v
T=Tmax 
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for k=1 to αριθμός μεταβλητών do
begin
υπολόγισε την αύξηση (μείωση) δ στον αριθμό των μεταβλητών, οι οποίες γίνονται αληθείς αν η vk «αντιστρέφεται» (was flipped)

«αντέστρεψε» (flip) μεταβλητή vk με πιθανότητα 
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v ← νέα ανάθεση αν έγινε η αντιστροφή

end

j←j+1

until T <Tmin
δοκιμές←δοκιμές +1 
until δοκιμές=MAX-TRIES

end
Σχ. 5.4. Δομή του αλγόριθμου SA-SAT
Υπάρχει μία σημαντική διαφορά μεταξύ των GSAT και SA-SAT, που είναι και η βασικότερη διαφορά μεταξύ οποιασδήποτε τεχνικής τοπικής αναζήτησης και της προσομοιωμένης ανόπτησης: το GSAT μπορεί να εκτελέσει μία ανάστροφη κίνηση (backward move) (δηλαδή, μία μείωση στον αριθμό των ικανοποιημένων προτάσεων) εάν δεν υπάρχουν άλλες διαθέσιμες κινήσεις. Ταυτόχρονα, το GSAT δεν μπορεί να εκτελέσει δύο ανάστροφες κινήσεις στην σειρά, καθώς μία ανάστροφη κίνηση υποδηλώνει την ύπαρξη της επόμενης κίνησης βελτίωσης! Από την άλλη, το SA-SAT μπορεί να πραγματοποιήσει μία αυθαίρετη ακολουθία ανάστροφων κινήσεων, και άρα, να ξεφύγει από τα τοπικά βέλτιστα!

Οι υπόλοιπες παράμετροι του SA-SAT έχουν την ίδια έννοια με τις παραμέτρους στις άλλες εφαρμογές της προσομοιωμένης ανόπτησης. Η παράμετρος r εκφράζει τον ρυθμό πτώσης για την θερμοκρασία, δηλαδή, τον ρυθμό με τον οποίο η θερμοκρασία μειώνεται από Tmax σε Tmin. Η μείωση προκαλείται από την αύξηση του j, καθώς

Τ = Tmax ∙e-j.r.

Ο Spears [21] χρησιμοποίησε το:

Tmax = 0.30 και Tmin=0.01

για τις μέγιστες και ελάχιστες θερμοκρασίες, αντίστοιχα. Ο ρυθμός μείωσης r εξαρτώνταν από τον αριθμό των μεταβλητών στο πρόβλημα και τον αριθμό της «δοκιμής» (r ήταν το αντίστροφο του γινομένου του αριθμού των μεταβλητών και του αριθμού της δοκιμής). Ο Spears σχολίασε την επιλογή αυτών των παραμέτρων:

«Είναι σαφές ότι αυτές οι επιλογές στις παραμέτρους συνεπάγονται ορισμένες ανταλλαγές. Για ένα δεδομένο σύνολο MAX-TRIES, η μείωση του Tmin και/ή η αύξηση του Tmax θα επιτρέπει την εκτέλεση περισσοτέρων «δοκιμών» ανά ανεξάρτητη προσπάθεια, συνεπώς επιτυγχάνεται η μείωση του αριθμού των φορών που μπορούν να αυξηθούν οι «δοκιμές» πριν την αποκοπή του MAX-TRIES. Mία παρόμοια περίπτωση συμβαίνει εάν μειώσουμε ή αυξήσουμε τον ρυθμό πτώσης. Έτσι, αυξάνοντας το διάστημα της θερμοκρασίας (ή μειώνοντας τον ρυθμό πτώσης) μειώνουμε τον αριθμό των ανεξάρτητων προσπαθειών. Όμως, θα πρέπει να πραγματοποιείται πιο διεξοδική αναζήτηση σε κάθε προσπάθεια. Η κατάσταση αντιστρέφεται, εάν κάποιος μειώσει το διάστημα θερμοκρασίας (ή αυξήσει τον ρυθμό πτώσης). Δυστυχώς, δεν είναι καθόλου σαφές εάν είναι γενικά καλύτερα να εκτελείτε περισσότερες ανεξάρτητες προσπάθειες, ή να πραγματοποιείτε πιο διεξοδική αναζήτηση σε κάθε προσπάθεια.»

Η πειραματική σύγκριση μεταξύ των GSAT και SA-SAT στα δύσκολα προβλήματα ικανοποιησιμότητας έδειξε ότι το SA-SAT φαίνονταν να ικανοποιεί τουλάχιστον τόσους τύπους όσους και το GSAT αλλά πολύ πιο γρήγορα [21]. Ο Spears απέδειξε πειραματικά ότι το σχετικό πλεονέκτημα του SA-SAT προέρχονταν από τις αντίστροφες κινήσεις του, που συνέβαλαν στον απεγκλωβισμό από τα τοπικά βέλτιστα. 

Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουμε ότι το TSP ήταν ένα από τα πρώτα προβλήματα στα οποία εφαρμόστηκε η προσομοιωμένη ανόπτηση! Επίσης, πολλές νέες παραλλαγές της προσομοιωμένης ανόπτησης έχουν ελεγχθεί και στο TSP. Ενας τυπικός αλγόριθμος προσομοιωμένης ανόπτησης για το TSP είναι ουσιαστικά ίδιος με αυτόν που περιγράφεται στο σχήμα 5.3, όπου vc είναι μία διαδρομή και eval(vc) είναι το μήκος της διαδρομής vc. Οι διαφορές μεταξύ των εφαρμογών της προσομοιωμένης ανόπτησης εντοπίζονται (1) στις μεθόδους αναζήτησης της αρχικής λύσης, (2) στον καθορισμό της γειτονικής περιοχής μίας δεδομένης διαδρομής, (3) στην επιλογή ενός γειτονικού σημείου, (4) στις μεθόδους μείωσης της θερμοκρασίας, (5) στην συνθήκη τερματισμού, (6) στην συνθήκη διακοπής, και (7) στην ύπαρξη μίας φάσης μετεπεξεργασίας (postprocessing).

Όλες οι παραπάνω αποφάσεις είναι σημαντικές και όχι πάντα ξεκάθαρες. Και, επίσης, δεν είναι ανεξάρτητες. Για παράδειγμα, ο αριθμός των βημάτων σε κάθε θερμοκρασία πρέπει να είναι ανάλογος προς το μέγεθος της γειτονικής περιοχής. Για καθέναν από αυτούς τους παράγοντες υπάρχουν πολλές πιθανότητες. Μπορούμε να ξεκινήσουμε από μία τυχαία λύση, ή αντίθετα, να θεωρήσουμε ως αρχική διαδρομή το αποτέλεσμα ενός αλγορίθμου τοπικής αναζήτησης. Μπορούμε να καθορίσουμε γειτονικές περιοχές διαφόρων μεγεθών και να συμπεριλάβουμε μία φάση μετεπεξεργασίας, όπου ένας αλγόριθμος τοπικής αναζήτησης αναρριχάται σε μία τοπική κορυφή (καθώς η προσομοιωμένη ανόπτηση δεν εγγυάται ότι αυτό θα συμβεί για όλες τις περιπτώσεις για την σταδιακή μείωση του Τ).

Για περισσότερες λεπτομέρειες σχετικά με τις διάφορες πιθανότητες εφαρμογής της προσομοιωμένης ανόπτησης στο TSP, καθώς και μία πλήρη ανάλυση των τεχνικών για επιτάχυνση του αλγορίθμου και των άλλων βελτιώσεων, δείτε [11].

Η προσομοιωμένη ανόπτηση μπορεί να εφαρμοστεί εξίσου εύκολα και στο NLP. Εφόσον εδώ έχουμε συνεχείς μεταβλητές, η γειτονική περιοχή καθορίζεται συχνά με βάση μία κατανομή Gaussian (για κάθε μεταβλητή), όπου η μέση τιμή παραμένει στο τρέχον σημείο και η σταθερά απόκλισης ορίζεται σε ένα-έκτο του μήκους του πεδίου ορισμού της μεταβλητής (έτσι ώστε το μήκος από το μέσον του πεδίου ορισμού σε κάθε όριο ισούται με τρεις σταθερές αποκλίσεις). Άρα εάν το τρέχον σημείο είναι

x = (x1, …, xn),

όπου li  ≤ xi ≤ ui για i = 1,…,n, τότε το γειτονικό σημείο x' του x επιλέγεται ως 

x'i ← xi + N (0, σi),

όπου σi = (ui – li)/6 και N (0, σi) είναι ένας ανεξάρτητος τυχαίος αριθμός Gaussian με μέση τιμή μηδέν και σταθερή απόκλιση σi.

Σε αυτό το στάδιο η αλλαγή στην τιμή της συνάρτησης μπορεί να υπολογιστεί ως εξής:

∆eval = eval(x) – eval(x').

Eάν ∆eval > 0 (υποθέτουμε ότι έχουμε ένα πρόβλημα ελαχιστοποίησης), το νέο σημείο x' γίνεται αποδεκτό ως η νέα λύση. Αλλιώς, γίνεται αποδεκτό με πιθανότητα

e∆eval/Τ.

Η παράμετρος Τ εκφράζει την τρέχουσα θερμοκρασία.

Στον τομέα της αριθμητικής βελτιστοποίησης τα ζητήματα δημιουργίας της αρχικής λύσης, καθορισμού της γειτονικής περιοχής ενός δεδομένου σημείου, και επιλογής συγκεκριμένων γειτονικών σημείων είναι ξεκάθαρα. Η τυπική διαδικασία χρησιμοποιεί μία τυχαία έναρξη καθώς και κατανομές Gauss για γειτονικές περιοχές. Οι εφαρμογές, όμως, διαφέρουν στις μεθόδους για μείωση της θερμοκρασίας, στην συνθήκη τερματισμού, στην συνθήκη διακοπής, καθώς και στην ύπαρξη μίας φάσης μετεπεξεργασίας (όπου θα μπορούσαμε να συμπεριλάβουμε μία μέθοδο βάσει κλίσης που θα εντόπιζε το τοπικό βέλτιστο γρήγορα). Επίσης, τα συνεχή πεδία ορισμού παρέχουν και μία πρόσθετη ευελιξία: το μέγεθος της γειτονικής περιοχής μπορεί να μειωθεί παράλληλα με την μείωση της θερμοκρασίας. Εάν οι παράμετροι σi μειώνονται σταδιακά, η αναζήτηση επικεντρώνεται στο τρέχον σημείο με αποτέλεσμα έναν καλύτερο οξύ συντονισμό.

5.2 Αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (Tabu Search)

Η βασική ιδέα της αναζήτησης απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) είναι πολύ απλή. Μία «μνήμη» επιβάλλει την εξερεύνηση νέων περιοχών του χώρου αναζήτησης. Μπορούμε να αποθηκεύσουμε στη μνήμη ορισμένες λύσεις που εξετάστηκαν πρόσφατα και αυτές να καταστούν απαγορευμένα (tabu) σημεία, τα οποία θα πρέπει να αποφευχθούν κατά την λήψη αποφάσεων σχετικά με την επιλογή της επόμενης λύσης. Η αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) είναι ουσιαστικά αιτιοκρατική (αντίθετα με την προσομοιωμένη ανόπτηση), αλλά είναι εφικτή η προσθήκη ορισμένων πιθανοτικών στοιχείων σε αυτήν [22].

Ο καλύτερος τρόπος για να κατανοήσουμε τις βασικές έννοιες της αναζήτησης απαγορευμένων καταστάσεων είναι μέσα από ένα παράδειγμα. Θα ξεκινήσουμε εφαρμόζοντας την αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) στο SAT. Αργότερα, θα εξετάσουμε μερικές ενδιαφέρουσες πλευρές αυτής της μεθόδου και θα ολοκληρώσουμε με ένα ακόμα παράδειγμα εφαρμογής της τεχνικής στο TSP. 

Έστω ότι έχουμε ένα πρόβλημα SAT με n = 8 μεταβλητές. Έτσι, για μία λογική συνθήκη F αναζητάμε μία ανάθεση τιμής αλήθειας και για τις 8 μεταβλητές, έτσι ώστε ολόκληρη η συνθήκη F να είναι ΑΛΗΘΗΣ. Έστω, επίσης, ότι δημιουργήσαμε μία αρχική ανάθεση για x = (x1, …x8), δηλαδή

x = (0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1).

Συνήθως, χρειαζόμαστε μία συνάρτηση αξιολόγησης που να παρέχει αποτελέσματα για την αναζήτηση. Για παράδειγμα, μπορούμε να υπολογίσουμε ένα σταθμισμένο (weighted) σύνολο ενός αριθμού ικανοποιημένων προτάσεων, όπου τα βάρη θα εξαρτώνται από τον αριθμό των μεταβλητών στην πρόταση (clause). Σε αυτήν την περίπτωση, η συνάρτηση αξιολόγησης θα πρέπει να μεγιστοποιηθεί (δηλαδή, προσπαθούμε να ικανοποιήσουμε όλες τις προτάσεις). Ας υποθέσουμε ότι η παραπάνω τυχαία ανάθεση παρέχει την τιμή 27. Στη συνέχεια, θα εξετάσουμε την γειτονική περιοχή του x, που αποτελείται από οκτώ άλλες λύσεις, καθεμία από τις οποίες μπορεί να αποκτηθεί με την «αντιστροφή» (flip) ενός μοναδικού bit στο διάνυσμα x. Τις αξιολογούμε και επιλέγουμε την βέλτιστη. Σε αυτό το στάδιο της αναζήτησης, η διαδικασία είναι όμοια με την διαδικασία αναρρίχησης λόφων.

Έστω ότι η αντιστροφή της τρίτης μεταβλητής παράγει την βέλτιστη αξιολόγηση (πχ. 31), έτσι ώστε το νέο διάνυσμα να αποδίδει την τρέχουσα βέλτιστη λύση. Τώρα θα εξετάσουμε το νέο στοιχείο της αναζήτησης απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search): την μνήμη. Για να διατηρήσουμε ένα αρχείο με τις ενέργειές μας (κινήσεις), θα χρειαστούμε κάποιες δομές μνήμης. Θα θυμηθούμε τον δείκτη μίας μεταβλητής που μετακινήθηκε, καθώς και τον «χρόνο» εκτέλεσης αυτής της μετακίνησης, έτσι ώστε να μπορούμε να διαχωρίζουμε τις παλιές από τις πρόσφατες μετακινήσεις. Στην περίπτωση του προβλήματος SAT, θα πρέπει να σημειώνουμε μία χρονική ένδειξη για κάθε θέση του διανύσματος λύσης: η τιμή της χρονικής ένδειξης θα παρέχει πληροφορίες σχετικά με τον χρόνο εκτέλεσης της μετακίνησης σε αυτήν την συγκεκριμένη θέση. Επομένως, ένα διάνυσμα Μ θα εξυπηρετεί ως μνήμη. Αυτό το διάνυσμα αρχικοποιείται στο 0 και κατόπιν σε κάθε στάδιο της αναζήτησης, η καταχώρηση

M (i) = j (όταν j ≠ 0)

μπορεί να ερμηνευτεί ως «j είναι η πιο πρόσφατη επανάληψη όταν το i-οστο bit αντιστράφηκε» (φυσικά, το j = 0 υποδηλώνει ότι το i-οστο bit δεν αντιστράφηκε ποτέ). Θα ήταν χρήσιμο να αλλάξουμε αυτήν την ερμηνεία, έτσι ώστε να μοντελοποιήσουμε μία πρόσθετη πλευρά της μνήμης: Μετά από κάποιο χρονικό διάστημα (δηλαδή, μετά από έναν αριθμό επαναλήψεων), οι πληροφορίες που έχουν αποθηκευτεί στην μνήμη διαγράφονται. Έστω ότι κάθε πληροφορία μπορεί να παραμείνει σε μία μνήμη για έναν μέγιστο αριθμό πέντε επαναλήψεων. Μία νέα ερμηνεία της καταχώρησης

M (i) = j (όταν j ≠ 0)

θα ήταν: «το i-οστο bit μετακινήθηκε πριν από 5-j επαναλήψεις». Σύμφωνα με αυτήν την ερμηνεία, τα περιεχόμενα της δομής μνήμης Μ μετά από μία επανάληψη στο παράδειγμά μας περιγράφονται στο σχήμα 5.5. Θυμηθείτε ότι η αντιστροφή στην τρίτη θέση έδωσε το βέλτιστο αποτέλεσμα. Επίσης, η τιμή «5» μπορεί να ερμηνευτεί ως «για τις επόμενες πέντε επαναλήψεις, η τρίτη θέση bit δεν είναι διαθέσιμη (δηλαδή, απαγορευμένη (tabu)).»

[image: image317.png]



Σχ. 5.5. Τα περιεχόμενα της μνήμης μετά την επανάληψη 1

Θα ήταν ενδιαφέρον να επισημάνουμε ότι η κύρια διαφορά μεταξύ αυτών των δύο ισοδύναμων ερμηνειών είναι απλά θέμα εφαρμογής. Η τελευταία προσέγγιση ερμηνεύει τις τιμές ως τον αριθμό των επαναλήψεων για τις οποίες μία δεδομένη θέση δεν είναι διαθέσιμη για καμία μετακίνηση. Αυτή η ερμηνεία προϋποθέτει ότι όλες οι μη μηδενικές καταχωρίσεις της μνήμης μειώνονται κατά μία σε κάθε επανάληψη, ώστε να διευκολύνεται η διαδικασία διαγραφής από την μνήμη μετά τις πέντε επαναλήψεις. Αντίθετα, η πρώτη ερμηνεία αποθηκεύει απλά τον αριθμό επαναλήψεων της πιο πρόσφατης μετακίνησης σε μία συγκεκριμένη θέση, και έτσι απαιτεί έναν τρέχοντα αριθμό επαναλήψεων t που συγκρίνεται με τις τιμές μνήμης. Συγκεκριμένα, εάν t – Μ(i) > 5, δηλαδή, η μετακίνηση στην iοστη θέση εκτελέστηκε πριν από πέντε επαναλήψεις (έαν πράγματι εκτελέστηκε), θα πρέπει να σβηστεί. Αυτή η ερμηνεία, επομένως, απαιτεί απλά την ενημέρωση μίας μόνο καταχώρισης στην μνήμη ανά επανάληψη, και αυξάνει τον αριθμό των επαναλήψεων. Αργότερα, θα χρησιμοποιήσουμε την τελευταία ερμηνεία σε ένα παράδειγμα, όμως οι περισσότερες εφαρμογές της αναζήτησης απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) χρησιμοποιούν την πρώτη ερμηνεία για καλύτερη απόδοση. 

Έστω ότι μετά από τέσσερις πρόσθετες επαναλήψεις επιλογής του βέλτιστου γειτονικού σημείου – που δεν είναι απαραίτητα καλύτερο από το τρέχον σημείο, και για αυτό μπορούμε να απεγκλωβιστούμε από τα τοπικά βέλτιστα – και εκτέλεσης μίας κατάλληλης αντιστροφής, η μνήμη έχει τα περιεχόμενα που περιγράφονται στο σχήμα 5.6.
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Σχ. 5.6 Τα περιεχόμενα της μνήμης μετά από πέντε επαναλήψεις

Οι αριθμοί που υπάρχουν στην μνήμη (σχήμα 5.6) παρέχουν τις ακόλουθες πληροφορίες:

Τα bit 2, 5 και 8 είναι διαθέσιμα για αντιστροφή ανά πάσα στιγμή. Το bit 1 δεν είναι διαθέσιμο για τις επόμενες τρεις επαναλήψεις, το bit 3 είναι διαθέσιμο μόνο για την επόμενη επανάληψη, το bit 4 (που μόλις αντιστράφηκε) δεν είναι διαθέσιμο για τις επόμενες πέντε επαναλήψεις, κοκ. 

Με άλλα λόγια, η πιο πρόσφατη αντιστροφή (επανάληψη 5) πραγματοποιήθηκε στην θέση 4 (δηλαδή, Μ(4) = 5: το bit 4 μετακινήθηκε 5-5 = 0 επαναλήψεις πριν). Τότε, τα υπόλοιπα bit που μετακινήθηκαν πρόσφατα είναι:

bit 6 (στην επανάληψη 4), (καθώς Μ (6) = 4)

bit 1 (στην επανάληψη 3), (καθώς Μ (1) = 3)

bit 7 (στην επανάληψη 2), (καθώς Μ (7) = 2) και φυσικά, 

bit 3 (στην επανάληψη 1). 

Συνεπώς, η τρέχουσα λύση είναι x = (1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1) και έστω ότι η τιμή αξιολόγησης είναι 33. Τώρα, θα εξετάσουμε με προσοχή την γειτονική περιοχή του x. Αποτελείται από οκτώ λύσεις,
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που αντιστοιχούν σε μετακινήσεις στα bit 1 έως 8, αντίστοιχα. Εάν αξιολογήσουμε καθεμία ξεχωριστά, θα βρούμε και τις αντίστοιχες αξίες τους, όμως η αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) χρησιμοποιεί την μνήμη για την εξερεύνηση νέων περιοχών του χώρου αναζήτησης. Οι μετακινήσεις που αποθηκεύτηκαν πρόσφατα στην μνήμη θεωρούνται απαγορευμένες (tabu) για επιλογή της επόμενης λύσης. Έτσι, στην επόμενη επανάληψη (επανάληψη 6), είναι αδύνατο να αντιστρέψουμε τα bit 1, 3, 4, 6 και 7, αφού όλα αυτά δοκιμάστηκαν «πρόσφατα». Αυτές οι απαγορευμένες (tabu) λύσεις (δηλαδή, οι λύσεις που αποκτήθηκαν από τις απαγορευμένες μετακινήσεις) δεν λαμβάνονται υπόψη, και έτσι η επόμενη λύση επιλέγεται από ένα σύνολο των x2, x5 και x8. 

Ας υποθέσουμε ότι η βέλτιστη αξιολόγηση αυτών των τριών πιθανοτήτων δίνεται από το x5 που είναι 32. Η τιμή αυτή εκφράζει μία μείωση στην αξιολόγηση μεταξύ της τρέχουσας βέλτιστης λύσης και της νέας υποψήφιας λύσης. Μετά από αυτήν την επανάληψη τα περιεχόμενα της μνήμης αλλάζουν ως εξής: Όλες οι μη μηδενικές τιμές μειώνονται κατά ένα, ώστε να εκφράζουν το γεγονός ότι όλες οι καταγεγραμμένες αντιστροφές πραγματοποιήθηκαν μία επανάληψη νωρίτερα. Συγκεκριμένα, η τιμή Μ (3) = 1 αλλάζει σε Μ (3) = 0, δηλαδή, μετά από πέντε επαναλήψεις το γεγονός ότι το τρίτο bit αντιστράφηκε σβήνεται από την μνήμη. Επίσης, εφόσον η επιλεγμένη νέα τρέχουσα λύση προέκυψε από την αντιστροφή του πέμπτου bit, η τιμή Μ (5) αλλάζει από μηδέν σε πέντε (για τις επόμενες πέντε επαναλήψεις, αυτή η θέση είναι απαγορευμένη). Άρα, μετά την έκτη επανάληψη τα περιεχόμενα της μνήμης θα είναι αυτά που περιγράφονται στο σχήμα 5.7.
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Σχ. 5.7. Τα περιεχόμενα της μνήμης μετά από έξι επαναλήψεις

Με παρόμοιο τρόπο εκτελούνται και άλλες επαναλήψεις. Σε κάθε στάδιο, υπάρχει μία τρέχουσα λύση υπό επεξεργασία, η οποία καθορίζει μία γειτονική περιοχή, και από αυτήν την γειτονική περιοχή, οι απαγορευμένες λύσεις διαγράφονται από την πιθανή αναζήτηση. 

Ωστόσο, μία τέτοια μέθοδος είναι ίσως αρκετά περιοριστική. Έστω ότι ένα από τα απαγορευμένα γειτονικά σημεία x6 παρέχει ένα τέλειο αποτέλεσμα αξιολόγησης. Ένα αποτέλεσμα πολύ καλύτερο από το αποτέλεσμα οποιασδήποτε λύσης που λάβαμε υπόψη προηγούμενα. Ίσως να έπρεπε, να κάνουμε πιο ευέλικτη την αναζήτηση. Εάν βρούμε μία σημαντική λύση, να μπορούμε να ξεχάσουμε τελείως τις αρχές
. Για να γίνει λοιπόν η αναζήτηση  πιο ευέλικτη, η αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) εξετάζει τις λύσεις από ολόκληρη την γειτονική περιοχή, τις αξιολογεί όλες, και υπό κανονικές συνθήκες επιλέγει μία μη απαγορευμένη λύση ως την επόμενη τρέχουσα λύση, ανεξάρτητα από το εάν αυτή η μη απαγορευμένη λύση έχει καλύτερο αποτέλεσμα αξιολόγησης ή όχι σε σχέση με την τρέχουσα λύση. Υπό «ειδικές» όμως συνθήκες, δηλαδή εάν βρούμε μία «εξαίρετη» απαγορευμένη λύση στην γειτονική περιοχή, τότε αυτή η καλύτερη λύση λαμβάνεται ως το επόμενο σημείο. Αυτή η υπερίσχυση της απαγορευμένης λύσης συμβαίνει όταν ικανοποιηθεί το λεγόμενο κριτήριο υπέρβασης (aspiration criterion).

Φυσικά υπάρχουν και άλλες πιθανότητες για την αύξηση της ευελιξίας της αναζήτησης. Για παράδειγμα, μπορούμε να αλλάξουμε την προηγούμενη αιτιοκρατική διαδικασία επιλογής σε μία πιθανοτική μέθοδο, όπου οι καλύτερες λύσεις έχουν μία αυξημένη πιθανότητα επιλογής. Επίσης, μπορούμε να αλλάξουμε τον ορίζοντα μνήμης κατά την αναζήτηση: μερικές φορές είναι χρήσιμο να θυμόμαστε «περισσότερα» και άλλες φορές «λιγότερα» (πχ., όταν ο αλγόριθμος αναρριχάται σε μία υποσχόμενη περιοχή του χώρου αναζήτησης). Μπορούμε, επίσης, να συνδέσουμε αυτόν τον ορίζοντα μνήμης με το μέγεθος του προβλήματος (π.χ.,να θυμόμαστε τις τελευταίες 
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κινήσεις, όπου n παρέχει ένα μέτρο της «χρονικής» στιγμής του προβλήματος).

Μία άλλη δυνατότητα παρουσιάζει ακόμα μεγαλύτερο ενδιαφέρον! Η δομή μνήμης που εξετάσαμε έως τώρα μπορεί να ονομαστεί μνήμη βάσει παλαιότητας (recency-based memory), καθώς καταγράφει μόνο ορισμένες ενέργειες κάποιων τελευταίων επαναλήψεων. Αυτή η δομή μπορεί να επεκταθεί με την λεγόμενη μνήμη βάσει συχνότητας (frequency-based memory), η οποία λειτουργεί με βάση έναν μεγαλύτερο χρονικό ορίζοντα. Για παράδειγμα (σχετικά με το πρόβλημα SAT που μελετήσαμε νωρίτερα), ένα διάνυσμα Η μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως μία μακροπρόθεσμη μνήμη. Αυτό το διάνυσμα αρχικοποιείται σε 0 και σε κάθε στάδιο της αναζήτησης η καταχώρηση

H (i) = j
ερμηνεύεται ως «κατά τις τελευταίες h επαναλήψεις του αλγόριθμου, το i-οστο bit μετακινήθηκε j φορές.» Συνήθως, η τιμή του ορίζοντα h  είναι αρκετά υψηλή, τουλάχιστον σε σύγκριση με τον ορίζοντα της μνήμης βάσει παλαιότητας. Συνεπώς, μετά από πχ.100 επαναλήψεις με h = 50, η μακροπρόθεσμη μνήμη Η θα έχει τις τιμές που περιγράφονται στο σχήμα 5.8.
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Σχ. 5.8. Τα περιεχόμενα της μνήμης βάσει συχνότητας μετά από 100 επαναλήψεις (ορίζοντας h = 50).

Aυτοί οι αριθμοί συχνότητας δείχνουν την κατανομή των κινήσεων κατά τη διάρκεια των τελευταίων 50 επαναλήψεων. Πώς μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε αυτές τις πληροφορίες; Σύμφωνα με τις αρχές της αναζήτησης απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search), αυτός ο τύπος μνήμης θα μπορούσε να αποδειχτεί χρήσιμος στο να προσδώσουμε ποικιλία (diversify) στην αναζήτηση. Για παράδειγμα, η μνήμη βάσει συχνότητας παρέχει πληροφορίες σχετικά με τις μετακινήσεις που εκτελέστηκαν λιγότερο (δηλαδή, λιγότερο συχνές) ή δεν εκτελέστηκαν καθόλου, και έτσι μπορούμε να διευρύνουμε την αναζήτηση εξερευνώντας αυτές τις πιθανότητες.

Η χρήση της μακροπρόθεσμης μνήμης στην αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) περιορίζεται συνήθως σε ορισμένες ειδικές περιπτώσεις. Για παράδειγμα, στην περίπτωση που όλες οι μη απαγορευμένες κινήσεις οδηγούν σε μία χειρότερη λύση. Αυτή είναι πράγματι μία ειδική περίπτωση: όλες οι επιτρεπτές κατευθύνσεις οδηγούν σε κατώτερες λύσεις! Συνεπώς, για να καταλήξουμε στην κατάλληλη απόφαση σχετικά με το ποια κατεύθυνση θα εξερευνήσουμε στην συνέχεια, θα πρέπει μάλλον να αναφερθούμε στα περιεχόμενα της μακροπρόθεσμης μνήμης. 

Σε αυτήν την περίπτωση υπάρχουν πολλές πιθανότητες για συμπερίληψη αυτών των πληροφοριών στην διαδικασία λήψης αποφάσεων. Η πιο συνηθισμένη προσέγγιση καθιστά τις συχνότερες κινήσεις λιγότερο ελκυστικές. Συνήθως, η τιμή του αποτελέσματος αξιολόγησης μειώνεται από κάποιο είδος ποινής που εξαρτάται από την συχνότητα, και το τελικό αποτέλεσμα υποδηλώνει τον νικητή.

Για να κατανοήσουμε καλύτερα αυτήν την περίπτωση θα χρησιμοποιήσουμε ένα παράδειγμα. Ας υποθέσουμε ότι η τιμή της τρέχουσας λύσης x για το πρόβλημα SAT είναι 35. Όλες οι μη απαγορευμένες αναστροφές πχ. στα bit 2, 3 και 7 παρέχουν τιμές 30, 33 και 31 αντίστοιχα, και καμία από τις απαγορευμένες κινήσεις δεν παρέχει τιμή μεγαλύτερη από 37 (η υψηλότερη τιμή έως τώρα). Επομένως, δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε το κριτήριο υπέρβασης. Σε αυτές τις περιπτώσεις χρησιμοποιούμε την μνήμη βάσει συχνότητας (δείτε σχήμα 5.8). Έστω ότι η εξίσωση αξιολόγησης για μία νέα λύση x' που χρησιμοποιείται σε τέτοιες περιπτώσεις είναι

eval(x') – penalty (x'),

όπου eval επιστρέφει την τιμή της αρχικής συνάρτησης αξιολόγησης (δηλαδή, 30, 33 και 31 αντίστοιχα, για λύσεις που δημιουργήθηκαν από την αντιστροφή του 2ου, 3ου και 7ου bit), και

penalty(x') = 0.7 · H(i),

όπου 0.7 χρησιμεύει ως συντελεστής και H(i) είναι η τιμή που χρησιμοποιήσαμε από την μακροπρόθεσμη μνήμη Η:

7 – για μία λύση που δημιουργήθηκε από την μετακίνηση του 2ου bit
11– για μία λύση που δημιουργήθηκε από την μετακίνηση του 3ου bit
1– για μία λύση που δημιουργήθηκε από την μετακίνηση του 7ου bit.

Τα νέα αποτελέσματα για τις τρεις πιθανές λύσεις θα είναι

30 – 0.7 · 7 = 25.1, 33 – 0.7 · 11 = 25.3, και 31 – 0.7 · 1 = 30.3,

και έτσι η τρίτη λύση (δηλαδή, η μετακίνηση του 7ου bit) είναι αυτή που επιλέγουμε. 

Η παραπάνω δυνατότητα συμπερίληψης των τιμών συχνότητας σε ένα μέτρο ποινής για την αξιολόγηση λύσεων προσδίδει ποικιλία στην αναζήτηση. Φυσικά, υπάρχουν πολλές άλλες δυνατότητες σχετικά με την αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search). Για παράδειγμα, εάν πρέπει να επιλέξουμε μία απαγορευμένη κίνηση, θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε έναν πρόσθετο κανόνα (την λεγόμενη υπέρβαση εξ ορισμού/aspiration by default) για να επιλέξουμε μία κίνηση που θα είναι η «πιο παλιά» από όσες εξετάσαμε. Επίσης, θα ήταν σκόπιμο να αποθηκεύσουμε στην μνήμη όχι μόνο το σύνολο των πρόσφατων κινήσεων, αλλά και εάν αυτές οι κινήσεις δημιούργησαν ή όχι μία βελτίωση. Αυτές οι πληροφορίες μπορούν να ενσωματωθούν στις αποφάσεις αναζήτησης (υπέρβαση κατά κατεύθυνση αναζήτησης/aspiration by search direction). Επιπλέον, θα ήταν χρήσιμο να μελετήσουμε την έννοια της επίδρασης (influence) που υπολογίζει τον βαθμό αλλαγής της νέας λύσης, είτε όσον αφορά στην απόσταση μεταξύ της νέας και της παλιάς λύσης, ή εάν ασχολούμαστε με ένα πρόβλημα περιορισμού, ίσως και της αλλαγής του εφικτού ή όχι της λύσης. Ο συλλογισμός που συνδέεται με την επίδραση (influence) είναι, ότι μία συγκεκριμένη κίνηση έχει μεγαλύτερη επίδραση εάν πραγματοποιήθηκε ένα αντίστοιχο «μεγαλύτερο» βήμα από την παλιά στην νέα λύση. Αυτές οι πληροφορίες μπορούν, επίσης, να συμπεριληφθούν στην αναζήτηση (η λεγόμενη υπέρβαση κατά επίδραση/aspiration by influence). Για περισσότερες λεπτομέρειες σχετικά με το πλήθος των διαθέσιμων δυνατοτήτων στην αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) καθώς και ορισμένες πρακτικές πληροφορίες για εφαρμογή δείτε [22].

Θα ολοκληρώσουμε αυτό το κεφάλαιο με ένα ακόμα παράδειγμα πιθανών δομών που χρησιμοποιούνται στην αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) κατά την προσέγγιση του προβλήματος TSP. Για αυτό το πρόβλημα, θα εξετάσουμε κινήσεις που εναλλάσσουν (swap) δύο πόλεις σε μία συγκεκριμένη λύση
. Η λύση που ακολουθεί (για ένα TSP οκτώ πόλεων),

(2, 4, 7, 5, 1, 8, 3, 6),

έχει 28 γειτονικά σημεία, αφού υπάρχουν 28 διαφορετικά ζεύγη πόλεων, δηλαδή: 
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, τα οποία μπορούμε να εναλλάξουμε. Άρα, για μία μνήμη βάσει παλαιότητας (recency-based memory) μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την δομή που περιγράφεται στο σχήμα 5.9, όπου η εναλλαγή των πόλεων i και j καταγράφεται στην iοστη σειρά και την jοστη στήλη (για i < j). Προσέξτε ότι ερμηνεύουμε i και j ως πόλεις και όχι ως τις θέσεις τους στο διάνυσμα λύσης, αλλά αυτό θα ήταν ίσως μία ακόμα πιθανότητα που θα μπορούσαμε να εξετάσουμε. Επίσης, η ίδια δομή μπορεί να χρησιμοποιηθεί και στην μνήμη βάσει συχνότητας. 
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Σχ. 5.9. Η δομή της μνήμης βάσει παλαιότητας για το TSP
Για λόγους σαφήνειας, όπως και στο προηγούμενο πρόβλημα SAT, θα διατηρήσουμε τον αριθμό των υπόλοιπων επαναλήψεων για τις οποίες μία δεδομένη εναλλαγή παραμένει στην απαγορευμένη λίστα (μνήμη βάσει παλαιότητας), ενώ η μνήμη βάσει συχνότητας θα καταδείξει τα σύνολα όλων των εναλλαγών που πραγματοποιήθηκαν μέσα σε έναν ορισμένο ορίζοντα h. Ας υποθέσουμε ότι αμφότερες οι μνήμες αρχικοποιήθηκαν στο μηδέν και ολοκληρώθηκαν 500 επαναλήψεις της αναζήτησης. Τότε, η τρέχουσα κατάσταση της αναζήτησης θα ήταν η ακόλουθη: Η τρέχουσα λύση είναι

(7, 3, 5, 6, 1, 2, 4, 8)

με συνολικό μήκος διαδρομής 173. Η βέλτιστη λύση κατά την διάρκεια αυτών των 500 επαναλήψεων αποδίδει μία τιμή 171. Η κατάσταση των μνημών βάσει παλαιότητας και βάσει συχνότητας εμφανίζεται στα σχήματα 5.10 και 5.11 αντίστοιχα. 
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Σχ. 5.10. Τα περιεχόμενα της μνήμης βάσει παλαιότητας Μ για το TSP μετά από 500 επαναλήψεις. Ο ορίζοντας είναι πέντε επαναλήψεις.
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Σχ. 5.11. Τα περιεχόμενα της μνήμης βάσει συχνότητας F για το TSP μετά από 500 επαναλήψεις. Ο ορίζοντας είναι 50 επαναλήψεις.

Όπως και στο πρόβλημα SAT, είναι εύκολο να ερμηνεύσουμε τους αριθμούς σε αυτές τις μνήμες. Η τιμή Μ(2, 6) = 5 δείχνει ότι η πιο πρόσφατη εναλλαγή εκτελέστηκε για τις πόλεις 2 και 6, δηλαδή, η πρόσφατα τρέχουσα λύση ήταν

(7, 3, 5, 2, 1, 6, 4, 8).

Άρα, η εναλλαγή των πόλεων  2 και 6 είναι απαγορευμένη για τις επόμενες πέντε επαναλήψεις. Ομοίως, οι εναλλαγές των πόλεων 1 και 4, 3 και 7, 4 και 5, και 5 και 8, βρίσκονται επίσης στην απαγορευμένη λίστα. Από αυτές, η εναλλαγή μεταξύ των πόλεων 1 και 4 είναι η παλαιότερη (δηλαδή, εκτελέστηκε πέντε επαναλήψεις πριν) και αυτή η εναλλαγή θα αφαιρεθεί από την απαγορευμένη λίστα μετά από την επόμενη επανάληψη. Να θυμάστε ότι μόνο 5 εναλλαγές (από τις 28 πιθανές εναλλαγές) είναι απαγορευμένες (tabu).

Η μνήμη βάσει συχνότητας παρέχει ορισμένα πρόσθετα στατιστικά στοιχεία της αναζήτησης. Φαίνεται ότι η εναλλαγή των πόλεων 7 και 8 ήταν η συχνότερη (συνέβη 6 φορές στις τελευταίες 50 εναλλαγές), και υπήρχαν ζεύγη πόλεων (όπως τα 3 και 8) που δεν άλλαξαν κατά τη διάρκεια των τελευταίων 50 επαναλήψεων.

Η γειτονική περιοχή μίας διαδρομής καθορίστηκε από μία πράξη εναλλαγής (swap operation) μεταξύ των δύο πόλεων στην διαδρομή. Αυτή η γειτονική περιοχή δεν είναι η βέλτιστη λύση ούτε για την αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) ούτε για την προσομοιωμένη ανόπτηση. Πολλοί μελετητές έχουν επιλέξει μεγαλύτερες γειτονικές περιοχές. Για παράδειγμα, ο Knox [23] εξέτασε γειτονικές περιοχές με βάση μία κίνηση 2 εναλλαγών(2-interchange move) (δείτε το σχήμα 3.6) που καθορίστηκε με την διαγραφή δύο μη παρακείμενων ακμών από την τρέχουσα διαδρομή και την προσθήκη δύο άλλων ακμών για την απόκτηση μίας νέας εφικτής διαδρομής. Η δομή μίας συγκεκριμένης εφαρμογής της αναζήτησης απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) που αναφέρθηκε στο [23] φαίνεται στο σχήμα 5.12.:

procedure αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων
begin

δοκιμές←0


repeat


δημιούργησε μια διαδρομή


count←0



repeat
αναγνώρισε ένα σύνολο Τ από κινήσεις 2 εναλλαγών (2-intechange)

επέλεξε την πιο αποδεκτή (admissible) κίνηση του συνόλου Τ

πραγματοποίησε κατάλληλη κίνηση 2 εναλλαγών (2-intechange)

ενημέρωσε την απαγορευμένη (tabu) λίστα και τις άλλες μεταβλητές 

if   η νέα διαδρομή είναι η «μέχρι στιγμής καλύτερη», για μια δεδομένη τιμή της μεταβλητής ‘δοκιμές’

 then «ενημέρωσε» την τοπική πληροφορία για την καλύτερη διαδρομή (update local best tour information)

count←count+1

until count = ITER
δοκιμές←δοκιμές +1 
if   η τρέχουσα διαδρομή είναι η «μέχρι στιγμής καλύτερη» (για όλες τις τιμές της μεταβλητής ‘δοκιμές’)

 then «ενημέρωσε» την γενική πληροφορία για την καλύτερη διαδρομή (update global best tour information)

until δοκιμές=MAX-TRIES

end
Σχ. 5.12. Συγκεκριμένη εφαρμογή της αναζήτησης απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) για το TSP
Ο Κnox [23] κατέστησε μία διαδρομή απαγορευμένη, εάν αμφότερες οι προστιθέμενες ακμές της εναλλαγής βρίσκονταν στην απαγορευμένη λίστα. Η απαγορευμένη λίστα ενημερωνόταν με την τοποθέτηση των πρόσθετων ακμών στην λίστα (οι διεγραμμένες ακμές παραβλεπόταν). Επίσης, η απαγορευμένη λίστα είχε καθορισμένο μέγεθος. Κάθε φορά που συμπληρώνονταν, το παλαιότερο στοιχείο στη λίστα αντικαθίστατο από την νέα διεγραμμένη ακμή. Στην αρχή, η λίστα ήταν κενή και όλα τα στοιχεία της λίστας υπέρβασης (aspiration list) ήταν καθορισμένα σε υψηλές τιμές. Προσέξτε ότι ο αλγόριθμος εξετάζει όλα τα γειτονικά σημεία, δηλαδή, όλες τις διαδρομές 2 εναλλαγών.
Ο Knox [23] υπέδειξε ότι τα βέλτιστα αποτελέσματα επιτεύχθηκαν όταν

· Το μήκος της απαγορευμένης λίστας ήταν 3n (όπου n ο αριθμός των πόλεων του προβλήματος)

· Μία υποψήφια διαδρομή μπορούσε να υπερισχύσει της  απαγορευμένης κατάστασης, εάν αμφότερες οι ακμές πετύχαιναν σε ένα τεστ υπέρβασης (aspiration test), το οποίο θα συνέκρινε το μήκος της διαδρομής με τιμές υπέρβασης για αμφότερες τις πρόσθετες ακμές. Εάν το μήκος της διαδρομής ήταν καλύτερο (δηλαδή, μικρότερο) από αμφότερες τις τιμές υπέρβασης, τότε το τεστ ήταν επιτυχές.

· Οι τιμές που υπάρχουν στην λίστα υπέρβασης (aspiration list) ήταν τα κόστη της διαδρομής πριν την εναλλαγή (interchange).

· Ο αριθμός των αναζητήσεων (MAX-TRIES) και ο αριθμός των εναλλαγών (ITER) εξαρτάται από το μέγεθος του προβλήματος. Για προβλήματα 100 ή λιγότερων πόλεων, το MAX-TRIES ήταν 4, και το ITER ήταν καθορισμένο σε 0.0003 · n4.

Φυσικά, υπάρχουν πολλές άλλες δυνατές προσεγγίσεις για την εφαρμογή των απαγορευμένων λιστών, των κριτηρίων υπέρβασης, για την δημιουργία αρχικών διαδρομών, κλπ. Το παραπάνω παράδειγμα περιγράφει μία μόνο δυνατή εφαρμογή της αναζήτησης απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) για το TSP. Θα μπορούσατε να δημιουργήσετε αρχικές διαδρομές τυχαία, ή με κάποιο άλλο μέσο για να εξασφαλίσετε ποικιλία (diversity). Ο μέγιστος αριθμός επαναλήψεων μπορεί να είναι κάποια συνάρτηση της βελτίωσης που εκτελέστηκε έως τώρα. Δεν υπάρχει αμφιβολία, ότι μπορείτε και εσείς να φανταστείτε πολλές άλλες  δυνατές προσεγγίσεις. 

5.3 Περίληψη

Η προσομοιωμένη ανόπτηση και η αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) σχεδιάστηκαν με σκοπό τον απεγκλωβισμό από τα τοπικά βέλτιστα. Ωστόσο, διαφέρουν στις μεθόδους που χρησιμοποιούνται για την επίτευξη αυτού του σκοπού. Η αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) συνήθως καταφεύγει στις ανοδικές κινήσεις μόνο όταν εγκλωβιστεί σε τοπικά βέλτιστα, ενώ η προσομοιωμένη ανόπτηση μπορεί να πραγματοποιεί ανοδικές κινήσεις ανά πάσα στιγμή. Επιπλέον, η προσομοιωμένη ανόπτηση είναι ένας στοχαστικός αλγόριθμος, ενώ η αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) είναι αιτιοκρατική. 

Σε σύγκριση με τους κλασικούς αλγόριθμους που περιγράφτηκαν στο κεφάλαιο 4, θα παρατηρήσατε ότι τόσο η προσομοιωμένη ανόπτηση όσο και η αναζήτηση απαγορευμένων καταστάσεων (tabu search) λειτουργούν με πλήρεις λύσεις (όπως και οι τεχνικές στο κεφάλαιο 3). Σε οποιαδήποτε επανάληψη διακόψετε αυτούς τους αλγόριθμους θα έχετε έτοιμη μία λύση. Όμως υπάρχει μία μικρή διαφορά ανάμεσα σε αυτές τις μεθόδους και στις κλασικές τεχνικές. Οι μέθοδοι προσομοιωμένης ανόπτησης και αναζήτησης απαγορευμένων καταστάσεων έχουν περισσότερες παραμέτρους που πρέπει να λάβετε υπόψη, όπως η θερμοκρασία, ο ρυθμός μείωσης, η μνήμη, κλπ. Ενώ οι κλασικές μέθοδοι σχεδιάστηκαν για να βρίσκουν απλά και μόνο μία απάντηση, σε αυτές τις μεθόδους θα πρέπει να σκέφτεστε όχι μόνο εάν ο αλγόριθμος είναι κατάλληλος ή όχι, για το πρόβλημά σας αλλά και τον τρόπο επιλογής των παραμέτρων του αλγόριθμου, έτσι ώστε να αποδίδουν την βέλτιστη λύση. Αυτό είναι ένα γενικό ζήτημα που συνοδεύει την μεγάλη πλειοψηφία των αλγορίθμων που μπορούν να ξεφύγουν από τα τοπικά βέλτιστα. Όσο πιο περίπλοκη είναι η μέθοδος, τόσο περισσότερο θα πρέπει να σκέφτεστε, σχετικά με τον τρόπο που θα την χρησιμοποιήσετε.
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VI. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΑ ΤΕΧΝΗΤΑ ΝΕΥΡΩΝΙΚΑ ΔΙΚΤΥΑ
6.1. Εισαγωγή

Τα Τεχνητά Νευρωνικά Δίκτυα – ΤΝΔ - (Artificial Neural Networks - ANN) ή πιο απλά Νευρωνικά Δίκτυα (ΝΔ) είναι απλοποιημένα μοντέλα του κεντρικού νευρικού συστήματος. Είναι δίκτυα, από διασυνδεδεμένα νευρωνικά υπολογιστικά στοιχεία, που έχουν την ικανότητα να ανταποκρίνονται σε ερεθίσματα που δέχονται στην είσοδό τους και να μαθαίνουν να προσαρμόζονται στο περιβάλλον τους [Patterson, 1996]. 

Από πολλούς ερευνητές του χώρου πιστεύεται ότι τα νευρωνικά δίκτυα αποτελούν μια από τις πλέον υποσχόμενες προσεγγίσεις για τη δημιουργία αληθινά νοημόνων υπολογιστικών συστημάτων και πως η χρήση κατανεμημένων παράλληλων υπολογισμών, όπως αυτοί που πραγματοποιούνται στα νευρωνικά δίκτυα, είναι ο καλύτερος τρόπος για να ξεπεράσουμε την συνδυαστική έκρηξη που σχετίζεται με τους συμβολικούς σειριακούς υπολογισμούς όταν χρησιμοποιούμε υπολογιστικές αρχιτεκτονικές von Neumann. Το πιο τρανταχτό επιχείρημα που συντείνει σε αυτήν την άποψη είναι ο ίδιος ο ανθρώπινος εγκέφαλος. 

Εκτιμάται ότι ο μέσος ανθρώπινος εγκέφαλος αποτελείται από 109 νευρώνες (neurons) που συνδέονται μεταξύ τους, κατά διαφόρους τρόπους, με 1012 συνάψεις (synapses). Αυτό έχει ως αποτέλεσμα ένα πολύ πολύπλοκο δίκτυο το οποίο όμως είναι μια ασύλληπτα αποτελεσματική δομή. Τυπικά, οι βιολογικοί νευρώνες είναι 5-6 τάξεις μεγέθους αργότεροι από τις λογικές πύλες σιλικόνης. Γεγονότα σε ένα chip σιλικόνης συμβαίνουν στη χρονική κλίμακα της τάξης του nsec (10-9 sec), ενώ τα νευρωνικά γεγονότα συμβαίνουν σε χρονικές κλίμακες της τάξης του msec (10-3 sec). Ο εγκέφαλος, όμως, αντισταθμίζει το σχετικά αργό ρυθμό λειτουργίας των νευρώνων του με μαζικές αλληλοσυνδέσεις μεταξύ τους. Έτσι ο εγκέφαλος είναι ένας πολύ πολύπλοκος, μη-γραμμικός και μαζικά παράλληλος υπολογιστής. Έχει τη δυνατότητα να οργανώνει τους νευρώνες έτσι ώστε να εκτελεί συγκεκριμένους υπολογισμούς πολύ πιο γρήγορα από τους πιο γρήγορους ψηφιακούς υπολογιστές που υπάρχουν σήμερα. Χαρακτηριστικό είναι το παράδειγμα της όρασης όπου το σύστημα όρασης του ανθρώπου είναι κατά πολύ ανώτερο από το καλύτερο τεχνητό σύστημα όρασης που υπάρχει σήμερα, τόσο σε ταχύτητα όσο και σε απόδοση. 

Τα ΤΝΔ «μοιάζουν» με τον εγκέφαλο κυρίως στα εξής:

* Η γνώση αποκτάται από το δίκτυο μέσα από μία διαδικασία μάθησης - εκπαίδευσης.

* Η γνώση αποθηκεύεται στις δυνάμεις σύνδεσης των νευρώνων, γνωστές σαν συναπτικά (synaptic) βάρη.

Η θεμελιώδης μονάδα επεξεργασίας πληροφορίας στα τεχνητά Νευρωνικά Δίκτυα είναι ο νευρώνας (neuron) ή κόμβος (node) το μοντέλο του οποίου θα περιγράψουμε στη συνέχεια του εκπαιδευτικού υλικού. 

Βασικές Αρχιτεκτονικές - Δομές

Ο τρόπος με τον οποίο οι νευρώνες ενός Νευρωνικού Δικτύου δομούνται, είναι στενά συνδεδεμένος με τον αλγόριθμο μάθησης που χρησιμοποιείται για την εκπαίδευση του δικτύου. Μπορούμε να διακρίνουμε τρεις διαφορετικές κλάσεις αρχιτεκτονικών δομών ανάλογα με τον τρόπο οργάνωσης των νευρώνων: τα Δίκτυα εμπρόσθιας-τροφοδότησης ενός-επιπέδου, τα Δίκτυα εμπρόσθιας-τροφοδότησης πολλαπλών-επιπέδων και τα Αναδρομικά Δίκτυα 

· Δίκτυα εμπρόσθιας τροφοδότησης ενός επιπέδου: Σε ένα τέτοιο δίκτυο, οι νευρώνες είναι οργανωμένοι σε μορφή επιπέδων. Οι νευρώνες του επιπέδου εισόδου δείχνουν στους νευρώνες του επόμενου επιπέδου αλλά όχι  αντίστροφα. Η ροή του σήματος είναι από το επίπεδο εισόδου προς το επίπεδο εξόδου. Οι νευρώνες εισόδου απλά «μεταφέρουν» το σήμα στο επίπεδο εξόδου χωρίς να κάνουν καμία επεξεργασία, ενώ οι νευρώνες εξόδου είναι υπολογιστικοί νευρώνες που ακολουθούν το μοντέλο του νευρώνα. Ένα παράδειγμα τέτοιου δικτύου φαίνεται στο σχήμα 1.1.

· Δίκτυα εμπρόσθιας τροφοδότησης πολλαπλών επιπέδων: Εδώ έχουμε περισσότερα του ενός κρυφά επίπεδα, των οποίων οι νευρώνες ονομάζονται «κρυφοί νευρώνες». Τυπικά, οι νευρώνες σε κάθε επίπεδο έχουν σαν εισόδους τα σήματα εξόδου του προηγούμενου μόνο επιπέδου. Η ροή του σήματος είναι από το επίπεδο εισόδου προς το επίπεδο εξόδου μέσω των κρυφών επιπέδων. Και εδώ οι νευρώνες εισόδου απλά «μεταφέρουν» το σήμα στο επόμενο επίπεδο χωρίς να κάνουν καμία επεξεργασία, ενώ οι κρυφοί νευρώνες και οι νευρώνες εξόδου είναι υπολογιστικοί νευρώνες που ακολουθούν το μοντέλο του νευρώνα. Ένα παράδειγμα τέτοιου δικτύου φαίνεται στο σχήμα 1.2.
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Σχήμα 1.1 Ένα Δίκτυο εμπρόσθιας τροφοδότησης ενός επιπέδου
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Σχήμα 1.2 Ένα δίκτυο εμπρόσθιας τροφοδότησης δύο επιπέδων

Οι δύο προηγούμενες κατηγορίες μπορεί να είναι είτε πλήρως συνδεδεμένες, δηλαδή οι νευρώνες του ενός επιπέδου συνδέονται με όλους του επόμενου, είτε μερικώς συνδεδεμένες.

· Αναδρομικά Δίκτυα: Σε αυτή την κατηγορία δικτύων έχουμε την ύπαρξη τουλάχιστον μιας ανάδρασης. Δηλαδή η έξοδος κάθε νευρώνα του δικτύου ανατροφοδοτεί την είσοδο των άλλων νευρώνων του ιδίου επιπέδου και σε μερικές περιπτώσεις ακόμα και την δική του είσοδο. Ένα παράδειγμα τέτοιου δικτύου φαίνεται στο σχήμα 1.3.
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Σχήμα 1.3 Παράδειγμα αναδρομικού Δικτύου

Μάθηση – Αλγόριθμοι Μάθησης

Το πιο σημαντικό χαρακτηριστικό των τεχνητών Νευρωνικών Δικτύων είναι η ικανότητά τους να μαθαίνουν να επιτελούν ένα έργο μέσα από μια διαδικασία εκπαίδευσης με τη χρήση κάποιων παραδειγμάτων. Γενικά η μάθηση στα Νευρωνικά Δίκτυα ορίζεται ως [Haykin, 1994]: «μια διαδικασία με την οποία προσαρμόζονται οι ελεύθεροι παράμετροι (βάρη και κατώφλια) ενός Νευρωνικού Δικτύου μέσω μίας συνεχούς διαδικασίας διέγερσης από το περιβάλλον στο οποίο βρίσκεται το δίκτυο». Το είδος της μάθησης καθορίζεται από τον τρόπο με τον οποίο πραγματοποιούνται οι αλλαγές των παραμέτρων. 

Ο ορισμός της διαδικασίας μάθησης υπονοεί την ακόλουθη σειρά βημάτων [Haykin, 1994]:

1. Το Ν.Δ. «διεγείρεται» από το περιβάλλον.

2. Το Ν.Δ. υφίσταται αλλαγές ως συνέπεια αυτής της διέγερσης.

3. Το Ν.Δ. «απαντά» με έναν καινούργιο τρόπο στο περιβάλλον.

Εξίσου σημαντική με την μάθηση είναι όμως και η ικανότητα που έχουν τα Ν.Δ. να γενικεύουν. Με τον όρο γενίκευση εννοούμε τη δυνατότητα των Νευρωνικών Δικτύων να «εργάζονται» και με παραδείγματα που ΔΕΝ έχουν χρησιμοποιηθεί κατά τη φάση της εκπαίδευσης. Χωρίς αυτήν την ικανότητα τα Νευρωνικά Δίκτυα θα μπορούσαν, απλώς, να επεξεργάζονται πληροφορία που είχαν μάθει και τίποτα παραπάνω. 

Η εκπαίδευση των δικτύων επιτυγχάνεται με την χρήση κάποιων αλγορίθμων που καλούνται αλγόριθμοι εκπαίδευσης ή μάθησης (training or learning algorithms). Γενικά, υπάρχουν πολλοί διαφορετικοί αλγόριθμοι για την εκπαίδευση δικτύων και αρκετές παραλλαγές τους, οι οποίοι όμως μπορούν να ταξινομηθούν σε τρεις γενικές κατηγορίες [Patterson, 1996]: Επιβλεπόμενη (Supervised), Ενισχυτική (Reinforcement) και Μη-επιβλεπόμενη (Unsupervised). 

· Στην επιβλεπόμενη μάθηση υποθέτουμε την παρουσία ενός δασκάλου κατά τη διάρκεια της διαδικασίας της εκπαίδευσης. Έτσι κάθε δείγμα που χρησιμοποιείται για την εκπαίδευση του δικτύου (δείγμα εκπαίδευσης - training pattern) αποτελείται από ένα δείγμα εισόδου (input pattern) και ένα δείγμα επιθυμητής εξόδου (desired or target output pattern). Κατά τη διάρκεια της εκπαίδευσης γίνεται σύγκριση μεταξύ της εξόδου που υπολογίζει το δίκτυο δίνοντας του σαν είσοδο το δείγμα εισόδου και της επιθυμητής εξόδου όπως αυτή καθορίζεται από το δείγμα επιθυμητής εξόδου, προκειμένου να καθοριστεί το λάθος. Το λάθος στη συνέχεια χρησιμοποιείται για να μεταβληθούν οι ελεύθερες παράμετροι του δικτύου (δηλαδή τα βάρη και τα κατώφλια) έτσι ώστε να βελτιωθεί η απόδοσή του. Η διαδικασία της διόρθωσης της τιμής των ελευθέρων παραμέτρων επαναλαμβάνεται έως ότου οι τιμές τους συγκλίνουν σε ένα σύνολο τιμών τέτοιο ώστε το δίκτυο να είναι ικανό να επιτελέσει το έργο για το οποίο εκπαιδευόταν. 

· Στην ενισχυτική μάθηση υποθέτουμε και πάλι την ύπαρξη δασκάλου, αλλά σε αντίθεση με την επιβλεπόμενη μάθηση, δεν παρέχουμε στο δίκτυο τη σωστή απάντηση (δηλαδή το επιθυμητό διάνυσμα εξόδου). Αντί αυτού, δίνουμε μια ένδειξη για το αν η έξοδος που υπολογίζεται είναι σωστή ή λάθος. Το δίκτυο θα πρέπει, στη συνέχεια, να χρησιμοποιήσει αυτήν την πληροφορία, που του παρέχει ο δάσκαλος, προκειμένου να βελτιώσει την απόδοσή του. Τυπικά, δίνεται μια ανταμοιβή, ενισχύοντας τα βάρη των κόμβων που δίνουν σωστή απάντηση και μια τιμωρία ελαττώνοντας τις τιμές των βαρών σε αυτούς τους κόμβους που δίνουν λάθος απάντηση.

· Στην μη-επιβλεπόμενη μάθηση δεν υπάρχει κάποιος δάσκαλος για να εφοδιάσει το δίκτυο με την σωστή απάντηση, δηλαδή τα δείγματα εκπαίδευσης αποτελούνται μόνο από τα δείγματα εισόδου και δεν περιέχουν δείγματα επιθυμητής εξόδου. Στην περίπτωση αυτή, λοιπόν, το σύστημα πρέπει να μάθει ανακαλύπτοντας και προσαρμόζοντας τον εαυτό του σε κάποια δομικά χαρακτηριστικά των διανυσμάτων εισόδου. Αυτό γίνεται ανακαλύπτοντας κάποιες στατιστικές κανονικότητες και ομαδοποιήσεις των δειγμάτων εισόδου. Ένα τέτοιο είδος μάθησης επιτυγχάνεται με την ενίσχυση επιλεγμένων βαρών προκειμένου το διάνυσμα εξόδου να ταιριάζει σε κεντρικά πρωτότυπα δείγματα εκπαίδευσης που είναι αντιπροσωπευτικά ενός συνόλου από παρόμοια δείγματα.

Από τις τρεις γενικές μεθοδολογίες εκπαίδευσης, που περιγράψαμε, αυτές που χρησιμοποιούνται περισσότερο είναι η επιβλεπόμενη και η μη-επιβλεπόμενη μάθηση ενώ η ενισχυτική μάθηση χρησιμοποιείται σπάνια.

Εφαρμογές

Τα Τ.Ν.Δ. βρίσκουν εφαρμογή σε ένα πολύ ευρύ φάσμα προβλημάτων τόσο από το χώρο της Πληροφορικής, των Επικοινωνιών και της Ηλεκτρολογίας όσο και σε πολλούς άλλους επιστημονικούς χώρους. Ένα δείγμα από διάφορες εφαρμογές τους είναι οι εξής:

Επεξεργασία σημάτων: π.χ. αφαίρεση θορύβου από τηλεφωνική γραμμή, αναγνώριση συστήματος, μοντελοποίηση σήματος κ.α.

Συστήματα ελέγχου: π.χ. πηδαλιούχηση πυραύλων, έλεγχος χημικών διεργασιών κ.α.

Αναγνώριση προτύπων: π.χ. αυτόματη αναγνώριση χειρόγραφων χαρακτήρων, αναγνώριση στόχων, αναγνώριση προσώπου και φωνής κ.α.

Ιατρική: π.χ. Αυτόματη διάγνωση και πρόταση κατάλληλης φαρμακευτικής αγωγής με βάση τα συμπτώματα ενός ασθενή.

Παραγωγή και αναγνώριση φωνής: π.χ. μετατροπή γραπτού κειμένου σε ηχητικό κείμενο και το αντίστροφο.

Οικονομικά: π.χ. πρόβλεψη τιμής μετοχών, αποτίμηση ρίσκου, συστήματα αγοροπωλησίας μετοχών κ.α.

Προβλήματα συνδυαστικής βελτιστοποίησης: π.χ. το πρόβλημα του περιοδεύοντος πωλητή (the traveling salesman problem).

Τα Τ.Ν.Δ. αποτελούν ένα επιστημονικό πεδίο με μικρή ιστορία σε σχέση με άλλα πεδία αλλά με πολύ λαμπρό μέλλον στα χρόνια που έρχονται. Γι’ αυτό είναι σημαντικό για κάθε επιστήμονα του χώρου της Πληροφορικής, και όχι μόνο, να έχει μια στοιχειώδη γνώση και εξοικείωση με αυτό το επιστημονικό πεδίο.

6.2. To μοντέλο του τεχνητού νευρώνα 

Ο νευρώνας (neuron) (ή κόμβος (node)) είναι η θεμελιώδης μονάδα επεξεργασίας πληροφορίας ενός Νευρωνικού Δικτύου. Στη συντριπτική πλειοψηφία των διαφορετικών ειδών Τεχνητών Νευρωνικών Δικτύων χρησιμοποιούνται υπολογιστικοί νευρώνες οι οποίοι ακολουθούν το μοντέλο του νευρώνα που παρουσιάζεται σε αυτή την ενότητα. Το μοντέλο του νευρώνα (σχήμα 2.1) [Haykin, 1999], αποτελεί μια «αφαίρεση» του μοντέλου του βιολογικού νευρώνα από τον οποίο και είναι εμπνευσμένο. 
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Σχήμα 2.1: Το μοντέλο ενός τεχνητού νευρώνα.

Τα βασικά στοιχεία αυτού του μοντέλου (αναφερόμαστε σε ένα «γενικό» νευρώνα k) είναι τα  εξής:

Ένα σύνολο από συνάψεις (synapses) ή συνδέσεις (connections), κάθε μια από τις οποίες χαρακτηρίζεται από ένα «βάρος» (weight ή synaptic weight). Συγκεκριμένα, ένα σήμα xj στην είσοδο της σύναψης j που συνδέεται στον νευρώνα k, πολλαπλασιάζεται με το συναπτικό βάρος wkj. 

Έναν αθροιστή (summer – summing junction) για την πρόσθεση των «ζυγισμένων» σημάτων εισόδου.

Ένα εξωτερικά εφαρμοζόμενο κατώφλι θκ (threshold), το οποίο πολλές φορές αναφέρεται και σαν πόλωση (bias - bk).

 Μια συνάρτηση ενεργοποίησης (activation function) φ() για την παραγωγή της εξόδου του νευρώνα. Η συνάρτηση ενεργοποίησης μπορεί να είναι γραμμική ή μη-γραμμική.  

Με μαθηματικούς όρους, ένας νευρώνας k περιγράφεται από τις παρακάτω εξισώσεις:
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όπου xj είναι τα σήματα εισόδου και τα wkj είναι τα βάρη του νευρώνα k με j = 1, 2, … , m. Το uk είναι η έξοδος του γραμμικού συνδυαστή του νευρώνα (ονομάζεται και net input), θk είναι το κατώφλι, υk είναι το δυναμικό ενεργοποίησης (activation potential), φ(•) είναι η συνάρτηση ενεργοποίησης και yk είναι το σήμα εξόδου του νευρώνα, που αναφέρεται και σαν πραγματική έξοδος. 

Το κατώφλι θκ είναι εξωτερική παράμετρος του νευρώνα k την οποία μπορούμε να τη θεωρήσουμε ως το βάρος w0k μιας σύναψης η οποία είναι συνδεδεμένη σε σταθερή είσοδο -1 (αντίστοιχα το bias μπορεί να θεωρηθεί ως ένα βάρος w0k=bk μιας σύναψης η οποία είναι συνδεδεμένη σε σταθερή είσοδο +1). Έτσι οι εξισώσεις (2.1), (2.2) και (2.3) διαμορφώνονται τώρα ως εξής: 
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Έτσι μπορούμε να αναδιαμορφώσουμε και τη σχηματική αναπαράσταση του μοντέλου του νευρώνα k, όπως φαίνεται στα σχήματα 2.2a και 2.2b τα οποία είναι ισοδύναμα με το μοντέλο του σχήματος 2.1.
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Σχήμα 2.2: Μοντέλα του νευρώνα.

Τύποι συναρτήσεων ενεργοποίησης

Η συνάρτηση ενεργοποίησης φ(•), καθορίζει την έξοδο του νευρώνα συναρτήσει του  δυναμικού ενεργοποίησης του νευρώνα. Υπάρχουν κυρίως τέσσερις (4) βασικοί τύποι συναρτήσεων ενεργοποίησης που χρησιμοποιούνται στα Τεχνητά Νευρωνικά Δίκτυα.

Συνάρτηση Κατωφλίου 

Για αυτόν τον τύπο συνάρτησης ενεργοποίησης έχουμε: 
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Και η έξοδος του νευρώνα k, που χρησιμοποιεί την παραπάνω συνάρτηση ενεργοποίησης, έχει τη μορφή: 
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Η ίδια συνάρτηση μπορεί να πάρει επίσης τη μορφή:  
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Οπότε στην περίπτωση αυτή η έξοδος γίνεται: 
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Στην περίπτωση που ο νευρώνας χρησιμοποιεί τη συνάρτηση κατωφλίου λέμε ότι ακολουθεί το μοντέλο McCulloch-Pitts [Haykin, 1999].

Τμηματικά Γραμμική Συνάρτηση 

Για την τμηματικά γραμμική συνάρτηση ισχύει: 
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Γραμμική

Για την γραμμική συνάρτηση ενεργοποίησης ισχύει: 
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Οπότε η αντίστοιχη έξοδος του νευρώνα που χρησιμοποιεί γραμμική συνάρτηση ενεργοποίησης θα είναι: 
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Η γραμμική συνάρτηση ενεργοποίησης χρησιμοποιείται κυρίως σε νευρώνες που βρίσκονται στο επίπεδο εξόδου ενός Νευρωνικού Δικτύου. 

Σιγμοειδής
Η σιγμοειδής είναι η πιο συνηθισμένη μορφή συνάρτησης ενεργοποίησης που χρησιμοποιείται στην κατασκευή Τεχνητών Νευρωνικών Δικτύων. Από τα διάφορα παραδείγματα σιγμοειδών συναρτήσεων αυτή που χρησιμοποιείται περισσότερο είναι η λογιστική συνάρτηση, η οποία ορίζεται από τη σχέση:
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Η παράμετρος α καθορίζει την κλίση της συνάρτησης.

6.3. Ο αλγόριθμος μάθησης του Perceptron 

Το Perceptron είναι η απλούστερη μορφή Νευρωνικού Δικτύου, το οποίο χρησιμοποιείται για την ταξινόμηση γραμμικά διαχωριζόμενων προτύπων.  Αποτελείται από ένα επίπεδο υπολογιστικών νευρώνων που ακολουθούν το μοντέλο McCulloch – Pitts. Ένα τέτοιο δίκτυο με 4 νευρώνες και 3 εισόδους απεικονίζεται στο σχήμα 3.1. Προκειμένου να εκπαιδευτεί ένα τέτοιο Ν.Δ. χρησιμοποιείται ο κανόνας του Rosenblatt [Haykin, 1999]. 
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Σχήμα 3.1 Ένα Perceptron με 3 εισόδους και 4 εξόδους

Για ευκολία, και χωρίς απώλεια της γενικότητας, στη συνέχεια της ενότητας θα μελετήσουμε ένα απλό perceptron αποτελούμενο μόνο από ένα νευρώνα, όπως φαίνεται στο σχήμα 3.2. 
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Σχήμα 3.2 Ένα απλό Perceptron αποτελούμενο από ένα νευρώνα

Το Perceptron του σχήματος που όπως είπαμε ακολουθεί το μοντέλο McCulloch – Pitts, περιγράφεται από τις ακόλουθες εξισώσεις:
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 EMBED Equation.DSMT4  
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όπου w1, w2, …, wm είναι τα συναπτικά βάρη, x1, x2, …, xm είναι οι αντίστοιχες είσοδοι και θ είναι το εξωτερικά εφαρμοζόμενο κατώφλι. Μερικές φορές σαν συνάρτηση ενεργοποίησης χρησιμοποιείται και η:
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Ο σκοπός του Perceptron είναι να ταξινομήσει σωστά το σύνολο των εισόδων (προτύπων) x1, x2, …, xm σε μία από τις δύο κλάσεις C1 και C2. Ο κανόνας απόφασης για την ταξινόμηση είναι να αναθέτει το σημείο που αναπαριστούν τα x1, x2, …, xm στην κλάση C1, εάν η έξοδος y του Perceptron είναι +1 και στην κλάση C2 εάν η έξοδος y του Perceptron είναι -1.

Προκειμένου να κατανοήσουμε καλύτερα τη συμπεριφορά του Perceptron συνηθίζεται να σχεδιάζουμε τις περιοχές απόφασης στον m-διάστατο χώρο που παράγουν οι μεταβλητές εισόδου x1, x2, …, xm. Στην απλούστερη μορφή του Perceptron (ένας νευρώνας μόνο) υπάρχουν δύο περιοχές απόφασης που διαχωρίζονται από ένα υπερεπίπεδο το οποίο ορίζεται από τη σχέση:
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Αυτό απεικονίζεται στο σχήμα 3.3 για την περίπτωση που έχουμε 2 μόνο εισόδους,  οπότε και το όριο απόφασης παίρνει τη μορφή μιας ευθείας γραμμής με εξίσωση: 
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Κάθε σημείο (x1, x2) που βρίσκεται πάνω από το όριο απόφασης (στην περίπτωση αυτή είναι η ευθεία γραμμή) κατηγοριοποιείται στην κλάση C1, ενώ κάθε σημείο που βρίσκεται κάτω από το όριο απόφασης στην κλάση C2. Στο σχήμα 3.3 φαίνεται και το αποτέλεσμα της εφαρμογής του κατωφλίου, το οποίο μετατοπίζει το όριο απόφασης από την αρχή των αξόνων. 

Τα συναπτικά βάρη του Perceptron, μπορούν να προσαρμοσθούν επαναληπτικά. Για την προσαρμογή του διανύσματος των βαρών w, χρησιμοποιούμε έναν κανόνα διόρθωσης λάθους, που είναι γνωστός σαν κανόνας σύγκλισης του Perceptron (ή και ως κανόνας του Rosenblatt). 


[image: image361]
Σχήμα 3.3 Το όριο και οι περιοχές απόφασης για ένα δισδιάστατο πρόβλημα ταξινόμησης δύο κλάσεων

Στο σχήμα 3.4 παρουσιάζεται συνοπτικά ο αλγόριθμος εκπαίδευσης του Perceptron. Για περισσότερες λεπτομέρειες σχετικά με τον τρόπο παραγωγής του αλγορίθμου και την απόδειξη της σύγκλισής του μπορείτε να απευθύνεστε σε διάφορα βιβλία σχετικά με τα Νευρωνικά Δίκτυα όπως τα [Haykin, 1994; Haykin, 1999; Patterson, 1996; Fausett, 1994; Golden, 1996; Hagan et al, 1995; Hassoun, 1995], καθώς η παρουσίαση αυτών των λεπτομερειών είναι έξω από τους σκοπούς αυτού του εκπαιδευτικού υλικού.

[image: image467.wmf]()()()

T

nnn

u

=×

wx










6.4. Ο αλγόριθμος Πίσω Διάδοσης (Π.Δ.) του λάθους

Σε αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε μία σπουδαία κλάση Νευρωνικών Δικτύων, τα δίκτυα εμπρόσθιας τροφοδότησης πολλών επιπέδων. Τυπικά ένα τέτοιο δίκτυο αποτελείται από ένα σύνολο αισθητήρων (πηγαίοι κόμβοι), που αποτελούν το επίπεδο εισόδου, ένα ή περισσότερα κρυφά επίπεδα (hidden layers) υπολογιστικών κόμβων και ένα επίπεδο υπολογιστικών κόμβων εξόδου. Το σήμα εισόδου διαδίδεται μέσα στο δίκτυο σε μία προς τα εμπρός κατεύθυνση, από επίπεδο σε επίπεδο. Αυτά τα Νευρωνικά Δίκτυα αναφέρονται στη βιβλιογραφία σαν Perceptrons πολλών επιπέδων (Μulti Layer Perceptrons- MLPs) και αποτελούν μια γενίκευση του απλού Perceptron.

Τα MLPs έχουν εφαρμοστεί με επιτυχία στην επίλυση δύσκολων και ποικίλων προβλημάτων, εκπαιδεύοντας τα με έναν επιβλεπόμενο τρόπο (supervised manner), με  ένα πολύ δημοφιλή αλγόριθμο γνωστό σαν αλγόριθμο πίσω διάδοσης του λάθους (Εrror Back Propagation algorithm - EBP). Αυτός ο αλγόριθμος βασίζεται στον κανόνα μάθησης διόρθωσης του λάθους (error correction learning rule). 

Βασικά, η διαδικασία της πίσω διάδοσης του λάθους αποτελείται από δυο περάσματα διαμέσου των διαφορετικών επιπέδων του δικτύου ένα πέρασμα προς τα εμπρός (forward pass) και ένα πέρασμα προς τα πίσω (backward pass).

· Στο εμπρός πέρασμα ένα διάνυσμα εισόδου (input vector) εφαρμόζεται στους νευρώνες εισόδου του δικτύου, και η επίδραση του διαδίδεται μέσα στο δίκτυο από επίπεδο σε επίπεδο (layer by layer). Τελικά ένα σύνολο από εξόδους παράγεται ως η πραγματική απόκριση του δικτύου. Κατά τη διάρκεια του εμπρός περάσματος τα βάρη του δικτύου παραμένουν σταθερά.

· Κατά τη διάρκεια της πίσω διάδοσης τα βάρη προσαρμόζονται σε συμφωνία με τον κανόνα διόρθωσης του λάθους που παράγεται από το εμπρός πέρασμα. Πιο συγκεκριμένα, η πραγματική απόκριση του δικτύου αφαιρείται από την επιθυμητή απόκριση για την παραγωγή ενός σήματος λάθους, που διαδίδεται προς τα πίσω στο δίκτυο, αντίθετα από την κατεύθυνση των συνδέσεων, από το οποίο προκύπτει και το όνομα «πίσω διάδοσης του λάθους». Τα συναπτικά βάρη προσαρμόζονται έτσι ώστε να κάνουν την πραγματική απόκριση του δικτύου να πλησιάσει την επιθυμητή απόκριση.

Στην βιβλιογραφία ο αλγόριθμος πίσω διάδοσης του λάθους συχνά αναφέρεται και σαν αλγόριθμος πίσω διάδοσης (Back Propagation Algorithm) ή πιο απλά σαν Back Prop. Από δω και στο εξής θα αναφερόμαστε σε αυτόν σαν αλγόριθμο πίσω διάδοσης ή Π.Δ.. Η διαδικασία μάθησης που εκτελείται με αυτόν τον αλγόριθμο ονομάζεται μάθηση πίσω διάδοσης.

Γενικά ένα Perceptron πολλών επιπέδων (MLP) έχει τρία διακριτικά χαρακτηριστικά:

1. Το μοντέλο κάθε (υπολογιστικού) νευρώνα στο δίκτυο περιλαμβάνει μια μη γραμμική συνάρτηση ενεργοποίησης για την παραγωγή της εξόδου του. Ένα σημαντικό σημείο στο οποίο πρέπει να δώσουμε έμφαση εδώ, είναι ότι η μη γραμμικότητα είναι «εξομαλισμένη» (smooth), δηλαδή είναι παντού παραγωγίσιμη. Μία συνηθισμένη μορφή μη γραμμικότητας που ικανοποιεί αυτήν την προϋπόθεση είναι μια σιγμοειδής μη γραμμικότητα (sigmoidal nonlinearity) που ορίζεται από την παρακάτω λογιστική συνάρτηση:
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όπου 
[image: image363.wmf]j

u

: το δυναμικό ενεργοποίησης του νευρώνα j και 
[image: image364.wmf]j
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: η έξοδος του νευρώνα j

Η παρουσία μη γραμμικοτήτων είναι σημαντική, διότι διαφορετικά η σχέση εισόδου-εξόδου του πολυεπίπεδου δικτύου θα ελαττωνόταν σε αυτή του απλού perceptron ενός επιπέδου. Επιπλέον η χρήση της λογιστικής συνάρτησης έχει βιολογικά κίνητρα μιας και προσπαθεί να δικαιολογήσει την επίμονη φάση των πραγματικών νευρώνων (χαρακτηριστικό των πραγματικών βιολογικών νευρώνων είναι ότι δεν έχουν δυαδικές εξόδους, αλλά η έξοδος τους έχει συνεχώς κάποια τιμή).

2. Το δίκτυο περιέχει ένα ή περισσότερα κρυφά επίπεδα από νευρώνες τα οποία δεν είναι τμήμα της εισόδου ή της εξόδου του δικτύου. Αυτοί οι κρυφοί νευρώνες δίνουν την δυνατότητα στο δίκτυο να μάθει πολύπλοκες εργασίες με το να εξάγουν προοδευτικά τα πιο σημαντικά χαρακτηριστικά από τα διανύσματα εισόδου.

3. Το δίκτυο επιδεικνύει έναν υψηλό βαθμό διασύνδεσης (connectivity) που καθορίζεται από τις συνδέσεις (συνάψεις) του δικτύου. Μία αλλαγή στον τρόπο διασύνδεσης του δικτύου απαιτεί αλλαγή στο πλήθος των συνδέσεων ή στα βάρη τους.

Πράγματι το Perceptron πολλών επιπέδων αντλεί την υπολογιστική του ισχύ μέσω του συνδυασμού αυτών των χαρακτηριστικών μαζί με την ικανότητα να μαθαίνει από την εμπειρία διαμέσου της εκπαίδευσης. Αυτά τα χαρακτηριστικά όμως είναι επίσης υπεύθυνα για της ελλείψεις στην παρούσα κατάσταση της γνώσης μας πάνω στη συμπεριφορά του δικτύου.

· Πρώτον η παρουσία μιας κατανεμημένης μορφής μη γραμμικότητας και η υψηλή διασύνδεση του δικτύου κάνουν την θεωρητική ανάλυση ενός Perceptron πολλών επιπέδων, πολύ δύσκολο να επιχειρηθεί.

· Δεύτερον η χρήση κρυφών νευρώνων κάνει την διαδικασία μάθησης πιο δύσκολη στο να κατανοηθεί. Κατά μια έννοια η διαδικασία μάθησης πρέπει να αποφασίσει ποια χαρακτηριστικά των διανυσμάτων εισόδου πρέπει να παρασταθούν από τους κρυφούς νευρώνες. Επομένως η διαδικασία μάθησης γίνεται πιο δύσκολη επειδή η έρευνα πρέπει να διεξαχθεί σε ένα πολύ μεγαλύτερο χώρο από πιθανές συναρτήσεις και πρέπει να γίνει μια επιλογή μεταξύ εναλλακτικών αναπαραστάσεων του διανύσματος εισόδου.

Η ανάπτυξη του αλγόριθμου πίσω διάδοσης αποτελεί ένα σταθμό στα Νευρωνικά Δίκτυα γιατί παρέχει μια υπολογιστικά αποδοτική μέθοδο για την εκπαίδευση πολύ-επίπεδων Perceptrons. Αν και δεν μπορεί να παρέχει λύσεις για όλα τα προβλήματα που επιδέχονται επίλυση, είναι δίκαιο να πούμε ότι έβαλε στην άκρη την αρνητική προκατάληψη, για την μάθηση σε πολύ-επίπεδες μηχανές που μπορεί να είχε συναχθεί από το βιβλίο των Minsky και Papert (1969).

Στο σχήμα 4.1 απεικονίζεται η γραφική αναπαράσταση ενός πολύ-επίπεδου Perceptron με δύο κρυφά επίπεδα (hidden layers). Το δίκτυο που φαίνεται εδώ είναι πλήρως  διασυνδεδεμένο (fully connected), πράγμα που σημαίνει ότι ένας νευρώνας  οποιουδήποτε επιπέδου, είναι συνδεδεμένος με  όλους τους νευρώνες του προηγουμένου επιπέδου. Η ροή του σήματος στο δίκτυο προχωρά σε μια προς τα εμπρός κατεύθυνση, από τα αριστερά προς τα δεξιά από επίπεδο σε επίπεδο. 

Σε ένα MLP μπορούμε να διακρίνουμε δύο είδη σημάτων [Haykin, 1999]:

Λειτουργικά σήματα: Ένα λειτουργικό σήμα (function signal) είναι ένα σήμα εισόδου  (ερέθισμα) που εισέρχεται από την απόληξη εισόδου του δικτύου και  διαδίδεται προς τα εμπρός διαμέσου του δικτύου και εξέρχεται από την έξοδο του δικτύου σαν ένα σήμα εξόδου. Αναφερόμαστε σε ένα τέτοιο σήμα σαν «Λειτουργικό Σήμα» για δυο λόγους:

· Πρώτον, υποτίθεται ότι επιτελεί μια χρήσιμη συνάρτηση στην έξοδο του δικτύου.

· Δεύτερον, σε κάθε νευρώνα του δικτύου, μέσω του οποίου περνά ένα λειτουργικό σήμα, το σήμα υπολογίζεται σαν μία συνάρτηση των εισόδων και των συσχετιζόμενων βαρών, που εφαρμόζονται στο νευρώνα.
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Επίπεδο 2

Λειτουργικά Σήματα

Σήματα Λάθους


Σχήμα 4.1 Ένα πολύ-επίπεδο perceptron με δυο κρυφά επίπεδα.

2. Σήμα λάθους: Ένα σήμα λάθους (error signal) δημιουργείται σε έναν νευρώνα εξόδου του δικτύου και διαδίδεται προς τα πίσω (επίπεδο προς επίπεδο) διαμέσου του δικτύου. Αναφερόμαστε σε αυτό σαν «Σήμα Λάθους» επειδή ο υπολογισμός του από κάθε νευρώνα του δικτύου εμπεριέχει μια συνάρτηση εξαρτώμενη από το λάθος στην μια ή στην άλλη μορφή.

Οι νευρώνες εξόδου αποτελούν το επίπεδο εξόδου του δικτύου. Οι υπόλοιποι νευρώνες σχηματίζουν τα κρυφά επίπεδα του δικτύου. Οι κρυφοί νευρώνες δεν ανήκουν στο επίπεδο εισόδου ή εξόδου του δικτύου για αυτό ονομάζονται και κρυφοί (hidden). Το πρώτο κρυφό επίπεδο τροφοδοτείται από το επίπεδο εισόδου που αποτελείται από τις αισθητήριες μονάδες, οι έξοδοι που προκύπτουν από το πρώτο κρυφό επίπεδο εφαρμόζονται με τη σειρά τους στο επόμενο κρυφό επίπεδο και ούτω καθεξής για το υπόλοιπο του δικτύου.

Κάθε κρυφός νευρώνας ή νευρώνας εξόδου του πολύ-επίπεδου Perceptron σχεδιάζεται έτσι ώστε να επιτελεί δυο υπολογισμούς:

1. Ο υπολογισμός του λειτουργικού σήματος που εμφανίζεται στην έξοδο ενός νευρώνα, το οποίο εκφράζεται σαν μια συνεχής μη γραμμική συνάρτηση των σημάτων εισόδου και των συναπτικών βαρών που σχετίζονται με τον νευρώνα. 

2. Ο υπολογισμός μιας στιγμιαίας εκτίμησης του διανύσματος κλίσης, ο οποίος χρειάζεται για την πίσω διάδοση μέσω του δικτύου.

Η παραγωγή του αλγόριθμου πίσω διάδοσης είναι σχετικά πολύπλοκη και η αναλυτική παρουσίαση της δεν είναι μέσα στους σκοπούς αυτού του εκπαιδευτικού υλικού. Μια πολύ καλή ανάλυση της μπορείτε να βρείτε στο 4ο κεφάλαιο του [Haykin, 1999]. Στη συνέχεια θα δώσουμε μια περιγραφή του τρόπου λειτουργίας του αλγορίθμου πίσω διάδοσης κάτι που είναι ιδιαίτερα χρήσιμο για όποιον θέλει να υλοποιήσει και να εφαρμόσει τον αλγόριθμο. Για να διευκολύνουμε σε αυτή την περιγραφή παρουσιάζουμε μια σύνοψη από τους συμβολισμούς που θα χρησιμοποιήσουμε:

· Τα i, j και k αντιστοιχούν σε διαφορετικούς νευρώνες, με τα σήματα να διαδίδονται μέσα από το δίκτυο από τα αριστερά προς τα δεξιά, ο νευρώνας j βρίσκεται ένα επίπεδο  αριστερά από τον νευρώνα i και ο νευρώνας k ένα επίπεδο αριστερά από τον νευρώνα j, όταν ο j είναι μια κρυφή μονάδα.

· Η επανάληψη n αντιστοιχεί στο n-οστό διάνυσμα εκπαίδευσης που δόθηκε σαν είσοδος στο δίκτυο. 

· Το σύμβολο E(n) είναι το στιγμιαίο άθροισμα των τετραγωνικών λαθών στην επανάληψη n. Ο μέσος όρος του E(n) όλων των τιμών του n είναι το μέσο τετραγωνικό λάθος Eav.

· Το σύμβολο 
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(n) αντιστοιχεί στο σήμα λάθους στην έξοδο του νευρώνα j για την επανάληψη n.

· Το σύμβολο 
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(n) αντιστοιχεί στην επιθυμητή απόκριση για τον νευρώνα j και χρησιμοποιείται στον υπολογισμό του 
[image: image368.wmf]j
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(n) .

· Το σύμβολο 
[image: image369.wmf]j
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(n) αντιστοιχεί στο λειτουργικό σήμα  στην έξοδο του νευρώνα j για την επανάληψη n.

· To σύμβολο 
[image: image370.wmf]ij
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(n) είναι το συναπτικό βάρος που συνδέει τον νευρώνα i, με τον νευρώνα j κατά την διάρκεια της επανάληψης n. Η ποσότητα κατά την οποία διορθώνεται το βάρος της σύναψης στη επανάληψη n συμβολίζεται με Δ
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· Το δυναμικό ενεργοποίησης του νευρώνα j στην επανάληψη n συμβολίζεται με 
[image: image372.wmf]j
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(n).

· Η συνάρτηση ενεργοποίησης του νευρώνα j συμβολίζεται με 
[image: image373.wmf]j
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(().

· To κατώφλι το οποίο εφαρμόζεται στον νευρώνα j συμβολίζεται με 
[image: image374.wmf]j
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(n). Συνήθως, όπως έχουμε αναφέρει, αναπαριστάται με μια σύναψη με βάρος 
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 συνδεδεμένο σε μια σταθερή είσοδο που ισούται με -1.

· Το i-οστο στοιχείο του διανύσματος εισόδου συμβολίζεται με 
[image: image377.wmf]i

x

(n).

· To k-οστο στοιχείο του συνολικού διανύσματος εξόδου συμβολίζεται με 
[image: image378.wmf]k

o

(n).
· Η παράμετρος (ρυθμός) μάθησης συμβολίζεται με η
Σύνοψη του Αλγορίθμου Πίσω Διάδοσης

Ο Αλγόριθμος Πίσω Διάδοσης του Λάθους ελαχιστοποιεί το Μέσο Τετραγωνικό Λάθος (Mean Square Error – MSE) στην έξοδο του δικτύου το οποίο δίνεται από τη σχέση:
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Όπου Ν είναι ο συνολικός αριθμός διανυσμάτων στο σύνολο εκπαίδευσης και Ε(n) είναι το στιγμιαίο άθροισμα των τετραγωνικών λαθών του δικτύου το οποίο γράφεται ως εξής:
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Όπου το σύνολο C περιλαμβάνει όλους τους νευρώνες του επιπέδου εξόδου του δικτύου και το 
[image: image381.wmf]2
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ορίζεται ως η στιγμιαία τιμή του τετραγωνικού λάθους του νευρώνα j. 

Όπως είπαμε ο αλγόριθμος Πίσω Διάδοσης λειτουργεί σε δύο ξεχωριστά περάσματα. Στη συνέχεια θα μελετήσουμε τις λειτουργίες και τις μεταβολές που συμβαίνουν στο δίκτυο σε κάθε ένα από τα περάσματα.

Προς τα εμπρός πέρασμα (forward pass)

Στο προς τα εμπρός πέρασμα τα συναπτικά βάρη παραμένουν αμετάβλητα, μέσα στο δίκτυο και τα λειτουργικά σήματα του δικτύου υπολογίζονται σε μια επίπεδο προς επίπεδο βάση, ξεκινώντας από το επίπεδο εισόδου, συνεχίζοντας στα κρυφά επίπεδα και καταλήγοντας στο επίπεδο εξόδου.

Συγκεκριμένα, το λειτουργικό σήμα που εμφανίζεται στην έξοδο του (υπολογιστικού) νευρώνα j υπολογίζεται ως εξής:
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όπου υj(n) είναι το εσωτερικό επίπεδο (δυναμικό) ενεργοποίησης του νευρώνα j, που υπολογίζεται από τη σχέση:
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Όπου p είναι ο συνολικός αριθμός εισόδων που εφαρμόζονται στον νευρώνα j και wji(n) είναι το συναπτικό βάρος, που συνδέει τον νευρώνα i στον νευρώνα j και yi(n) είναι το σήμα εισόδου του νευρώνα j ή ισοδύναμα, το λειτουργικό σήμα που εμφανίζεται στην έξοδο του νευρώνα i. Θεωρούμε ότι wj0(n)=θj και y0=-1.

Εάν ο νευρώνας j βρίσκεται στο πρώτο κρυφό επίπεδο του δικτύου, τότε ο δείκτης i αναφέρεται στον i-οστό νευρώνα εισόδου του δικτύου, για το οποίο γράφουμε:
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όπου xi(n) είναι το i-οστό στοιχείο του διανύσματος εισόδου (pattern). Εδώ θα πρέπει και πάλι να τονίσουμε ότι οι νευρώνες εισόδου δεν κάνουν καμία επεξεργασία του σήματος που λαμβάνουν στην είσοδό τους, απλώς το μεταβιβάζουν στα επόμενα επίπεδα του δικτύου, για το λόγω αυτό ονομάζονται και αισθητήριοι νευρώνες (sensory neurons) σε αντίθεση με τους υπολοίπους νευρώνες του δικτύου που ονομάζονται υπολογιστικοί (computational neurons). 

Εάν ο j βρίσκεται στο επίπεδο εξόδου του δικτύου, ο δείκτης j αναφέρεται στον j-στό νευρώνα εξόδου του δικτύου, για το οποίο γράφουμε:
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όπου oj(n) είναι το j-οστό στοιχείο του διανύσματος εξόδου (pattern).

Αφού το διάνυσμα εισόδου «διατρέξει» το δίκτυο από το επίπεδο εισόδου έως το επίπεδο εξόδου παράγονται οι έξοδοι του MLP. Οι έξοδοι αυτοί συγκρίνονται με τις αντίστοιχες επιθυμητές αποκρίσεις (που παρέχονται από τα πρότυπα εκπαίδευσης). Έτσι για κάθε νευρώνα εξόδου j του MLP υπολογίζεται ένα σήμα λάθους:
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Συνοψίζοντας λοιπόν, η προς τα εμπρός φάση  του υπολογισμού, ξεκινά από το πρώτο κρυφό επίπεδο παρουσιάζοντας του το διάνυσμα εισόδου και τερματίζει στο επίπεδο εξόδου υπολογίζοντας το σήμα λάθους για κάθε νευρώνα αυτού του επιπέδου. 

Προς τα πίσω πέρασμα (backward pass)
Το προς τα πίσω πέρασμα ξεκινά στο επίπεδο εξόδου, περνώντας τα σήματα λάθους προς τα αριστερά μέσω του δικτύου, επίπεδο προς επίπεδο (από το επίπεδο εξόδου, προς το επίπεδο εισόδου διαμέσου των κρυφών επιπέδων) και υπολογίζοντας το δ (δηλαδή την τοπική κλίση) επαναληπτικά, για κάθε νευρώνα. 

Εάν ο νευρώνας j είναι νευρώνας εξόδου τότε: 
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Εάν ο νευρώνας j είναι κρυφός κόμβος τότε:
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Αφού υπολογίσουμε τα δ για κάθε υπολογιστικό νευρώνα στη συνέχεια «διορθώνουμε» τα συναπτικά βάρη (εδώ συμπεριλαμβάνουμε και τα κατώφλια) σύμφωνα με τον κανόνα Δέλτα:
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Σημειώστε ότι για την παρουσίαση κάθε εκπαιδευτικού παραδείγματος (training example), το πρότυπο εισόδου είναι σταθερό καθ’ όλη την διάρκεια της διαδικασίας των δύο περασμάτων.

Στην περίπτωση που οι υπολογιστικοί νευρώνες του δικτύου χρησιμοποιούν τη λογιστική απεικόνιση 
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, που όπως έχουμε πει είναι η πλέον συνηθισμένη μορφή σιγμοειδούς συνάρτησης η διαδικασία του υπολογισμού των δ απλοποιείται πάρα πολύ διότι η παράγωγος της λογιστικής απεικόνισης έχει τη μορφή: 
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έχουμε:  
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Στην περίπτωση που ο νευρώνας j ανήκει στο επίπεδο εξόδου, ισχύει ότι:
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Στην περίπτωση που ο νευρώνας j ανήκει σε κρυφό επίπεδο ισχύει ότι:
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Εδώ αξίζει να σημειώσουμε ότι η παράγωγος 
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. Αφού η αλλαγή των συναπτικών βαρών του δικτύου είναι ανάλογη της παραγώγου 
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 συμπεραίνουμε ότι για μια σιγμοειδή συνάρτηση ενεργοποίησης τα συναπτικά βάρη θα τροποποιηθούν πιο πολύ για αυτούς τους νευρώνες, των οποίων τα λειτουργικά σήματα βρίσκονται στη μέση τιμή τους. Σύμφωνα με τον Rummelhatt, [Rummelhatt, et. Al. 1986], αυτή είναι η ιδιότητα που συνεισφέρει στη σταθερότητα του αλγορίθμου πίσω διάδοσης.

6.4.1 Γενικευμένος Δέλτα Κανόνας 

Ο αλγόριθμος πίσω-διάδοσης δίνει μια προσέγγιση της φθίνουσας καμπύλης προς το ελάχιστο στο υπερεπίπεδο του χώρου των βαρών, χρησιμοποιώντας της μέθοδο της απότομης μεταβολής (steepest descent). Όσο πιο μικρή είναι η παράμετρος μάθησης η τόσο πιο μικρές θα είναι οι αλλαγές στα βάρη του δικτύου σε κάθε επανάληψη του συνόλου εκπαίδευσης, και τόσο πιο ομαλή θα είναι η φθίνουσα καμπύλη στο υπερεπίπεδο, δηλαδή έχουμε πιο σταθερή σύγκλιση. Όμως όλες αυτές οι βελτιώσεις έχουν σαν αντίτιμο πιο αργό ρυθμό μάθησης. Αν όμως η παράμετρος μάθησης γίνει πολύ μεγάλη, έτσι ώστε να επιταχύνει τον ρυθμό μάθησης, οι μεγάλες αλλαγές που θα υπάρξουν στα βάρη μπορεί να δημιουργήσουν ένα ασταθές δίκτυο. Μια απλή μέθοδος να αυξήσουμε το ρυθμό μάθησης και ταυτόχρονα να αποφύγουμε τον κίνδυνο της αστάθειας, είναι να τροποποιήσουμε τον δέλτα κανόνα συμπεριλαμβάνοντας ένα όρο ορμής (momentum term):
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Όπου ο α είναι συνήθως ένας θετικός αριθμός που ονομάζεται σταθερά ορμής (momentum constant), και καθορίζει πόσο μεγάλη είναι η αλλαγή του βάρους στον επόμενο υπολογισμό.

Η εξίσωση (0.33)

 ονομάζεται Γενικευμένος Δέλτα Κανόνας (Generalized Delta Rule), από όπου ο Δέλτα Κανόνας (Delta Rule) προκύπτει σαν ειδική περίπτωση για α=0.

Για να δούμε την επίδραση των ακολουθιών από παρουσιάσεις προτύπων, πάνω στα βάρη μέσω της σταθεράς α, θα εκφράσουμε την σχέση (0.33)

 σαν χρονοσειρά με δείκτη το t. Η ανάλυση είναι σχετικά πολύπλοκη και ξεφεύγει από τους σκοπούς του υλικού. Όποιος ενδιαφέρεται όμως να τη μελετήσει παραπέμπεται στο [Haykin, 1994]. Από την ανάλυση αυτή όμως προκύπτουν κάποια χρήσιμα συμπεράσματα: 

1. Για να συγκλίνει ο Γενικευμένος Δέλτα Αλγόριθμος θα πρέπει 0<|α|<1. Όταν α=0 τότε ο αλγόριθμος πίσω διάδοσης δεν χρησιμοποιεί τη σταθερά ορμής. Η σταθερά α μπορεί να πάρει και αρνητικές τιμές, όμως είναι απίθανο να χρησιμοποιηθεί στην πράξη.

2. Η συμπερίληψη της ορμής στον αλγόριθμο πίσω διάδοσης επιταχύνει τη σύγκλιση του αλγορίθμου σε περιπτώσεις που υπάρχουν σταθερές φθίνουσες κατευθύνσεις στο χώρο αναζήτησης.

3. Η συμπερίληψη της ορμής στον αλγόριθμο πίσω διάδοσης σταθεροποιεί τη σύγκλιση του αλγορίθμου σε περιπτώσεις που υπάρχουν συνεχείς αλλαγές κατεύθυνσης (ανηφόρες και κατηφόρες) στο χώρο αναζήτησης.

Η συμπερίληψη της ορμής στον αλγόριθμο πίσω διάδοσης αποτελεί μια μικρή αλλαγή όσον αφορά την τροποποίηση των βαρών, όμως έχει πολλές θετικές επιδράσεις στην συμπεριφορά μάθησης του αλγορίθμου. Επίσης μπορεί να εμποδίσει τον πρόωρο τερματισμό της διαδικασίας σε ένα τοπικό ελάχιστο.

6.4.2 Πρόσθετες παρατηρήσεις. 

Αναλύοντας τον αλγόριθμο πίσω διάδοσης υποθέσαμε ότι η παράμετρος μάθησης είναι σταθερά και την ονομάσαμε σαν η. Στην πραγματικότητα θα έπρεπε να οριστεί ως ηji δηλαδή η παράμετρος μάθησης θα έπρεπε να είναι διαφορετική ανάλογα με την σύνδεση. Πράγματι πολλά ενδιαφέροντα πράγματα θα μπορούσαν να γίνουν, κάνοντας την παράμετρο μάθησης διαφορετική για διάφορα μέρη του δικτύου. Επίσης η παράμετρος μάθησης θα μπορούσε να μην είναι καν σταθερή αλλά να μεταβάλλεται με το χρόνο, να έχει δηλαδή τη μορφή ηji(n). 

Είναι ακόμα αξιοσημείωτο ότι στον αλγόριθμο πίσω διάδοσης μπορούμε να ορίσουμε όλα τα βάρη να τροποποιούνται ή μερικά από αυτά να παραμένουν σταθερά κατά τη διάρκεια της πίσω διάδοσης. Σε αυτή την περίπτωση τα σήματα λάθους διαδίδονται πίσω στο δίκτυο, αλλά τα βάρη δεν τροποποιούνται. Αυτό μπορεί να επιτευχθεί θέτοντας την παράμετρο μάθησης ηji για το σημαντικό βάρος wji  ίση με μηδέν.

Άλλο ένα ενδιαφέρον σημείο είναι ο τρόπος με το οποίο τα διάφορα επίπεδα του δικτύου είναι συνδεδεμένα. Στην ανάπτυξη του αλγορίθμου πίσω διάδοσης ο οποίος παρουσιάστηκε εδώ, εμείς βασιστήκαμε πάνω στην υπόθεση ότι κάθε νευρώνας ενός επιπέδου δέχεται εισόδους από νευρώνες του προηγούμενου επιπέδου. Όμως δεν υπάρχει λόγος για τον οποίο ένας νευρώνας να μην δέχεται εισόδους από μονάδες άλλων, προηγουμένων επιπέδων. Στον χειρισμό ενός τέτοιου νευρώνα πρέπει να λάβουμε υπόψη δυο σήματα λάθους: ένα σήμα λάθους το οποίο προκύπτει από την σύγκριση του σήματος εξόδου με την επιθυμητή απόκριση και ένα σήμα λάθους το οποίο διαδίδεται μέσα από τις άλλες μονάδες στις οποίες επιδρά . Σε αυτή την περίπτωση απλά προσθέτουμε τις αλλαγές στα βάρη που πρέπει να γίνουν σύμφωνα με την απευθείας σύγκριση με αυτές οι οποίες διαδίδονται πίσω από τις άλλες μονάδες.

6.4.3 Τρόποι εκπαίδευσης του δικτύου

Στο αλγόριθμο πίσω διάδοσης, η μάθηση επιτυγχάνεται εφαρμόζοντας ένα σύνολο από διανύσματα εκπαίδευσης σαν είσοδο στο πολύ-επίπεδο perceptron. Η πλήρης παρουσίαση όλου του συνόλου των διανυσμάτων εκπαίδευσης στο δίκτυο λέγεται «κύκλος» εκπαίδευσης ή «εποχή» εκπαίδευσης (epoch). Η διαδικασία μάθησης προχωράει από κύκλό σε κύκλο, μέχρι να σταθεροποιηθούν τα βάρη και τα κατώφλια του δικτύου και το μέσο τετραγωνικό λάθος όλων των διανυσμάτων εκπαίδευσης να τείνει σε κάποια ελάχιστη τιμή. Υπάρχουν δύο μέθοδοι για την παρουσίαση του συνόλου εκπαίδευσης στο δίκτυο:

1. Παρουσιάζουμε το ένα δείγμα εκπαίδευσης μετά το άλλο σειριακά έως ότου παρουσιαστούν όλα τα δείγματα και συμπληρωθεί ένας κύκλος εκπαίδευσης. Αυτό επαναλαμβάνεται σε όλους τους κύκλους εκπαίδευσης.

2. Παρουσιάζουμε τα δείγματα εκπαίδευσης σε τυχαία σειρά εξασφαλίζοντας όμως ότι σε κάθε κύκλο εκπαίδευσης θα παρουσιαστούν όλα τα δείγματα στο δίκτυο από μια μόνο φορά. Η τυχαία αυτή σειρά διαφέρει σε κάθε κύκλο εκπαίδευσης. Αυτή η τυχαιότητα τείνει να κάνει το ψάξιμο στο χώρο των βαρών σε κάθε κύκλο μάθησης μια στοχαστική διαδικασία. 

Όσον αφορά τώρα την εκπαίδευση του δικτύου, για ένα δεδομένο σύνολο δειγμάτων εκπαίδευσης, μπορούμε να ακολουθήσουμε ένα από τους εξής δύο τρόπους:

1. Τρόπος Προτύπων (Pattern Mode). Στο pattern mode η τροποποίηση των βαρών γίνεται με την παρουσίαση κάθε διανύσματος του συνόλου εκπαίδευσης. Συγκεκριμένα κάθε κύκλος εκπαίδευσης αποτελείται από Ν δείγματα (patterns) τοποθετημένα στη σειρά (η σειρά μπορεί να είναι είτε σταθερή και καθορισμένη ή κάθε φορά τυχαία) [(x1,d1), (x2,d2), ...,(xn,dn)]. Το πρώτο δείγμα (x1,d1) σε έναν κύκλο, παρουσιάζεται στο δίκτυο, πραγματοποιούνται τα προς τα εμπρός και πίσω περάσματα και «διορθώνονται» τα βάρη και τα κατώφλια (οι ελεύθερες παράμετροι, όπως ονομάζονται) του δικτύου. Στη συνέχεια παρουσιάζεται το δεύτερο δείγμα (x2,d2) και η διαδικασία των περασμάτων και της διόρθωσης των ελεύθερων παραμέτρων επαναλαμβάνεται. Ακολουθεί το 3ο το 4ο κ.ο.κ. μέχρις ότου να φτάσουμε στο τελευταίο δείγμα (xn,dn), οπότε και ολοκληρώνεται ένας κύκλος εκπαίδευσης. Έτσι εάν Δwji(n) είναι η τροποποίηση του βάρους wji μετά από την παρουσίαση του διανύσματος n, τότε η μέση αλλαγή του βάρους 
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 πάνω σε όλα τα δείγματα δίνεται από τη σχέση:
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2. Σωρηδόν Τρόπος (Batch Mode). Στο batch mode παρουσιάζονται πρώτα όλα τα δείγματα εκπαίδευσης στο δίκτυο. Για κάθε δείγμα γίνεται μόνο το προς τα εμπρός πέρασμα του αλγορίθμου και έτσι για κάθε δείγμα υπολογίζεται η αντίστοιχη έξοδος και το αντίστοιχο λάθος. Αφού ολοκληρωθεί η παρουσίαση όλων των δειγμάτων υπολογίζουμε το Μέσο Τετραγωνικό Λάθος πάνω σε όλα τα δείγματα (και όχι σε κάθε δείγμα όπως γίνεται στο Pattern Mode).
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Στη συνέχεια ακολουθεί το προς τα πίσω πέρασμα του αλγορίθμου, όπου η εκτίμηση των δ για κάθε νευρώνα πραγματοποιείται πάνω στο μέσο συνολικό λάθος για όλα τα δείγματα εκπαίδευσης (και όχι στο λάθος για κάθε δείγμα ξεχωριστά όπως στο Pattern Mode), και η «διόρθωση» των ελεύθερων παραμέτρων. Έτσι στην περίπτωση αυτή η μεταβολή στο βάρος wji, που συνδέει τον νευρώνα i με τον νευρώνα j, ισούται σύμφωνα με τον δέλτα κανόνα με:
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Σύμφωνα με την 
(0.35)

 βλέπουμε καθαρά ότι ο μέσος όρος τροποποίησης βαρών (0.34)

 και (0.35)

 στο batch mode η τροποποίηση Δwji γίνεται μόνο αφού έχει γίνει προβολή όλων των διανυσμάτων εκπαίδευσης στο δίκτυο. Συγκρίνοντας τις  GOTOBUTTON ZEqnNum739387  \* MERGEFORMAT  στο pattern mode είναι διαφορετικός από την αντίστοιχη τιμή Δwji στο batch mode. Συγκεκριμένα το 
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 του pattern mode είναι μια εκτίμηση του Δwji του batch mode.

Από μια «on-line» (σε πραγματικό χρόνο) οπτική γωνία το pattern mode είναι προτιμότερο σε σχέση με το batch mode, επειδή χρειάζεται λιγότερη τοπική μνήμη για κάθε σύναψη. Ακόμα έχοντας σαν δεδομένο ότι τα διανύσματα προβάλλονται στο δίκτυο με μια τυχαία σειρά, η χρήση της πρότυπο προς πρότυπο τροποποίησης όπως γίνεται στο pattern mode, μετατρέπει το ψάξιμο στο χώρο των βαρών σε στοχαστική διαδικασία, η οποία δεν επιτρέπει εύκολα την παγίδευση του αλγορίθμου σε τοπικά ελάχιστα. Όμως η χρήση του batch mode δίνει μια πιο σωστή εκτίμηση του διανύσματος κλίσης. Σε τελική ανάλυση, η αποδοτικότητα των δυο τρόπων εκπαίδευσης εξαρτάται από το πρόβλημα.

6.4.4 Κριτήρια τερματισμού

Ο αλγόριθμος πίσω-διάδοσης γενικά δεν συγκλίνει ούτε υπάρχουν σαφώς ορισμένα κριτήρια για να σταματούν την λειτουργία του, αλλά έχει λογικά κριτήρια που μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να τερματίσουν της ρυθμίσεις τον βαρών. Για να διαμορφώσουμε ένα τέτοιο κριτήριο το λογικό είναι να σκεφτούμε σε σχέση με τις μοναδικές ιδιότητες του τοπικού ή ολικού ελαχίστου της επιφάνειας λάθους. Έστω ότι το διάνυσμα βαρών w* δηλώνει ένα  ελάχιστο, τοπικό ή ολικό. Για να είναι το w* ένα ελάχιστο πρέπει το διάνυσμα κλίσης g(w) της επιφάνειας λάθους  σε σχέση με το διάνυσμα βαρών w να είναι μηδέν όταν w = w*. Αντίστοιχα, μπορούμε να διατυπώσουμε ένα λογικό κριτήριο σύγκλισης για την μάθηση πίσω-διάδοσης  όπως παρακάτω [Kramer και Sangiovanni-Vincentelli, 1989; Haykin, 1999]:

Ο αλγόριθμος πίσω-διάδοσης συγκλίνει όταν η Ευκλείδεια  νόρμα  του διανύσματος κλίσης φτάσει σ΄ένα αρκετά μικρό κατώφλι κλίσης.
Το μειονέκτημα από αυτό το κριτήριο σύγκλισης είναι ότι ο χρόνος μάθησης μπορεί να είναι μεγάλος και χρειάζεται το υπολογισμό του διανύσματος κλίσης g(w).

Άλλη μοναδική ιδιότητα ενός ελαχίστου είναι ότι η συνάρτηση κόστους ή μέτρο λάθους Eav(w) είναι στάσιμο στο σημείο w=w* και μπορούμε ως εκ τούτου να προτείνουμε ένα διαφορετικό κριτήριο σύγκλισης:

Ο αλγόριθμος πίσω-διάδοσης συγκλίνει όταν ο απόλυτος ρυθμός μεταβολής στο μέσο τετραγωνικό λάθος ανά κύκλο είναι αρκετά μικρός.

Τυπικά, o ρυθμός της μεταβολής  στο μέσο τετραγωνικό λάθος θεωρείται αρκετά μικρός εάν βρίσκεται στο διάστημα 0.1 έως 1% ανά κύκλο εκπαίδευσης, ενώ μερικές φορές χρησιμοποιείται μια τιμή που είναι αρκετή μικρή έως 0.01 % ανά κύκλο.

Ένα άλλο  κριτήριο σύγκλισης του αλγορίθμου, παραλλαγή του προηγούμενου, είναι να απαιτούμε η μέγιστη τιμή του μέσου τετραγωνικού λάθους Eav(w) να είναι ίση ή μικρότερη από ένα αρκετά μικρό κατώφλι. Οι Kramer και Sangiovanni-Vincentelli [Kramer και Sangiovanni-Vincentelli, 1989] πρότειναν ένα υβριδικό κριτήριο σύγκλισης που συνίσταται από αυτό το τελευταίο κατώφλι και ένα κατώφλι κλίσης, όπως  δηλώνεται παρακάτω:

Ο αλγόριθμος πίσω-διάδοσης τερματίζεται στο διάνυσμα βαρών wfinal όταν ||g(wfinal)||<=ε, όπου ε είναι ένα αρκετά μικρό κατώφλι κλίσης, ή όταν Εaν(wfinal)<=τ, όπου τ  είναι ένα αρκετά μικρό  κατώφλι ενέργειας λάθους.

Άλλο χρήσιμο κριτήριο σύγκλισης είναι το παρακάτω. 

Μετά από κάθε επανάληψη μάθησης, το δίκτυο δοκιμάζεται για την γενική του απόδοση, και αν η γενική απόδοση είναι αρκετή ή έχει κορυφωθεί τότε σταματάμε την διαδικασία μάθησης.
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VII. εισαγωγή στουσ γενετικουσ αλγοριθμουσ

7.1. Εισαγωγή

Τα τελευταία τριάντα χρόνια, παρατηρείται ένα συνεχώς αυξανόμενο ενδιαφέρον για την ανάπτυξη συστημάτων επίλυσης προβλημάτων βασισμένων στις αρχές της Φυσικής Εξέλιξης. Τα συστήματα αυτού του είδους λειτουργούν διατηρώντας έναν πληθυσμό κωδικοποιημένων πιθανών λύσεων του προβλήματος που προσπαθούμε να επιλύσουμε, και εφαρμόζοντας πάνω σε αυτόν διάφορες διαδικασίες εμπνευσμένες από τη βιολογική εξέλιξη. Έτσι, περνώντας από γενιά σε γενιά, τα συστήματα αυτά δημιουργούν συνεχώς νέους πληθυσμούς πιθανών λύσεων εξελίσσοντας τους προηγούμενους πληθυσμούς.

Τι είναι οι Γενετικοί Αλγόριθμοι

Οι Γενετικοί Αλγόριθμοι (Genetic Algorithms) είναι ένα παράδειγμα τέτοιου συστήματος που μαζί με τον Εξελικτικό Προγραμματισμό (Evolutionary Programming.), τις Εξελικτικές Στρατηγικές (Evolution Strategies), τα Συστήματα Ταξινόμησης (Classifier Systems) και το Γενετικό Προγραμματισμό (Genetic Programming) αποτελούν μια κατηγορία συστημάτων επίλυσης  προβλημάτων που είναι ευρύτερα γνωστή με τον όρο Εξελικτικοί Αλγόριθμοι (Evolutionary Algorithms) [Goldberg, 1989; Michalewicz, 1996; Mitchell, 1996; Davis, 1991].

Ιστορικά Στοιχεία

Η πρώτη εμφάνιση των Γενετικών Αλγόριθμων (Γ.Α.) χρονολογείται στις αρχές του 1950, όταν διάφοροι επιστήμονες από το χώρο της βιολογίας αποφάσισαν να χρησιμοποιήσουν υπολογιστές στην προσπάθειά τους να προσομοιώσουν πολύπλοκα βιολογικά συστήματα. Η συστηματική τους ανάπτυξη όμως, που οδήγησε στην μορφή με την οποία είναι γνωστοί σήμερα, πραγματοποιήθηκε στις αρχές του 1970 από τον John Holland [Holland, 1992] και τους συνεργάτες του στο Πανεπιστήμιο του Michigan.

Ορολογία των Γ.Α.

Οι Γ.Α. χρησιμοποιούν ορολογία δανεισμένη από το χώρο της Φυσικής Γενετικής. Αναφέρονται σε άτομα (individuals) ή γενότυπους (genotypes) μέσα σε ένα πληθυσμό. Κάθε άτομο ή γενότυπος αποτελείται από χρωμοσώματα (chromosomes). Στους Γ.Α. αναφερόμαστε συνήθως σε άτομα με ένα μόνο χρωμόσωμα. Τα χρωμοσώματα αποτελούνται από γονίδια (genes) που είναι διατεταγμένα σε γραμμική ακολουθία. Κάθε γονίδιο επηρεάζει την κληρονομικότητα ενός ή περισσότερων χαρακτηριστικών. Τα γονίδια που επηρεάζουν συγκεκριμένα χαρακτηριστικά γνωρίσματα του ατόμου βρίσκονται και σε συγκεκριμένες θέσεις του χρωματοσώματος που καλούνται loci. Κάθε χαρακτηριστικό γνώρισμα του ατόμου (όπως για παράδειγμα το χρώμα μαλλιών) έχει τη δυνατότητα να εμφανιστεί με διάφορες μορφές, ανάλογα με την κατάσταση στην οποία βρίσκεται το αντίστοιχο γονίδιο που το επηρεάζει. Οι διαφορετικές αυτές καταστάσεις που μπορεί να πάρει το γονίδιο καλούνται αλληλόμορφα (alleles) (τιμές χαρακτηριστικού γνωρίσματος).

Κάθε γενότυπος αναπαριστά μια πιθανή λύση σε ένα πρόβλημα. Το «αποκωδικοποιημένο» περιεχόμενο ενός συγκεκριμένου χρωμοσώματος καλείται φαινότυπος (phenotype) (π.χ. ένας ζωντανός οργανισμός είναι ο φαινότυπος των χρωμοσωμάτων του).

Πως δουλεύουν;

Οι Γ.Α. διατηρούν έναν πληθυσμό πιθανών λύσεων, του προβλήματος που μας ενδιαφέρει, πάνω στον οποίο δουλεύουν, σε αντίθεση με άλλες μεθόδους αναζήτησης που επεξεργάζονται ένα μόνο σημείο του διαστήματος αναζήτησης. Έτσι ένας Γ.Α. πραγματοποιεί αναζήτηση σε πολλές κατευθύνσεις και υποστηρίζει καταγραφή και ανταλλαγή πληροφοριών μεταξύ αυτών των κατευθύνσεων. Ο πληθυσμός υφίσταται μια προσομοιωμένη γενετική εξέλιξη – χρησιμοποιούνται διάφοροι γενετικοί τελεστές όπως η επιλογή, η διασταύρωση και η μετάλλαξη. Σε κάθε γενιά, οι σχετικά "καλές" λύσεις αναπαράγονται, ενώ οι σχετικά "κακές" απομακρύνονται. Ο διαχωρισμός και η αποτίμηση των διαφόρων λύσεων γίνεται με την βοήθεια μιας αντικειμενικής συνάρτησης (objective ή fitness function), η οποία παίζει το ρόλο του περιβάλλοντος μέσα στο οποίο εξελίσσεται ο πληθυσμός. Αυτή η διαδικασία συνεχίζεται έως ότου επιτευχθεί η λύση. 

Όπως είπαμε ο Γ.Α. διατηρεί ένα πληθυσμό από πιθανές λύσεις (άτομα). Κάθε μέλος του πληθυσμού αποτιμάται και δίνει ένα μέτρο της καταλληλότητας και της ορθότητάς του. Αφού ολοκληρωθεί η αποτίμηση όλων των μελών του πληθυσμού, δημιουργείται ένας νέος πληθυσμός που προκύπτει από την επιλογή των καλύτερων μελών του πληθυσμού της προηγούμενης γενιάς. Μερικά μέλη, που επιλέγονται τυχαία, από τον καινούργιο αυτό πληθυσμό υφίστανται αλλαγές με την βοήθεια των γενετικών διαδικασιών της διασταύρωσης και της μετάλλαξης σχηματίζοντας νέες πιθανές λύσεις. Η διασταύρωση συνδυάζει τα στοιχεία των χρωμοσωμάτων δύο γονέων για να δημιουργήσει δύο νέους απογόνους ανταλλάσσοντας κομμάτια από τους γονείς. Διαισθητικά μπορούμε να πούμε ότι η διασταύρωση εξυπηρετεί την ανταλλαγή πληροφοριών μεταξύ διαφορετικών πιθανών λύσεων. Η μετάλλαξη αλλάζει αυθαίρετα ένα ή περισσότερα γονίδια ενός συγκεκριμένου χρωμοσώματος. Διαισθητικά μπορούμε να πούμε ότι η μετάλλαξη εξυπηρετεί την εισαγωγή νέων πιθανών λύσεων, διαφορετικών από τις υπάρχουσες, στον ήδη υπάρχοντα πληθυσμό.

Συνοψίζοντας μπορούμε να πούμε ότι ένας Γ.Α. για ένα συγκεκριμένο πρόβλημα πρέπει να αποτελείται από τα παρακάτω πέντε συστατικά:

1. Μια γενετική αναπαράσταση των πιθανών λύσεων του προβλήματος.

2. Έναν τρόπο δημιουργίας ενός αρχικού πληθυσμού από πιθανές λύσεις (αρχικοποίηση).

3. Μια αντικειμενική συνάρτηση αξιολόγησης των μελών του πληθυσμού, που παίζει το ρόλο του περιβάλλοντος.

4. Γενετικούς τελεστές για τη δημιουργία νέων μελών (λύσεων).

5. Τιμές για τις διάφορες παραμέτρους που χρησιμοποιεί ο Γ.Α. (μέγεθος πληθυσμού, πιθανότητες εφαρμογής των γενετικών τελεστών, κ.τ.λ.)

7.2. Βασικά Στοιχεία Γενετικού Αλγορίθμου 

Σε αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε τα βασικά χαρακτηριστικά ενός απλού Γενετικού Αλγορίθμου μέσα από την επίλυση ενός προβλήματος βελτιστοποίησης. Έστω ότι το πρόβλημα βελτιστοποίησης που θέλουμε να επιλύσουμε είναι ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης μιας συνάρτησης f (στην περίπτωση τώρα που αντιμετωπίζουμε ένα πρόβλημα ελαχιστοποίησης μιας συνάρτησης f, αυτό μπορούμε να το μετασχηματίσουμε σε πρόβλημα μεγιστοποίησης της συνάρτησης g = -f ). Επιπλέον, υποθέτουμε ότι η αντικειμενική συνάρτηση f παίρνει μόνο θετικές τιμές - διαφορετικά μπορούμε να εισάγουμε μια θετική σταθερά C, έτσι ώστε

max(g(x)) = max[f(x) + C]

Το πρόβλημα:

Έστω, λοιπόν, ότι θέλουμε να μεγιστοποιήσουμε μια συνάρτηση k μεταβλητών, f(x1,…,xk):Rk(R. Κάθε μεταβλητή xi παίρνει τιμές στο διάστημα Di=[ai,bi](R και f(xi,…,xk)>0, (xi(Di, i=1,…,k.. Επιθυμούμε να βελτιστοποιήσουμε την f με κάποια απαιτούμενη ακρίβεια q δεκαδικών ψηφίων για κάθε μεταβλητή.
Η αντιμετώπισή του με Γενετικό Αλγόριθμο

Αναπαράσταση: Ένα από τα βασικά χαρακτηριστικά του γενετικού αλγορίθμου είναι η γενετική αναπαράσταση των υποψηφίων λύσεων, η οποία στο συγκεκριμένο πρόβλημα θα είναι η δυαδική. Για να επιτευχθεί η ζητούμενη ακρίβεια, θα πρέπει κάθε διάστημα τιμών Di=[ai, bi], όπου παίρνει τιμές κάθε μεταβλητή, να διαχωριστεί σε (bi-ai)(10q ίσα υποδιαστήματα. Έστω mi ο μικρότερος ακέραιος για τον οποίο ισχύει 
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. Τότε, η αναπαράσταση των μεταβλητών σαν δυαδικές συμβολοσειρές μήκους mi ικανοποιεί την απαίτηση για ακρίβεια q δεκαδικών ψηφίων. Η ακόλουθη σχέση μετατρέπει κάθε τέτοια δυαδική συμβολοσειρά bin_str στον αντίστοιχο πραγματικό αριθμό:
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όπου η decimal(bin_str) επιστρέφει την αντίστοιχη δεκαδική τιμή για το δυαδικό αριθμό που περιέχει η bin_str.

Με αυτόν τον τρόπο, κάθε χρωμόσωμα αναπαρίσταται από μια δυαδική συμβολοσειρά μήκους 
[image: image410.wmf]1

k

i

i

mm

=

=

å

. Τα πρώτα m1 δυαδικά ψηφία κωδικοποιούν τη μεταβλητή x1, δηλαδή το διάστημα [a1, b1], τα επόμενα m2 ψηφία κωδικοποιούν τη x2 στο διάστημα [a2, b2], κ.ο.κ.

Τα βασικά βήματα του απλού Γενετικού Αλγορίθμου, που επιλύει το παραπάνω πρόβλημα μεγιστοποίησης, είναι τα εξής:  

1. Δημιουργία, με τυχαίο τρόπο, ενός αρχικού πληθυσμού δυνατών λύσεων. Το βήμα αυτό καλείται Αρχικοποίηση ( Initialization).

2. Αξιολόγηση κάθε λύσης χρησιμοποιώντας μια συνάρτηση αξιολόγησης (fitness function) ή αντικειμενική συνάρτηση όπως αλλιώς λέγεται. Για το συγκεκριμένο πρόβλημα είναι προφανές ότι θα χρησιμοποιήσουμε την 
[image: image411.wmf]f

 σαν συνάρτηση αξιολόγησης. Αυτό είναι  το βήμα της Αξιολόγησης (Evaluation).

3. Επιλογή ενός νέου πληθυσμού με βάση την απόδοση κάθε μέλους (δυνατής λύσης) του προηγούμενου πληθυσμού. Το βήμα αυτό καλείται Επιλογή ( Selection).  

4. Εφαρμογή στον πληθυσμό που θα προκύψει μετά τη διαδικασία της επιλογής, των γενετικών τελεστών της διασταύρωσης (Crossover) και της μετάλλαξης (Mutation). 

5. Με την ολοκλήρωση του προηγούμενου βήματος, έχει δημιουργηθεί η επόμενη γενιά, και επιστρέφουμε στο βήμα 2.

6. Η διαδικασία (βήματα 2 έως 5) επαναλαμβάνεται έως ότου ικανοποιηθεί η συνθήκη τερματισμού του Γενετικού Αλγορίθμου. Μια τέτοια συνθήκη θα μπορούσε να είναι ο τερματισμός όταν συμπληρωθεί ένας μέγιστος αριθμός γενεών, ή όταν για μεγάλο αριθμό γενεών δεν παρατηρείται καμία βελτίωση στην απόδοση των μελών του πληθυσμού. Το καλύτερο χρωμόσωμα – μέλος του τελευταίου πληθυσμού (κάποιες φορές αυτό το καλύτερο χρωμόσωμα μπορεί να βρίσκεται συνολικά από όλους τους πληθυσμούς καθ’ όλη την εξελικτική διαδικασία, και όχι μόνο από τον τελευταίο) αντιστοιχεί σε μια βέλτιστη λύση (πιθανώς καθολικά βέλτιστη ή σχεδόν βέλτιστη).

Στη συνέχεια θα περιγράψουμε πιο αναλυτικά τα βήματα του αλγορίθμου.

Αρχικοποίηση
Στη φάση της αρχικοποίησης δημιουργούμε έναν αρχικό πληθυσμό από δυνατές λύσεις του προς επίλυση προβλήματος. Έτσι αν υποθέσουμε ότι το μέγεθος του πληθυσμού που θα επεξεργαστεί ο Γ.Α είναι pop_size, παράγουμε με τυχαίο τρόπο (pop_size ( m) δυαδικά ψηφία. Το μέγεθος του πληθυσμού παραμένει σταθερό καθ’ όλη τη διάρκεια λειτουργίας του Γ.Α. (αυτό είναι κάτι που συμβαίνει στους κλασικούς Γ.Α.).
Επιλογή
Κατά τη φάση της επιλογής δημιουργούμε έναν νέο προσωρινό πληθυσμό με βάση την απόδοση των μελών του τρέχοντος πληθυσμού. Υπάρχουν διάφορες μέθοδοι με τις οποίες μπορεί να πραγματοποιηθεί η επιλογή. Η πιο «κλασσική» είναι η μέθοδος της εξαναγκασμένης ρουλέτας, η λεγόμενη και roulette wheel selection.  Σύμφωνα με τη μέθοδο αυτή για την επιλογή του νέου πληθυσμού χρησιμοποιείται μια ρουλέτα με σχισμές (slotted roulette wheel), όπου το μέγεθος κάθε σχισμής είναι ανάλογο της απόδοσης του ατόμου (του μέλους του πληθυσμού) στο οποίο αντιστοιχεί (αυτή η σχισμή). Η επιλογή, όπως είπαμε, γίνεται με βάση την απόδοση κάθε μέλους (χρωματοσώματος ή ατόμου – δυνατής λύσης) του πληθυσμού, έτσι όσο καλύτερο είναι κάποιο μέλος τόσο μεγαλύτερη πιθανότητα έχει να επιλεγεί και να περάσει στην επόμενη γενεά. Για το λόγο αυτό τα διάφορα μέλη του πληθυσμού τοποθετούνται στη ρουλέτα ανάλογα με την απόδοσή τους (μέλη με μεγάλη απόδοση κατέχουν μεγαλύτερες σχισμές της ρουλέτας). 

Όπως είδαμε, βασικό τμήμα της διαδικασίας της επιλογής είναι η υπολογισμός της απόδοσης (Fitness), η αξιολόγηση δηλαδή, κάθε μέλους (κάθε δυνατής λύσης δηλαδή) του πληθυσμού. Για την μέτρηση της απόδοσης χρησιμοποιούμε μια συνάρτηση αξιολόγησης της λεγόμενη Fitness Function. Γενικά η επιλογή της Fitness Function εξαρτάται από το προς επίλυση πρόβλημα και είναι πολύ σημαντική για την λύση του προβλήματος με τη χρήση Γ.Α. Πολλές φορές η επιλογή της Fitness Function είναι προφανής, όπως για παράδειγμα σε προβλήματα βελτιστοποίησης συναρτήσεων, ενώ σε πολλές άλλες είναι τόσο δύσκολη, ώστε η ίδια η επιλογή της Fitness Function να αποτελεί ένα πολύ σημαντικό κομμάτι της λύσης του προβλήματος.

Η σωστή επιλογή Fitness Function σε συνδυασμό με την κατάλληλη (για το πρόβλημα που προσπαθούμε να επιλύσουμε) διαδικασία επιλογής θα βοηθήσει σε πολύ σημαντικό βαθμό τον Γ.Α. να διατηρήσει μια ισορροπία ανάμεσα στην καλή εξερεύνηση του χώρου των λύσεων και την εκμετάλλευση των καλών λύσεων που έχουν βρεθεί.

Η κατασκευή μιας εξαναγκασμένης ρουλέτας για τη διαδικασία του roulette wheel selection γίνεται ως εξής:

· Υπολογίζουμε την απόδοση eval(vi) κάθε μέλους vi, όπου i=1,…,pop_size, του πληθυσμού. 

· Υπολογίζουμε τη συνολική απόδοση του πληθυσμού 
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· Υπολογίζουμε την πιθανότητα επιλογής pi κάθε μέλους vi, i=1,…,pop_size: 
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· Τέλος, υπολογίζουμε την αθροιστική (cumulative) πιθανότητα qi κάθε μέλους vi, i=1,…,pop_size: 
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Για την επιλογή των μελών του νέου πληθυσμού εκτελούμε pop_size περιστροφές της ρουλέτας (δηλαδή τόσες περιστροφές όσες και ο πληθυσμός). Αυτό γίνεται ως εξής:

1. Επιλέγουμε τυχαία έναν πραγματικό αριθμό r μεταξύ 0 και 1.

2. Αν r<q1, τότε επιλέγουμε το πρώτο χρωμόσωμα v1, διαφορετικά επιλέγουμε το vi (2( i ( pop_size), έτσι ώστε (qi-1 < r ( qi).

Προφανώς, με τη μέθοδο επιλογής της εξαναγκασμένης ρουλέτας είναι δυνατόν κάποια μέλη του πληθυσμού να επιλεχθούν περισσότερες από μία φορές, με αυτά που είχαν την καλύτερη απόδοση στην προηγούμενη γενιά να έχουν τις περισσότερες πιθανότητες γι’ αυτό.

Διασταύρωση

Μετά την επιλογή εφαρμόζεται ο τελεστής της διασταύρωσης. Υπάρχουν πολλοί διαφορετικοί τρόποι με τους οποίους μπορεί να υλοποιηθεί η διασταύρωση, η οποία όπως έχουμε πει είναι η ανταλλαγή «γενετικού υλικού» μεταξύ δύο γονέων. Το πως ακριβώς θα υλοποιηθεί η διασταύρωση εξαρτάται από το προς επίλυση πρόβλημα και από την αναπαράσταση που έχει επιλεγεί και κατά την υλοποίηση του τελεστή θα πρέπει να ληφθούν πολλές παράμετροι υπόψη (για παράδειγμα το εάν τα χρωματοσώματα που προκύπτουν μετά την εφαρμογή του τελεστή αντιπροσωπεύουν έγκυρες λύσεις του προβλήματος, ικανοποιούν δηλαδή κάποιους περιορισμούς που έχουν τεθεί, κ.ο.κ.). Για το συγκεκριμένο, τώρα, πρόβλημα της μεγιστοποίησης συνάρτησης και τη συγκεκριμένη αναπαράσταση (δυαδικές συμβολοσειρές) ο τελεστής διασταύρωσης που υλοποιείται είναι αυτός της διασταύρωσης ενός σημείου:

· Θεωρούμε ότι η πιθανότητα κάθε μέλους του πληθυσμού να επιλεγεί για διασταύρωση είναι pc. 

· Για κάθε μέλος του πληθυσμού κάνουμε τα εξής:

· Επιλέγουμε τυχαία έναν πραγματικό αριθμό r μεταξύ 0 και 1.

· Αν r<pc, επιλέγουμε το τρέχον μέλος του πληθυσμού για διασταύρωση.

· Μετά την επιλογή μελών του πληθυσμού για διασταύρωση (ο αναμενόμενος αριθμός αυτών των μελών είναι pc ( pop​_size), σχηματίζουμε ζευγάρια από μέλη και για κάθε ζευγάρι επιλέγεται τυχαία ένας ακέραιος αριθμός pos στο διάστημα [1, m-1], όπου m είναι το μήκος σε δυαδικά ψηφία του (μοναδικού στην περίπτωσή μας) χρωμοσώματος κάθε μέλους. Ο αριθμός pos προσδιορίζει το σημείο διασταύρωσης. Τα επιλεγμένα ζευγάρια διασταυρώνονται και τη θέση τους στον πληθυσμό την παίρνουν οι απόγονοί τους. Έτσι, για παράδειγμα, η διασταύρωση των δυο παρακάτω ατόμων:
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θα δώσει το ακόλουθο ζευγάρι απογόνων:
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Απόγονοι οι οποίοι θα αντικαταστήσουν τους «γονείς» τους στον πληθυσμό.

O τελεστής της διασταύρωσης ενός σημείου που περιγράψαμε δεν είναι ο μοναδικός τελεστής διασταύρωσης που μπορεί να υλοποιηθεί για το συγκεκριμένο πρόβλημα και τη συγκεκριμένη αναπαράσταση. Μπορούν να υλοποιηθούν αρκετοί διαφορετικοί τελεστές, όπως για παράδειγμα ο τελεστής διασταύρωσης δύο σημείων. Γενικά αυτό που πρέπει να έχουμε υπόψη μας όταν σχεδιάζουμε και υλοποιούμε έναν τελεστή διασταύρωσης για κάποιο πρόβλημα είναι ότι με τη διασταύρωση θέλουμε να επιτύχουμε ανταλλαγή γενετικού υλικού ανάμεσα σε δύο καλές λύσεις με την ελπίδα ότι από αυτή την ανταλλαγή θα προκύψει μια καλύτερη λύση. Το πως ακριβώς θα γίνει αυτή η ανταλλαγή εξαρτάται από το πρόβλημα, την αναπαράσταση που χρησιμοποιούμε και την έμπνευση και εφευρετικότητα του σχεδιαστή του Γ.Α. 

Μετάλλαξη

Ο επόμενος γενετικός τελεστής που χρησιμοποιούμε είναι η μετάλλαξη. Ο ρόλος της μετάλλαξης στη διαδικασία της γενετικής εξέλιξης, σε αντίθεση με το ρόλο της διασταύρωσης, έχει αμφισβητηθεί έντονα από κάποιους ερευνητές. Οι πλειοψηφία όμως των ερευνητών που ασχολούνται με το χώρο των Γ.Α. φαίνεται να συμφωνεί στη σημασία του τελεστή της μετάλλαξης, ο οποίος ουσιαστικά «τροφοδοτεί» τον πληθυσμό των δυνατών λύσεων που εξελίσσεται με νέες λύσεις (νέα σημεία στο χώρο λύσεων) προστατεύοντας έτσι τον πληθυσμό από τον κίνδυνο να «κυριευθεί» από λίγες καλές λύσεις και βοηθώντας στη διασφάλιση της πολυπόθητης ισορροπίας ανάμεσα στην εξερεύνηση του χώρου των λύσεων και στην εκμετάλλευση των καλύτερων από αυτές. 

Για το συγκεκριμένο πρόβλημά μας ο τελεστής της μετάλλαξης που υλοποιούμε (ένας από τους πολλούς που μπορούν να υλοποιηθούν) επιλέγει με τυχαίο τρόπο γονίδια από τα χρωμοσώματα των μελών του πληθυσμού και μεταβάλει την τιμή τους. Επειδή στο συγκεκριμένο Γ.Α. τα γονίδια παίρνουν μόνο δυαδικές τιμές ο τελεστής της μετάλλαξης απλώς τα αντιστρέφει. Η συγκεκριμένη υλοποίηση της μετάλλαξης αντιμετωπίζει τον πληθυσμό των ατόμων σαν μια μεγάλη ακολουθία από δυαδικά ψηφία (γονίδια). Κάθε δυαδικό ψηφίο (γονίδιο) έχει την ίδια πιθανότητα να επιλεγεί προκειμένου να μεταλλαχθεί. Η πιθανότητα αυτή ισούται με την πιθανότητα μετάλλαξης pm. Έτσι ο αναμενόμενος αριθμός των ανεστραμμένων ψηφίων μετά τη διαδικασία της μετάλλαξης θα είναι (pm ( m ( pop​_size). Η διαδικασία της μετάλαξης, λοιπόν, έχει ως εξής: 

· Για κάθε χρωμόσωμα (μέλος του πληθυσμού) και κάθε γονίδιο μέσα στο χρωμόσωμα:

· Επιλέγουμε τυχαία έναν πραγματικό αριθμό r μεταξύ 0 και 1.

· Αν r<pm, τότε μεταλλάζουμε το γονίδιο (αντιστρέφουμε το δυαδικό ψηφίο). 

Όπως έχουμε πει και παραπάνω αυτός δεν είναι ο μοναδικός τελεστής μετάλλαξης που μπορεί να υλοποιηθεί για το συγκεκριμένο πρόβλημα. Όπως και με τους άλλους γενετικούς τελεστές, έτσι και η υλοποίηση του τελεστή της μετάλλαξης εξαρτάται από το προς επίλυση πρόβλημα, την γενετική αναπαράσταση που υιοθετούμαι και φυσικά την έμπνευση και την εφευρετικότητα του σχεδιαστή του Γ.Α.

Στη συνέχεια θα δούμε πως ο απλός Γ.Α. που περιγράψαμε παραπάνω εφαρμόζεται σε ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης συγκεκριμένης συνάρτησης.

7.3. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΤΟΥ ΑΠΛΟΥ Γ.Α. 

Στην ενότητα αυτή θα εφαρμόσουμε τον Γ.Α., που περιγράψαμε παραπάνω, για τη μεγιστοποίηση της ακόλουθης συνάρτησης [Michalewicz, 1996]: 
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Λύση με τη χρήση του απλού Γ.Α.

Αρχικά θα κάνουμε κάποιες υποθέσεις σχετικά με τις τιμές κάποιων παραμέτρων του Γ.Α. Έτσι υποθέτουμε ότι 

· το μέγεθος του πληθυσμού που θα επεξεργαστεί ο Γ.Α. είναι pop_size=20,

· η πιθανότητα διασταύρωσης είναι pc=0.25 και 

· η πιθανότητα μετάλλαξης είναι  pm=0.01. 

Αναπαράσταση: Προκειμένου να αποφασίσουμε για το τι αναπαράσταση θα χρησιμοποιήσουμε θα κάνουμε υποθέσεις σχετικά με την επιθυμητή ακρίβεια που πρέπει να έχει κάθε μεταβλητή. Εδώ θα πρέπει να σημειώσουμε ότι μιας και τα άτομα που επεξεργάζεται ο Γ.Α. για το συγκεκριμένο πρόβλημα αποτελούνται από ένα μόνο χρωμόσωμα, στη συνέχεια, όταν αναφερόμαστε σε άτομα ή χρωμοσώματα θα εννοούμε το ίδιο πράγμα. Έτσι, έστω ότι η επιθυμητή ακρίβεια για κάθε μεταβλητή είναι τέσσερα δεκαδικά ψηφία.

· Μεταβλητή x1: Το διάστημα τιμών της μεταβλητής x1 έχει μήκος 15.1(=12.1-(-3.0)), οπότε το διάστημα [-3.0, 12.1] θα πρέπει να διαχωριστεί σε 15.1(10000 ίσα υπό-διαστήματα για να επιτευχθεί η επιθυμητή ακρίβεια των τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων. Αυτό σημαίνει ότι απαιτούνται 18 δυαδικά ψηφία για τη δυαδική αναπαράσταση της x1, αφού: 
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. Τα ψηφία αυτά θα αποτελούν το πρώτο τμήμα του χρωμοσώματος κάθε ατόμου.

· Μεταβλητή x2: Με παρόμοιο τρόπο υπολογίζουμε ότι για τη δυαδική αναπαράσταση της x2 απαιτούνται 15 δυαδικά ψηφία (η επαλήθευση αφήνεται ως άσκηση). Τα ψηφία αυτά θα αποτελούν το δεύτερο τμήμα του χρωμοσώματος κάθε ατόμου.

Επομένως, το συνολικό μήκος του μοναδικού χρωμοσώματος κάθε μέλους του πληθυσμού θα είναι m = 18 + 15 = 33 δυαδικά ψηφία (γονίδια).

Έτσι, αν για παράδειγμα έχουμε το ακόλουθο άτομο – χρωμόσωμα:

(010001001011010000111110010100010)

Τα πρώτα 18 δυαδικά ψηφία (010001001011010000) αναπαριστούν το δεκαδικό αριθμό: 
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και τα επόμενα 15 δυαδικά ψηφία (111110010100010) τον αριθμό x2=5.75533 (Η επαλήθευση αφήνεται ως άσκηση). Άρα, το χρωμόσωμα αυτό αντιστοιχεί στο ζεύγος (x1,x2( = (1.05242,  5.75533(.

Η απόδοση αυτού του ατόμου θα είναι f(1.05242, 5.75533) = 20.25264 (αντικαθιστούμε το ζεύγος (x1,x2( στη συνάρτηση f(x1, x2) και υπολογίζουμε την τιμή της - επαληθεύστε το αποτέλεσμα).

Αρχικοποίηση: Υποθέτουμε ότι μετά την αρχικοποίηση (που γίνεται με την τυχαία παραγωγή χρωματοσωμάτων των 33 δυαδικών ψηφίων) προκύπτει ο ακόλουθος πληθυσμός: 

	v1
	=
	(100110100000001111111010011011111)

	v2
	=
	(111000100100110111001010100011010)

	v3
	=
	(000010000011001000001010111011101)

	v4
	=
	(100011000101101001111000001110010)

	v5
	=
	(000111011001010011010111111000101)

	v6
	=
	(000101000010010101001010111111011)

	v7
	=
	(001000100000110101111011011111011)

	v8
	=
	(100001100001110100010110101100111)

	v9
	=
	(010000000101100010110000001111100)

	v10
	=
	(000001111000110000011010000111011)

	v11
	=
	(011001111110110101100001101111000)

	v12
	=
	(110100010111101101000101010000000)

	v13
	=
	(111011111010001000110000001000110)

	v14
	=
	(010010011000001010100111100101001)

	v15
	=
	(111011101101110000100011111011110)

	v16
	=
	(110011110000011111100001101001011)

	v17
	=
	(011010111111001111010001101111101)

	v18
	=
	(011101000000001110100111110101101)

	v19
	=
	(000101010011111111110000110001100)

	v20
	=
	(101110010110011110011000101111110)


Επιλογή: Όπως είπαμε και παραπάνω θα χρησιμοποιήσουμε Roulette Wheel Selection. Έτσι:

1. Αρχικά αποκωδικοποιούμε κάθε χρωμόσωμα (όπως δείξαμε παραπάνω στη φάση της αναπαράστασης) και υπολογίζουμε την απόδοσή του:

	eval(v1)
	=
	f(6.084492, 5.652242)
	=
	26.019600

	eval(v2)
	=
	f(10.348434, 4.380264)
	=
	7.580015

	eval(v3)
	=
	f(-2.516603, 4.390381)
	=
	19.526329

	eval(v4)
	=
	f(5.278638, 5.593460)
	=
	17.406725

	eval(v5)
	=
	f(-1.255173, 4.734458)
	=
	25.341160

	eval(v6)
	=
	f(-1.811725, 4.391937)
	=
	18.100417

	eval(v7)
	=
	f(-0.991471, 5.680258)
	=
	16.020812

	eval(v8)
	=
	f(4.910618, 4.703018)
	=
	17.959701

	eval(v9)
	=
	f(0.795406, 5.381472)
	=
	16.127799

	eval(v10)
	=
	f(-2.554851, 4.793707)
	=
	21.278435

	eval(v11)
	=
	f(3.130078, 4.996097)
	=
	23.410669

	eval(v12)
	=
	f(9.356179, 4.239457)
	=
	15.011619

	eval(v13)
	=
	f(11.134646, 5.378671)
	=
	27.316702

	eval(v14)
	=
	f(1.335944, 5.151378)
	=
	19.876294

	eval(v15)
	=
	f(11.089025, 5.054515)
	=
	30.060205

	eval(v16)
	=
	f(9.211598, 4.993762)
	=
	23.867227

	eval(v17)
	=
	f(3.367514, 4.571343)
	=
	13.696165

	eval(v18)
	=
	f(3.843020, 5.158226)
	=
	15.414128

	eval(v19)
	=
	f(-1.746635, 5.395584)
	=
	20.095903

	eval(v20)
	=
	f(7.935998, 4.757338)
	=
	13.666916


Από ότι βλέπουμε το άτομο v15 είναι αυτό με την καλύτερη απόδοση και το άτομο v2 αυτό με τη χειρότερη απόδοση στον αρχικό πληθυσμό.

2. Στην συνέχεια κατασκευάζουμε μια εξαναγκασμένη ρουλέτα (roulette wheel). Η συνολική απόδοση (fitness) του πληθυσμού είναι:
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Η πιθανότητα επιλογής pi κάθε μέλους vi του πληθυσμού, όπου i=1,…,20, είναι:

	p1 = eval(v1)/F = 0.067099
	p11 = eval(v11)/F = 0.060372

	p2 = eval(v2)/F = 0.019547
	p12 = eval(v12)/F = 0.038712

	p3 = eval(v3)/F = 0.050355
	p13 = eval(v13)/F = 0.070444

	p4 = eval(v4)/F = 0.044889
	p14 = eval(v14)/F = 0.051257

	p5 = eval(v5)/F = 0.065350
	p15 = eval(v15)/F = 0.077519

	p6 = eval(v6)/F = 0.046677
	p16 = eval(v16)/F = 0.061549

	p7 = eval(v7)/F = 0.041315
	p17 = eval(v17)/F = 0.035320

	p8 = eval(v8)/F = 0.046315
	p18 = eval(v18)/F = 0.039750

	p9 = eval(v9)/F = 0.041590
	p19 = eval(v19)/F = 0.051823

	p10 = eval(v10)/F = 0.054873
	p20 = eval(v20)/F = 0.035244


Οι αθροιστικές πιθανότητες (cumulative probabilities) qi για κάθε άτομο vi του πληθυσμού, όπου i=1,…,20 είναι: 

	Q1 = 0.067099
	q6 = 0.293917
	q11 = 0.538381
	q16 = 0.837863

	Q2 = 0.086647
	q7 = 0.335232
	q12 = 0.577093
	q17 = 0.873182

	Q3 = 0.137001 
	q8 = 0.381546
	q13 = 0.647537
	q18 = 0.912932

	Q4 = 0.181890
	q9 = 0.423137
	q14 = 0.698794
	q19 = 0.964756

	Q5 = 0.247240
	q10 = 0.478009
	q15 = 0.776314
	q20 = 1.000000


3. Τέλος περιστρέφουμε τη ρουλέτα 20 φορές (όσα και τα μέλη του πληθυσμού) – σε κάθε περιστροφή επιλέγουμε και ένα άτομο για το νέο πληθυσμό. Έστω ότι έχουμε παράγει την εξής ακολουθία 20 τυχαίων αριθμών στο διάστημα [0, 1]:

	0.513870
	0.175741
	0.308652
	0.534534
	0.947628

	0.171736
	0.702231
	0.226431
	0.494773
	0.424720

	0.703899
	0.389647
	0.277226
	0.368071
	0.983437

	0.005398
	0.765682
	0.646473
	0.767139
	0.780237


Ο πρώτος αριθμός r = 0.513870 είναι μεγαλύτερος του q10 και μικρότερος του q11, γεγονός που σημαίνει ότι το άτομο v11 επιλέγεται για να «περάσει» στο νέο πληθυσμό. Ο δεύτερος αριθμός r = 0.175741 είναι μεγαλύτερος του q3 και μικρότερος του q4, οπότε το άτομο v4 επιλέγεται για το νέο πληθυσμό. Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο κατασκευάζουμε το νέο πληθυσμό (επαληθεύστε το αποτέλεσμα):

	v1*
	=
	(011001111110110101100001101111000)
	(v11)

	v2*
	=
	(100011000101101001111000001110010)
	(v4)

	v3*
	=
	(001000100000110101111011011111011)
	(v7)

	v4*
	=
	(011001111110110101100001101111000)
	(v11)

	v5*
	=
	(000101010011111111110000110001100)
	(v19)

	v6*
	=
	(100011000101101001111000001110010)
	(v4)

	v7*
	=
	(111011101101110000100011111011110)
	(v15)

	v8*
	=
	(000111011001010011010111111000101)
	(v5)

	v9*
	=
	(011001111110110101100001101111000)
	(v11)

	v10*
	=
	(000010000011001000001010111011101)
	(v3)

	v11*
	=
	(111011101101110000100011111011110)
	(v15)

	v12*
	=
	(010000000101100010110000001111100)
	(v9)

	v13*
	=
	(000101000010010101001010111111011)
	(v6)

	v14*
	=
	(100001100001110100010110101100111)
	(v8)

	v15*
	=
	(101110010110011110011000101111110)
	(v20)

	v16*
	=
	(100110100000001111111010011011111)
	(v1)

	v17*
	=
	(000001111000110000011010000111011)
	(v10)

	v18*
	=
	(111011111010001000110000001000110)
	(v13)

	v19*
	=
	(111011101101110000100011111011110)
	(v15)

	v20*
	=
	(110011110000011111100001101001011)
	(v16)


Διασταύρωση: Στο νέο πληθυσμό που έχει προκύψει (από τη διαδικασία της επιλογής) εφαρμόζουμε τον τελεστή της διασταύρωσης. Έχουμε αρχικά υποθέσει ότι η πιθανότητα διασταύρωσης είναι pc=0.25, οπότε περιμένουμε ότι κατά μέσο όρο το 25% των μελών του πληθυσμού μας θα επιλεγούν για τη διαδικασία της διασταύρωσης. Για το συγκεκριμένο μέγεθος πληθυσμού (20) περιμένουμε, λοιπόν, να επιλεγούν κατά μέσο όρο 5 άτομα.  

1. Για κάθε μέλος του πληθυσμού διαλέγουμε έναν τυχαίο πραγματικό αριθμό r (ομοιόμορφα κατανεμημένο) στο διάστημα [0,1]. Αν r<0.25 τότε επιλέγουμε το συγκεκριμένο άτομο για τη διαδικασία της διασταύρωσης. Έστω, λοιπόν, ότι έχουμε παράγει την παρακάτω ακολουθία τυχαίων αριθμών που αντιστοιχούν στα μέλη του πληθυσμού:

	0.822951
	0.151932
	0.625477
	0.314685
	0.346901

	0.911720
	0.519760
	0.401154
	0.606758
	0.785402

	0.031523
	0.869921
	0.166525
	0.674520
	0.758400

	0.581893
	0.389248
	0.200232
	0.355635
	0.826927


Παρατηρούμε ότι σύμφωνα με τις τιμές αυτές τα άτομα v2*, v11*, v13* και v18* επιλέγονται για διασταύρωση. Στο σημείο αυτό σταθήκαμε τυχεροί μιας και ο αριθμός των ατόμων που επιλέχθηκαν είναι άρτιος, οπότε το ζευγάρωμα τους είναι εύκολο. Αν ο αριθμός τους ήταν περιττός θα έπρεπε, είτε να επιλέξουμε (τυχαία πάντα) ένα άτομο ακόμα από τον πληθυσμό, είτε να απορρίψουμε κάποιο από τα ήδη επιλεγμένα. 

2. Στη συνέχεια ζευγαρώνουμε τα επιλεγμένα άτομα τυχαία: έστω λοιπόν ότι ζευγαρώνουν το v2* με το v11* και το v13* με το v18*.Για καθένα από τα δύο ζευγάρια παράγουμε τυχαία έναν ακέραιο αριθμό pos στο διάστημα [1, 32] (το συνολικό μήκος, δηλαδή ο συνολικός αριθμός bits, κάθε χρωματοσώματος είναι 33). Ο αριθμός pos καθορίζει το σημείο διασταύρωσης (crossing point) του χρωματοσώματος. 

Έστω λοιπόν ότι για το πρώτο ζευγάρι (v2*, v11*) επιλέχθηκε σημείο διασταύρωσης pos = 9:

v2*  = (100011000(101101001111000001110010)

v11* = (111011101(101110000100011111011110)

Αυτά τα χρωμοσώματα θα «κοπούν» μετά το 9ο bit και θα αντικατασταθούν από το ακόλουθο ζεύγος απογόνων: 

v2**  = (100011000(101110000100011111011110)

v11** = (111011101(101101001111000001110010)

Έστω τώρα ότι για το δεύτερο ζευγάρι (v13*, v18*) επιλέχθηκε σημείο διασταύρωσης, pos = 20:

v13* = (00010100001001010100(1010111111011)

v18* = (11101111101000100011(0000001000110)

Αυτά τα χρωμοσώματα θα «κοπούν» μετά το 20ο bit και θα αντικατασταθούν από το ακόλουθο ζεύγος απογόνων: 

v13** = (00010100001001010100(0000001000110)

v18** = (11101111101000100011(1010111111011)

Οπότε, η τρέχουσα μορφή του πληθυσμού μετά και από τη διαδικασία της διασταύρωσης θα είναι ως εξής:

	v1*
	=
	(011001111110110101100001101111000)

	v2**
	=
	(100011000101110000100011111011110)

	v3*
	=
	(001000100000110101111011011111011)

	v4*
	=
	(011001111110110101100001101111000)

	v5*
	=
	(000101010011111111110000110001100)

	v6*
	=
	(100011000101101001111000001110010)

	v7*
	=
	(111011101101110000100011111011110)

	v8*
	=
	(000111011001010011010111111000101)

	v9*
	=
	(011001111110110101100001101111000)

	v10*
	=
	(000010000011001000001010111011101)

	v11**
	=
	(111011101101101001111000001110010)

	v12*
	=
	(010000000101100010110000001111100)

	v13**
	=
	(000101000010010101000000001000110)

	v14*
	=
	(100001100001110100010110101100111)

	v15*
	=
	(101110010110011110011000101111110)

	v16*
	=
	(100110100000001111111010011011111)

	v17*
	=
	(000001111000110000011010000111011)

	v18**
	=
	(111011111010001000111010111111011)

	v19*
	=
	(111011101101110000100011111011110)

	v20*
	=
	(110011110000011111100001101001011)


Μετάλλαξη: Όπως είπαμε η μετάλλαξη πραγματοποιείται γονίδιο προς γονίδιο (ψηφίο προς ψηφίο). Δηλαδή ο τελεστής της μετάλλαξης αντιμετωπίζει ολόκληρο τον πληθυσμό σαν ένα συρμό από δυαδικά ψηφία όπου κάθε ψηφίο έχει την ίδια πιθανότητα να μεταλλαχθεί. Έτσι με δεδομένο ότι η πιθανότητα μετάλλαξης είναι pm = 0.01 αναμένουμε ότι κατά μέσο όρο το 1% όλων των γονιδίων του πληθυσμού θα αντιστραφούν. Ο πληθυσμός μας αποτελείται από m ( pop_size = 33 ( 20 = 660 δυαδικά ψηφία, άρα αναμένουμε κατά μέσο όρο 6.6 μεταλλάξεις σε κάθε γενιά. Για κάθε δυαδικό ψηφίο, παράγουμε έναν τυχαίο πραγματικό αριθμό r στο διάστημα [0,1]. Εάν r<0.01, τότε αντιστρέφουμε το δυαδικό ψηφίο.

Έτσι λοιπόν, πρέπει να παράγουμε συνολικά 660 τυχαίους αριθμούς στο διάστημα [0, 1]. Έστω ότι σε ένα δοκιμαστικό τρέξιμο παράχθηκαν 5 αριθμοί μικρότεροι από 0.01. Οι αριθμοί αυτοί, οι θέσεις στον πληθυσμό των δυαδικών ψηφίων που επιλέχθηκαν, ο αριθμός του ατόμου που αντιστοιχούν, καθώς και η θέση τους στα αντίστοιχα άτομα φαίνονται στον παρακάτω πίνακα:

	Τυχαίος Αριθμός
	Θέση Ψηφίου στον Πληθυσμό
	Αριθμός ατόμου (χρωμοσώματος)
	Θέση Ψηφίου στο Χρωμόσωμα

	0.000213
	112
	4
	13

	0.009945
	349
	11
	19

	0.008809
	418
	13
	22

	0.005425
	429
	13
	33

	0.002836
	602
	19
	8


Αυτό σημαίνει ότι τέσσερα άτομα του πληθυσμού θα υποστούν μετάλλαξη - στο 13ο άτομο μεταλλάσσονται δύο ψηφία. Οπότε ο πληθυσμός που προκύπτει μετά και τη διαδικασία της μετάλλαξης είναι ο ακόλουθος (τα ψηφία που έχουν μεταλλαχθεί είναι bold):

	v1
	=
	(011001111110110101100001101111000)

	v2
	=
	(100011000101110000100011111011110)

	v3
	=
	(001000100000110101111011011111011)

	v4
	=
	(011001111110010101100001101111000)

	v5
	=
	(000101010011111111110000110001100)

	v6
	=
	(100011000101101001111000001110010)

	v7
	=
	(111011101101110000100011111011110)

	v8
	=
	(000111011001010011010111111000101)

	v9
	=
	(011001111110110101100001101111000)

	v10
	=
	(000010000011001000001010111011101)

	v11
	=
	(111011101101101001011000001110010)

	v12
	=
	(010000000101100010110000001111100)

	v13
	=
	(000101000010010101000100001000111)

	v14
	=
	(100001100001110100010110101100111)

	v15
	=
	(101110010110011110011000101111110)

	v16
	=
	(100110100000001111111010011011111)

	v17
	=
	(000001111000110000011010000111011)

	v18
	=
	(111011111010001000111010111111011)

	v19
	=
	(111011100101110000100011111011110)

	v20
	=
	(110011110000011111100001101001011)


Εδώ τελείωσε η πρώτη γενεά του Γ.Α. Έχει ενδιαφέρον να δούμε την απόδοση των μελών του πληθυσμού που προέκυψε στο τέλος αυτής της πρώτης γενεάς.

	eval(v1)
	=
	f(3.130078, 4.996097)
	=
	23.410669

	eval(v2)
	=
	f(5.279042, 5.054515)
	=
	18.201083

	eval(v3)
	=
	f(-0.991471, 5.680258)
	=
	16.020812

	eval(v4)
	=
	f(3.128235, 4.996097)
	=
	23.412613

	eval(v5)
	=
	f(-1.746635, 5.395584)
	=
	20.095903

	eval(v6)
	=
	f(5.278638, 5.593460)
	=
	17.406725

	eval(v7)
	=
	f(11.089025, 5.054515)
	=
	30.060205

	eval(v8)
	=
	f(-1.255173, 4.734458)
	=
	25.341160

	eval(v9)
	=
	f(3.130078, 4.996097)
	=
	23.410669

	eval(v10)
	=
	f(-2.516603, 4.390381)
	=
	19.526329

	eval(v11)
	=
	f(11.088621, 4.743434)
	=
	33.351874

	eval(v12)
	=
	f(0.795406, 5.381472)
	=
	16.127799

	eval(v13)
	=
	f(-1.811725, 4.209937)
	=
	22.692462

	eval(v14)
	=
	f(4.910618, 4.703018)
	=
	17.959701

	eval(v15)
	=
	f(7.935998, 4.757338)
	=
	13.666916

	eval(v16)
	=
	f(6.084492, 5.652242)
	=
	26.019600

	eval(v17)
	=
	f(-2.554851, 4.793707)
	=
	21.278435

	eval(v18)
	=
	f(11.134646, 5.666976)
	=
	27.591064

	eval(v19)
	=
	f(11.059532, 5.054515)
	=
	27.608441

	eval(v20)
	=
	f(9.211598, 4.993762)
	=
	23.867227


Παρατηρούμε ότι η συνολική απόδοση F του νέου πληθυσμού είναι 447.049688, πολύ μεγαλύτερη από τη συνολική απόδοση του αρχικού πληθυσμού που ήταν 387.776822. Επίσης, το χρωμόσωμα (v11) με την καλύτερη απόδοση (33.351874) στον τρέχοντα πληθυσμό, έχει υψηλότερη απόδοση από το χρωμόσωμα (v15) με την καλύτερη απόδοση (30.060205) στον αρχικό πληθυσμό. Επίσης το χρωμόσωμα  (v15) με τη χειρότερη απόδοση (13.666916) στον τρέχοντα πληθυσμό, έχει πολύ υψηλότερη απόδοση από το χρωμόσωμα (v2) με τη χειρότερη απόδοση (7.580015) στον αρχικό πληθυσμό.

Ο Γ.Α. συνεχίζει με τη φάση της επιλογής και τα διάφορα βήματα (επιλογή-διασταύρωση-μετάλλαξη) επαναλαμβάνονται κυκλικά έως ότου ικανοποιηθεί το κριτήριο τερματισμού του αλγορίθμου. Συνήθως, το κριτήριο τερματισμού ενός Γ.Α. είναι είτε ένας συγκεκριμένος (μέγιστος) αριθμός γενεών, είτε ένα συγκεκριμένο ποσοστό βελτίωσης του καλύτερου ατόμου ή του συνολικού πληθυσμού σε σχέση με κάποιον αριθμό προηγούμενων γενεών. Έτσι στο συγκεκριμένο Γ.Α. αν θεωρήσουμε ως συνθήκη τερματισμού τις 1000 γενεές ο τελικός πληθυσμός (ο πληθυσμός στο τέλος της 1000στης γενεάς) θα έχει ως εξής:

	v1
	=
	(111011110110011011100101010111011)

	v2
	=
	(111001100110000100010101010111000)

	v3
	=
	(111011110111011011100101010111011)

	v4
	=
	(111001100010000110000101010111001)

	v5
	=
	(111011110111011011100101010111011)

	v6
	=
	(111001100110000100000100010100001)

	v7
	=
	(110101100010010010001100010110000)

	v8
	=
	(111101100010001010001101010010001)

	v9
	=
	(111001100010010010001100010110001)

	v10
	=
	(111011110111011011100101010111011)

	v11
	=
	(110101100000010010001100010110000)

	v12
	=
	(110101100010010010001100010110001)

	v13
	=
	(111011110111011011100101010111011)

	v14
	=
	(111001100110000100000101010111011)

	v15
	=
	(111001101010111001010100110110001)

	v16
	=
	(111001100110000101000100010100001)

	v17
	=
	(111001100110000100000101010111011)

	v18
	=
	(111001100110000100000101010111001)

	v19
	=
	(111101100010001010001110000010001)

	v20
	=
	(111001100110000100000101010111001)


Οι αποδόσεις των μελών του τελικού πληθυσμού θα είναι:

	eval(v1)
	=
	f(11.120940, 5.092514)
	=
	30.298543

	eval(v2)
	=
	f(10.588756, 4.667358)
	=
	26.869724

	eval(v3)
	=
	f(11.124627, 5.092514)
	=
	30.316575

	eval(v4)
	=
	f(10.574125, 4.242410)
	=
	31.933120

	eval(v5)
	=
	f(11.124627, 5.092514)
	=
	30.316575

	eval(v6)
	=
	f(10.588756, 4.214603)
	=
	34.356125

	eval(v7)
	=
	f(9.631066, 4.427881)
	=
	35.458636

	eval(v8)
	=
	f(11.518106, 4.452835)
	=
	23.309078

	eval(v9)
	=
	f(10.574816, 4.427933)
	=
	34.393820

	eval(v10)
	=
	f(11.124627, 5.092514)
	=
	30.316575

	eval(v11)
	=
	f(9.623693, 4.427881)
	=
	35.477938

	eval(v12)
	=
	f(9.631066, 4.427933)
	=
	35.456066

	eval(v13)
	=
	f(11.124627, 5.092514)
	=
	30.316575

	eval(v14)
	=
	f(10.588756, 4.242514)
	=
	32.932098

	eval(v15)
	=
	f(10.606555, 4.653714)
	=
	30.746768

	eval(v16)
	=
	f(10.588814, 4.214603)
	=
	34.359545

	eval(v17)
	=
	f(10.588756, 4.242514)
	=
	32.932098

	eval(v18)
	=
	f(10.588756, 4.242410)
	=
	32.956664

	eval(v19)
	=
	f(11.518106, 4.472757)
	=
	19.669670

	eval(v20)
	=
	f(10.588756, 4.242410)
	=
	32.956664


Από τις παραπάνω τιμές προκύπτει ότι η συνολική απόδοση F του τελικού πληθυσμού είναι 625.372857, πολύ υψηλότερη δηλαδή από την απόδοση του πληθυσμού στο τέλος της πρώτης γενεάς (447.049688). Ενώ η απόδοση του καλύτερου μέλους του τελικού πληθυσμού είναι 35.477938, με πολλά επίσης μέλη να το πλησιάζουν σε επίπεδο απόδοσης.

♣

7.4. ΜΕΛΕΤΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗΣ - Το Πρόβλημα του Πλανόδιου Πωλητή – The Traveling Salesman Problem (Tsp): Μια αντιμετώπιση χρησιμοποιώντας Γενετικούς Αλγόριθμους
Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε μια προσέγγιση του προβλήματος του Πλανόδιου Πωλητή (Traveling Salesman Problem, TSP) με χρήση Γ.Α.  Για λόγους απλότητας θα γίνει αναφορά σε μία μόνο πιθανή προσέγγιση από τις πάρα πολλές που υπάρχουν.

Το πρόβλημα: Δεδομένων των εξόδων μεταφοράς μεταξύ των διαφόρων πόλεων, το TSP συνίσταται στην προσπάθεια του πλανόδιου πωλητή να επισκεφτεί όλες τις πόλεις της περιοχής του, μία μόνο φορά την καθεμιά, και να επιστρέψει στην πόλη από την οποία ξεκίνησε με το ελάχιστο δυνατό κόστος.
Το TSP ανήκει στην κατηγορία των συνδυαστικών προβλημάτων βελτιστοποίησης και εμφανίζεται σε ένα πολύ μεγάλο αριθμό εφαρμογών.  Υπάρχουν αρκετοί προσεγγιστικοί και ευρετικοί αλγόριθμοι που προσπαθούν να επιλύσουν το πρόβλημα, ενώ τα τελευταία χρόνια έχουν γίνει αρκετές προσπάθειες για να προσεγγιστεί το TSP με χρήση Γ.Α.  Παρακάτω παρουσιάζεται μία από αυτές τις προσπάθειες προσέγγισης [Michalewicz, 1996].

Αναπαράσταση

Το πρώτο βασικό ερώτημα που πρέπει να απαντηθεί είναι αυτό σχετικά με τον τρόπο αναπαράστασης του χρωμοσώματος που θα αναπαριστά τις πιθανές λύσεις. Μπορεί να είναι είτε ένα διάνυσμα ακεραίων, είτε μια δυαδική συμβολοσειρά. Στους «κλασσικούς» Γενετικούς Αλγορίθμους η αναπαράσταση που χρησιμοποιείτε είναι η δυαδική συμβολοσειρά. Η αναπαράσταση αυτή, όμως, δεν ανταποκρίνεται στις απαιτήσεις του συγκεκριμένου προβλήματος του Πλανόδιου Πωλητή.  Κι αυτό, γιατί σε μια δυαδική αναπαράσταση για ένα TSP 

 πόλεων, κάθε πόλη θα έπρεπε να αναπαρασταθεί ως μια δυαδική συμβολοσειρά 
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 δυαδικών ψηφίων.  Αυτό σημαίνει ότι το χρωμόσωμα θα κατέληγε να αποτελείται από 
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 δυαδικά ψηφία.  Κατά τη διαδικασία της μετάλλαξης θα μπορούσε να εμφανιστεί πρόβλημα, όταν θα δημιουργούνταν ακολουθία πόλεων, στην οποία μία τουλάχιστον πόλη θα εμφανιζόταν παραπάνω από μία φορά.  

Επιπλέον, για ένα TSP με 

 πόλεις (όπου για την αναπαράσταση κάθε πόλης θα χρειαζόντουσαν 

 δυαδικά ψηφία), μερικές ακολουθίες των 

 δυαδικών ψηφίων (π.χ. η 

) δεν θα αντιστοιχούν σε καμία πόλη.  

Παρόμοια προβλήματα μπορεί να εμφανιστούν και κατά την εφαρμογή των τελεστών διασταύρωσης.  Από όλα αυτά, συμπεραίνει κανείς, ότι εάν γινόταν χρήση των τελεστών μετάλλαξης και διασταύρωσης, όπως αυτοί ορίσθηκαν στους «κλασσικούς» Γενετικούς Αλγορίθμους, θα ήταν απαραίτητη η ύπαρξη ενός διορθωτικού αλγορίθμου.  Ένας τέτοιος αλγόριθμος (διορθωτικός κανόνας) θα επιδιόρθωνε κάθε χρωμόσωμα μεταφέροντάς το μέσα στο επιτρεπτό σύνολο τιμών.

Φαίνεται, λοιπόν, από τα παραπάνω, ότι η αναπαράσταση με διάνυσμα ακεραίων αποτελεί καλύτερη επιλογή.  Κι αυτό, γιατί μ' αυτό τον τρόπο, αντί να εφαρμόζονται διορθωτικοί κανόνες μετά από την χρήση των γενετικών τελεστών, μπορούν να ενσωματωθούν η γνώση και οι πληροφορίες που έχουμε για το συγκεκριμένο πρόβλημα, από πριν στους τελεστές αυτούς.  Έτσι, θα απομακρυνόταν με έξυπνο τρόπο ο κίνδυνος για παραγωγή ατόμων εκτός των ορίων του διαστήματος τιμών.  

Στη συγκεκριμένη προσέγγιση χρησιμοποιείται αναπαράσταση με ακέραιους αριθμούς.  Ένα διάνυσμα 
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της μορφής 
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 αντιστοιχεί σε μια διαδρομή από την πόλη i1 στην i2, κ.λπ., από την in-1 στην in και πίσω ξανά στην i1. Το 

 αποτελεί μια διάταξη των (1, 2, ... ,n).

Αρχικοποίηση

Για τη διαδικασία αρχικοποίησης μπορούμε, είτε να χρησιμοποιήσουμε ευρετικές μεθόδους (π.χ. δεχόμαστε μερικά αποτελέσματα από ένα άπληστο (greedy) αλγόριθμο για το TSP, ξεκινώντας κάθε φορά από διαφορετική πόλη), είτε να αρχικοποιήσουμε τον πληθυσμό με τυχαία δείγματα από ανακατατάξεις του 

.

Αξιολόγηση

Η αποτίμηση των χρωμοσωμάτων γίνεται με άμεσο και ευθύ τρόπο: δεδομένων των εξόδων μεταφοράς μεταξύ των διαφόρων πόλεων, μπορούμε εύκολα να υπολογίσουμε το συνολικό κόστος ολόκληρης της διαδρομής.

Επιλογή

Η διαδικασία της επιλογής μπορεί να γίνει χρησιμοποιώντας «εξαναγκασμένη ρουλέτα» εξασφαλίζοντας επιπλέον την επιβίωση του καλύτερου γονότυπου σε κάθε γενιά (elitism roulette wheel selection) [Goldberg 1989; Michalewicz, 1996; Λυκοθανάσης, 2001]. 

Διασταύρωση

Το ζητούμενο σε ένα TSP είναι η εύρεση της διαδρομής με την βέλτιστη διάταξη των πόλεων.  Είναι σχετικά εύκολο να δημιουργήσουμε μοναδιαίους τελεστές που θα ψάχνουν για καλύτερες διατάξεις συμβολοσειρών. Παρ’ όλα αυτά, με τη χρήση μόνο μοναδιαίων τελεστών, είναι εξαιρετικά δύσκολο να βρεθούν σχετικά καλές διατάξεις, πόσο μάλλον να βρεθεί η βέλτιστη.  Επιπλέον, η δύναμη και η αποτελεσματικότητα των Γ.Α. πηγάζουν από την εναλλαγή της πληροφορίας που επιτυγχάνεται με τη βοήθεια των συνδυασμένων διασταυρώσεων των ατόμων με την καλύτερη απόδοση.  Έτσι, αυτό που απαιτείται είναι ένας τελεστής διασταύρωσης που θα εκμεταλλεύεται όσο το δυνατόν καλύτερα τις σημαντικές ομοιότητες μεταξύ των χρωμοσωμάτων.  Γι' αυτό το λόγο, χρησιμοποιείται μια παραλλαγή ενός OX (Order Crossover) τελεστή [Michalewicz, 1996], ο οποίος δεδομένων δύο χρωμοσωμάτων γονιών, δημιουργεί ένα χρωμόσωμα απόγονο επιλέγοντας μια ακολουθία (ένα substring) πόλεων από τον ένα γονιό και συμπληρώνοντας τις υπόλοιπες πόλεις από τον άλλο γονιό διατηρώντας, ταυτόχρονα, τη σχετική σειρά των πόλεων του δεύτερου γονέα. Για παράδειγμα, εάν οι γονείς είναι οι:

p1 = (1 2 3 |4 5 6 7| 8 9) 

και

 p2 = (4 5 2 |1 8 7 6| 9 3)

και οι επιλεγμένες ακολουθίες (τα δύο σημεία διασταύρωσης είναι τα |) είναι η (4 5 6 7) στον 1ο γονέα και η (1 8 7 6) στον 2ο γονέα τότε οι απόγονοι που δημιουργούνται είναι οι:

o1 = (2 1 8 |4 5 6 7| 9 3)

και

o2 = (3 4 5 |1 8 7 6| 9 2)

Η διαδικασία που γίνεται αυτό είναι η ακόλουθη:

Αρχικά τα τμήματα μεταξύ των σημείων διασταύρωσης αντιγράφονται στους απογόνους:

o1 = (x x x |4 5 6 7| x x)

και
 o2 = (x x x |1 8 7 6| x x)

Στη συνέχεια ξεκινώντας από το δεύτερο σημείο διασταύρωσης του ενός γονέα, οι πόλεις από τον δεύτερο γονέα αντιγράφονται με την σειρά που έχουν, εξαιρώντας τα σύμβολα που ήδη υπάρχουν (στο τμήμα της διαδρομής που βρίσκεται ανάμεσα στα δύο σημεία διασταύρωσης και το οποίο παίρνει στον απόγονο). Όταν φτάσουμε στο τέλος του string με τις πόλεις συνεχίζουμε από την αρχή του string. Η ακολουθία των πόλεων για τον δεύτερο γονέα (ξεκινώντας από το δεύτερο σημείο διασταύρωσης) είναι:

9 – 3 – 4 – 5 – 2 – 1 – 8 – 7 – 6

αφού αφαιρέσουμε τις πόλεις 4, 5, 6, 7 που υπάρχουν ήδη στον πρώτο απόγονο έχουμε:

9 – 3 –  2 – 1 – 8

Η ακολουθία αυτή αντιγράφεται στον πρώτο απόγονο (ξεκινώντας από το δεύτερο σημείο διασταύρωσης) και έτσι έχουμε:

o1 = (2 1 8 |4 5 6 7| 9 3)

Με τον ίδιο τρόπο προκύπτει και ο δεύτερος απόγονος:

o2 = (3 4 5 |1 8 7 6| 9 2)

Μετάλλαξη

Για τη γενετική διαδικασία της μετάλλαξης μπορούν να χρησιμοποιηθούν διάφορες μέθοδοι. Μια από αυτές είναι η τυχαία επιλογή δύο πόλεων σε μια διαδρομή και η αμοιβαία αλλαγή θέσης. Για παράδειγμα, έστω ότι στη διαδρομή:  (1 2 3 4 5 6 7 8 9) επιλέγονται τυχαία οι πόλεις 2 και 6 για να αλλάξουν αμοιβαία θέσεις. Μετά τη μετάλλαξη η διαδρομή που θα προκύψει θα είναι η: (1 6 3 4 5 2 7 8 9).

Τα παραπάνω αποτελούν ΜΙΑ ΜΟΝΟ πιθανή αντιμετώπιση του TSP με χρήση Γενετικών Αλγορίθμων. Η αντιμετώπιση αυτή δίνει σημασία στην φυσικότητα της αναπαράστασης και στην ευκολία και όχι τόσο στην απόδοση. Σίγουρα μπορούν να προταθούν (και έχουν προταθεί) πολύ καλύτερες λύσεις (πιο δύσκολες όμως στην κατανόηση και υλοποίηση) από αυτή που παρουσιάστηκε παραπάνω.

7.5 ΕΞΕΛΙΚΤΙΚΟΙ  ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ
Οι Εξελικτικοί Αλγόριθμοι (ΕΑ) τα τελευταία χρόνια, είναι ένας ευρέως γνωστός και αναπτυσσόμενος τομέας που επιτυγχάνει την επίλυση πολλών προβλημάτων. Οι εξελικτικοί αλγόριθμοι είναι πιθανοτικές μέθοδοι αναζήτησης που όπως εύκολα συμπεραίνουμε από το όνομά τους, είναι εμπνευσμένοι και μιμούνται τη διαδικασία της φυσικής βιολογικής εξέλιξης. Πράγματι, η προέλευσή τους είναι περισσότερο συνδεδεμένη με την βιολογία παρά με την επιστήμη των Υπολογιστών. Το κύριο χαρακτηριστικό τους είναι ότι χρησιμοποιούν μια μεθοδολογία η οποία είναι εύκολη στην κατανόηση και στην εφαρμογή της. Η μεθοδολογία αυτή μπορεί να χρησιμοποιηθεί είτε αυτούσια (σαν να ήταν ένα μαύρο κουτί), είτε σε συνδυασμό με άλλες μεθόδους και τεχνικές γεγονός που οδηγεί συχνά σε νέες υβριδικές και εξειδικευμένες μορφές των ΕΑ. Οι ΕΑ είναι εφαρμόσιμοι ακόμα και σε δυναμικά συστήματα στα οποία ο στόχος και οι περιορισμοί του προβλήματος μπορεί να μεταβάλλονται σε σχέση με το χρόνο. Επίσης μπορούν να χρησιμοποιηθούν με επιτυχία σε περιπτώσεις όπου ο χώρος αναζήτησης είναι ασυνεχής, έχει πολλά ακρότατα, είναι χαοτικός και γενικότερα σε περιπτώσεις όπου οι παραδοσιακές μέθοδοι επίλυσης δεν δίνουν ικανοποιητικά αποτελέσματα.

Οι ΕΑ λειτουργούν σε έναν πληθυσμό πιθανών λύσεων που εφαρμόζουν την αρχή της επιβίωσης του καταλληλότερου, ώστε να παραγάγουν τις καλύτερες ή καλύτερες προσεγγίσεις σε μια λύση. Σε κάθε γενεά, ένα νέο σύνολο προσεγγίσεων δημιουργείται με διαδικασία κατά την οποία οντότητες επιλέγονται σύμφωνα με το επίπεδο καταλληλότητας τους, για τη περιοχή του προβλήματος, και συμμετέχουν στην αναπαραγωγική διαδικασία, χρησιμοποιώντας τελεστές δανεισμένους από τη φυσική γενετική. Αυτή η διαδικασία οδηγεί στην εξέλιξη των πληθυσμών οντοτήτων που ταιριάζουν καλύτερα στο περιβάλλον τους, απ’ ότι οι οντότητες που τις δημιούργησαν, ακριβώς όπως στη φυσική προσαρμογή.


Οι Εξελικτικοί Αλγόριθμοι ενεργούν βάσει των φυσικών διαδικασιών, όπως η επιλογή, ο συνδυασμός, η μετάλλαξη, η μετανάστευση, η τοπικότητα και η γειτονικότητα.

Στο Σχήμα 7.1 παρουσιάζεται η δομή ενός απλού Εξελικτικού Αλγορίθμου. Οι ΕΑ λειτουργούν στους πληθυσμούς των οντοτήτων αντί των ενιαίων λύσεων. Κατ' αυτό τον τρόπο η αναζήτηση εκτελείται κατά τρόπο παράλληλο.
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Σχήμα 7.1: Δομή ενός ενιαίου Εξελικτικού Αλγορίθμου Πληθυσμών


Τυπικά ένας Εξελικτικός Αλγόριθμος αρχικοποιεί τον πληθυσμό του με τυχαίο τρόπο, παρόλο που κύρια γνώση μπορεί επίσης να χρησιμοποιηθεί για να κατευθύνει την αναζήτηση. Οι ΕA μετρούν την τιμή καταλληλότητα (fitness) κάθε οντότητας, σύμφωνα με την αξία της σε κάποιο περιβάλλον και έτσι παράγεται η πρώτη, αρχική γενεά.


Εάν τα κριτήρια βελτιστοποίησης δεν ικανοποιούνται η δημιουργία μιας νέας γενεάς αρχίζει. Οι οντότητες επιλέγονται σύμφωνα με την ικανότητά τους για την παραγωγή των απογόνων. Η Επιλογή των γονέων αποφασίζει για το ποιες οντότητες θα γίνουν γονείς και πόσα παιδιά θα κάνουν. Η Εξέλιξη, μπορεί να είναι τόσο απλή διαδικασία σαν τον υπολογισμό μιας συνάρτησης καταλληλότητας, είτε τόσο πολύπλοκη, σαν την εκτέλεση μιας περίτεχνης προσομοίωσης. Τα παιδιά δημιουργούνται μέσω της Διασταύρωσης, η οποία ανταλλάσσει πληροφορίες μεταξύ των γονέων και της Μετάλλαξης, η οποία επιπλέον αναταράσσει τα παιδιά, με μια ορισμένη πιθανότητα. Έπειτα και πάλι υπολογίζεται η ικανότητα του απογόνου. Οι απόγονοι παρεμβάλλονται στον πληθυσμό και αντικαθιστούν τους γονείς, παράγοντας μια νέα γενεά. Το στάδιο αυτό πολλές φορές, ολοκληρώνεται βάσει της διαδικασίας της Επιβίωσης (Survival), κατά την οποία αποφασίζεται ποιες οντότητες (γονείς και παιδιά) θα επιβιώσουν στον πληθυσμό. Αυτός ο κύκλος εκτελείται έως ότου επιτευχθούν τα κριτήρια βελτιστοποίησης.


Ας παρουσιάσουμε ένα Εξελικτικό αλγόριθμο μέσα από ένα απλό παράδειγμα. Έστω ότι ένας κατασκευαστής αυτοκινήτων θέλει να σχεδιάσει μια νέα μηχανή και ένα σύστημα καυσίμων, με σκοπό να μεγιστοποιήσει την παρουσίαση, την διαθεσιμότητα καθώς, και το κέρδος σε καύσιμα, ενώ παράλληλα να ελαχιστοποιήσει την εκπομπή καυσαερίων. Ας υποθέσουμε επίσης, πως μια μονάδα προσομοίωσης μιας μηχανής μπορεί να ελέγξει πολλές μηχανές και να επιστρέψει μια μόνο τιμή προσδιορίζοντας το σκορ καταλληλότητας της μηχανής αυτής. Όμως ο αριθμός των δυνατών μηχανών είναι μεγάλος και ο χρόνος δεν είναι επαρκής ώστε να ελεγχθούν όλες. Τον τρόπο με τον οποίο ένα τέτοιο πρόβλημα αντιμετωπίζεται από τους ΕΑ θα παρουσιαστεί παρακάτω.


Πρώτα θα ορίσουμε κάθε οντότητα ώστε, να αναπαριστά μια συγκεκριμένη μηχανή. Για παράδειγμα υποθέτουμε ότι οι μεταβλητές μιας μηχανής είναι το CIP, το σύστημα παροχής καυσίμων, ο αριθμός των βαλβίδων, οι κύλινδροι και η παρουσία υπερ-τροφοδότη. Το βήμα αρχικοποίησης θα δημιουργήσει έναν αρχικό πληθυσμό από μηχανές. Για χάρη απλότητας, ας θεωρήσουμε ένα πολύ μικρό πληθυσμό μεγέθους τέσσερα. Έστω, ένα παράδειγμα αρχικού πληθυσμού:

	Οντότητες
	CID
	Σύστ. παρ. καυσίμων
	Βαλβίδες
	Κύλινδροι
	Υπερτροφοδότη

	1
	350
	4 
	16
	8
	Ναι

	2
	250
	Μηχαν. Έκχυση (Inject)
	12
	6
	Όχι

	3
	150
	Ηλεκτρ.. Έκχυση (Inject)
	12
	4
	Ναι

	4
	200
	2 
	8
	4
	Όχι



Τώρα θα υπολογίσουμε κάθε οντότητα μέσω του προσομοιωτή μηχανών. Σε κάθε οντότητα αντιστοιχίζεται μια βαθμολογία καταλληλότητας (όσο μεγαλύτερη, τόσο καλύτερη):

	Οντότητες
	CID
	Σύστ. παρ. καυσίμων
	Βαλβ
	Κύλινδ
	Υπερτρ
	Βαθμολογία

	1
	350
	4 
	16
	8
	Ναι
	50

	2
	250
	Μηχαν. Έκχυση (Inject)
	12
	6
	Όχι
	100

	3
	150
	Ηλεκτρ.. Έκχυση (Inject)
	12
	4
	Ναι
	300

	4
	200
	2 
	8
	4
	Όχι
	150



Η επιλογή των γονέων ορίζει ποιες οντότητες θα αποκτήσουν παιδιά. Για παράδειγμα, θα μπορούσαμε να αποφασίσουμε ότι η οντότητα 3 θα αποκτήσει παιδιά, επειδή είναι πολύ καλύτερη απ’ ότι οι άλλες οντότητες. Τα παιδιά δημιουργούνται με διασταύρωση και μετάλλαξη. Όπως αναφέρθηκε και πριν, η διασταύρωση ανταλλάσσει πληροφορίες μεταξύ των γονέων, ενώ η μετάλλαξη τις αναταράσσει, έτσι ώστε να αυξηθεί η ποικιλία. Για παράδειγμα, η διασταύρωση των οντοτήτων 3 και 4 μπορεί να παράγει τα εξής δύο παιδιά:

	Οντότητες
	CID
	Σύστ. παρ. Καυσίμων
	Βαλβ
	Κύλινδ
	Υπερτρ

	3’
	200
	Ηλεκτρ.. Έκχυση (Inject)
	8
	4
	Ναι

	4’
	150
	2 
	12
	4
	Όχι



Σημειώνεται, ότι τα παιδιά έχουν διαμορφωθεί από τα στοιχεία των γονέων. Επιπλέον, σημειώνεται, ότι ο αριθμός των Κυλίνδρων πρέπει να είναι 4, αφού οι γονείς έχουν 4 Κυλίνδρους. Η μετάλλαξη θα μπορούσε να αναταράξει τα παιδιά αυτά με το εξής αποτέλεσμα:

	Οντότητες
	CID
	Σύστημα παρ. καυσίμων
	Βαλβ
	Κύλινδ
	Υπερτρ

	3’
	250
	Ηλεκτρ.. Έκχυση (Inject)
	8
	4
	Ναι

	4’
	150
	2 
	12
	6
	Όχι



Τώρα θα υπολογίσουμε την καταλληλότητα των παιδιών, που θα δώσει τις εξής τιμές:

	Οντότητες
	CID
	Σύστ. παρ. καυσίμων
	Βαλβ
	Κύλινδ
	Υπερτρ
	Βαθμολογία

	3’
	250
	Ηλεκτρ.. Έκχυση (Inject)
	8
	4
	Ναι
	250

	4’
	150
	2 
	12
	6
	Όχι
	350



Τέλος, θα αποφασίσουμε για το ποιες οντότητες θα επιζήσουν. Στο δικό μας παράδειγμα σταθερού μεγέθους πληθυσμού, το οποίο είναι ένας τυπικός ΕΑ, είναι ανάγκη να επιλεγούν ποιες τέσσερις οντότητες θα επιβιώσουν και θα αποτελέσουν τον επόμενο πληθυσμό. Το πως αυτό θα επιτευχθεί ποικίλει σημαντικά για τους διάφορους ΕΑ. Αν για παράδειγμα, μόνο η καλύτερη οντότητα επιβιώνει, ο πληθυσμός μας θα γινόταν:

	Οντότητες
	CID
	Σύστ. παρ. καυσίμων
	Βαλβ
	Κύλινδ
	Υπερτρ
	Βαθμολογία

	3
	150
	Ηλεκτρ.. Έκχυση (Inject)
	12
	4
	Ναι
	300

	4
	200
	2 
	8
	4
	Όχι
	150

	3’
	250
	Ηλεκτρ.. Έκχυση (Inject)
	8
	4
	Ναι
	250

	4’
	150
	2 
	12
	6
	Όχι
	350



Αυτός ο κύκλος υπολογισμού, επιλογής, διασταύρωσης, μετάλλαξης και επιβίωσης συνεχίζει μέχρι να επιτευχθούν κάποια κριτήρια τερματισμού.


Αυτό το απλό παράδειγμα παρουσιάζει έναν τυπικό ΕΑ. Είναι σημαντικό να επισημανθεί ότι παρά του ότι η βασική ιδέα όλων των ΕΑ είναι παρόμοια, η ιδιαίτερη εφαρμογή τους διαφέρει σε πολλές λεπτομέρειες. Για παράδειγμα, υπάρχει μια μεγάλη ποικιλία μηχανισμών για τη διαδικασία της Επιλογής. Η αναπαράσταση των οντοτήτων επίσης, κυμαίνεται από bit-stings σε διανύσματα πραγματικών τιμών, ως Lisp-expressions και Νευρωνικά δίκτυα. Τέλος ο σημαντικός ρόλος της διασταύρωσης και της μετάλλαξης καθώς επίσης και οι ιδιαίτερες εφαρμογές τους, διαφέρουν σημαντικά στις διάφορες εφαρμογές των ΕΑ.


Ένας τέτοιος ενιαίος Εξελικτικός Αλγόριθμος πληθυσμών είναι ισχυρός και αποδίδει καλά σε μια ευρεία κατηγορία προβλημάτων. Εντούτοις, τα καλύτερα αποτελέσματα μπορούν να επιτευχθούν με την εισαγωγή πολλών πληθυσμών, αποκαλούμενων Υποσύνολα Πληθυσμού. Κάθε υποσύνολο πληθυσμού εξελίσσεται για μερικές γενεές και απομονώνεται (όπως στον ενιαίο Εξελικτικό Αλγόριθμο πληθυσμών), προτού να ανταλλαχθούν ένα ή περισσότερα άτομα μεταξύ των υποσυνόλων του πληθυσμού. Ο Πολύ-πληθυσμιακός Εξελικτικός Αλγόριθμος (Multi-population Evolutionary Algorithm) διαμορφώνει την εξέλιξη με έναν τρόπο πιο συμβατό με τη φύση, απ’ ότι ο ενιαίος Εξελικτικός Αλγόριθμος πληθυσμών.


Από την παραπάνω παρουσίαση, μπορεί να φανεί ότι οι ΕΑ διαφέρουν ουσιαστικά από τις παραδοσιακότερες μεθόδους αναζήτησης και βελτιστοποίησης. Οι σημαντικότερες διαφορές είναι:
· Οι Εξελικτικοί Αλγόριθμοι ψάχνουν έναν πληθυσμό των σημείων παράλληλα, όχι ένα μόνο σημείο.

· Οι Εξελικτικοί Αλγόριθμοι δεν επιθυμούν παράγωγες πληροφορίες ή άλλη βοηθητική γνώση, μόνο η αντικειμενική συνάρτηση και τα αντίστοιχα επίπεδα καταλληλότητας επηρεάζουν τις κατευθύνσεις της αναζήτησης.

· Οι Εξελικτικοί Αλγόριθμοι χρησιμοποιούν τους πιθανολογικούς κανόνες μετάβασης, όχι Ντετερμινιστικούς.

· Οι Εξελικτικοί Αλγόριθμοι είναι γενικά απλούστεροι για να ισχύσουν.

Οι Εξελικτικοί Αλγόριθμοι μπορούν να παρέχουν διάφορες πιθανές λύσεις σε ένα δεδομένο πρόβλημα. Η τελική επιλογή αφήνεται στο χρήστη. Έτσι, σε περιπτώσεις όπου το ιδιαίτερο πρόβλημα δεν έχει μια μεμονωμένη λύση, παραδείγματος χάριν όπως στην περίπτωση της πολλαπλών στόχων βελτιστοποίησης και σχεδιασμός προβλημάτων, ο εξελικτικός αλγόριθμος είναι ενδεχομένως χρήσιμος.
7.5.1 Βασικές Αρχές των Εξελικτικών Αλγορίθμων


Οι ΕΑ είναι βασισμένοι στην προσομοίωση των διάφορων εξελικτικών διαδικασιών και γι’ αυτό βασίζονται στις κύριες αρχές που διέπουν την φυσική εξέλιξη. Οι αρχές αυτές δεν είναι άλλες από την Αναπαραγωγή, την τυχαία Μετάλλαξη, τον Ανταγωνισμό και την Επιλογή των ατόμων του πληθυσμού για εξέλιξη και αποτελούν τα θεμελιώδη χαρακτηριστικά της Εξέλιξης.


Η αναπαραγωγή αποτελεί την πιο βασική ιδιότητα των ζωντανών οργανισμών. Η διαδικασία της αναπαραγωγής επιτυγχάνεται με μεταφορά του γενετικού υλικού ενός ατόμου στους απογόνους του. Αν για κάποιο λόγο η μεταφορά αυτή επιτευχθεί με λάθος τρόπο τότε, αντικαθίσταται βάσει του φαινομένου της μετάλλαξης. Κατά τον ανταγωνισμό, παρατηρείται αύξηση των έμβιων όντων μέσα σε ένα χώρο με περιορισμένες πηγές πόρων. Τέλος, η Επιλογή μία στοχαστική και όχι μία ντετερμινιστική διαδικασία, είναι εκείνη του “συνταιριάσματος” δύο όντων με σκοπό την αναπαραγωγή.

7.5.2 Λόγοι Χρήσης Εξελικτικών Αλγόριθμων


Η ανάγκη να υλοποιηθούν οι Εξελικτικοί Αλγόριθμοι σε ηλεκτρονικούς υπολογιστές προήλθε από τέσσερις διαφορετικές επιστημονικές κατευθύνσεις:


Η Επιστήμη των μηχανικών: Οι ΕΑ δύναται να χρησιμοποιηθούν για την επίλυση δύσκολων γραμμικών ή μη γραμμικών προβλημάτων βελτιστοποίησης που αφορούν στην επιστήμη των μηχανικών. Αυτό συμβαίνει ιδιαίτερα όταν τα προβλήματα εμπεριέχουν στοχαστικές, μεταβλητές ή χαοτικές συνιστώσες.


Η Επιστήμη της Βιολογίας: Οι ΕΑ δύναται να αναπαραστήσουν και να προσομοιώσουν ενέργειες της φυσικής εξέλιξης έτσι ώστε, να παράγουν πρότυπα για την απόκτηση νέων γνώσεων για τη φύση και τη λειτουργία των φυσικών εξελικτικών διαδικασιών.


Προβλήματα με μεταβαλλόμενες συνθήκες: Οι ΕΑ δύναται να αλλάζουν τη στρατηγική επίλυσης με βάση τις πιο πρόσφατες πληροφορίες σχετικά με την αποτυχία ή την επιτυχία της τρέχουσας στρατηγικής. Προσαρμόζουν λοιπόν, την διαδικασία επίλυσης με βάση τις παρούσες συνθήκες του προβλήματος το οποίο επιλύουν.


Η Τεχνητή Επιστήμη: Οι ΕΑ δύναται να προσαρμόζουν τις ενέργειες τους βάσει των προβλεπόμενων μελλοντικών συνθηκών ή καταστάσεων. Έτσι, με σκοπό την παραγωγή τεχνητής νοημοσύνης έγινε χρήση των ΕΑ ως προσομοίωση της εξελικτικής διαδικασίας σε μία κλάση αλγορίθμων πρόβλεψης.
7.5.3 Ιδιότητες των Εξελικτικών Αλγόριθμων


Το γεγονός ότι οι ΕΑ βασίζονται στη φυσική εξέλιξη και τους νόμους που διέπουν την φυσική αναπαραγωγή, γίνεται φανερό πως έχουν κάποιες βασικές ιδιότητες άμεσα συνδεδεμένες με τις φυσικές διαδικασίες. Ιδιότητες αυτές συνοψίζονται στα εξής:

· Οι ΕΑ αξιοποιούν τη συλλογική διαδικασία μάθησης ενός πληθυσμού από τα ίδια τα άτομα του πληθυσμού. Συνήθως, κάθε άτομο αναπαριστά, σε κωδικοποιημένη ή μη μορφή, ένα σημείο αναζήτησης μέσα στο χώρο των πιθανών λύσεων ενός συγκεκριμένου προβλήματος. Μερικές φορές, τα άτομα μπορούν επίσης να συμπεριλαμβάνουν και άλλου είδους πληροφορίες, όπως για παράδειγμα στρατηγικές παραμέτρους του ΕΑ.

· Οι απόγονοι των ατόμων δημιουργούνται μέσα από τυχαίες διαδικασίες που έχουν ως στόχο να μοντελοποιήσουν τη μετάλλαξη και τη διασταύρωση (διαδικασία συνδυασμού του γενετικού υλικού των ατόμων). Η μετάλλαξη αντιστοιχεί σε μια λανθασμένη αντιγραφή των χαρακτηριστικών των ατόμων στους απόγονούς τους (συνήθως, οι μικρού εύρους αλλαγές είναι πολύ πιο πιθανές από αλλαγές μεγάλου εύρους). Η διασταύρωση ανταλλάσσει γενετική πληροφορία ανάμεσα σε δύο ή περισσότερα άτομα που υπάρχουν στον πληθυσμό.

· Όσον αφορά την αποτίμηση των ατόμων μέσα στο περιβάλλον τους, μπορεί να ανατεθεί σε κάθε άτομο ένα μέτρο της ποιότητας ή της απόδοσής του. Ως ελάχιστη απαίτηση, θα πρέπει να υπάρχει και η δυνατότητα για σύγκριση της απόδοσης δύο ατόμων, η οποία να καταλήγει σε απόφαση για το ποιο από τα δύο είναι καλύτερο από το άλλο. Βασισμένη στο μέτρο απόδοσής τους η διαδικασία επιλογής θα επιλέγει για αναπαραγωγή πιο συχνά τα άτομα που έχουν υψηλή απόδοση σε σχέση με αυτά που παρουσιάζουν χαμηλή. 


Αυτές αποτελούν μόνο τις πιο γενικές από τις ιδιότητες που χαρακτηρίζουν τους ΕΑ. Οι μορφές των ΕΑ που θα συζητηθούν στη συνέχεια του κεφαλαίου τις χρησιμοποιούν σε διάφορες μορφές και συνδυασμούς
7.5.4 Μορφές των Εξελικτικών Αλγόριθμων


Η καταγωγή των ΕΑ μπορεί να εντοπιστεί στην δεκαετία του ’50 (πχ Fraser 1957, Box 1957). Χάριν συντομίας, δεν θα επικεντρωθούμε σε αυτή την αρχική μελέτη αλλά θα αναφέρουμε με μερικές λεπτομέρειες σε τρεις μεθοδολογίες οι οποίες εμφανίστηκαν πριν μερικές δεκάδες χρόνια: o Εξελικτικός Προγραμματισμός (Evolutionary Programming) (Fogel et al. 1966), οι Εξελικτικές Στρατηγικές (Evolutionary Strategies) (Rechenberg, 1973) και οι Γενετικοί Αλγόριθμοι (Genetic Algorithms) (Holland, 1975).


Παρά του ότι κοιτώντας αυτές τις μεθοδολογίες σε ένα υψηλό επίπεδο είναι παρόμοιες, κάθε ένα από τα είδη αυτά υλοποιεί έναν ΕΑ με ένα διαφορετικό τρόπο. Οι διαφορές αυτές καλύπτουν όλες σχεδόν τις θεωρήσεις των ΕΑ, συμπεριλαμβάνοντας τις επιλογές αναπαράστασης για τις ατομικές δομές, τους τύπους μηχανισμών Επιλογής που χρησιμοποιούν, τις φόρμες των γενετικών τελεστών και η συνάρτηση καταλληλότητας. Η διαφοροποίηση μεταξύ τους έγκειται δηλαδή, στον τρόπο με τον οποίο αξιοποιούν τις παραπάνω αρχές. Θα επισημάνουμε τις σημαντικές διαφορές και ομοιότητές τους σε επόμενη ενότητα, εξετάζοντας μερικά από τα είδη της οικογένειας των ΕΑ.


Κάποιες βασικές παραλλαγές στην αξιοποίηση αυτών των αρχών είναι η ειδοποιός διαφορά ανάμεσα στις βασικές μορφές των ΕΑ, δηλαδή τους Γενετικούς Αλγόριθμους, τις Εξελικτικές Στρατηγικές και του Εξελικτικού Προγραμματισμού (D. B. Fogel 1995, Bäck 1996, Bäck και Schwefel 1993).

· Ο Εξελικτικός Προγραμματισμός δίνει έμφαση στη διαδικασία της μετάλλαξης και δεν συμπεριλαμβάνει τη διαδικασία της διασταύρωσης μεταξύ των ατόμων. Όπως ακριβώς στην περίπτωση των ΕΣ, όταν αντιμετωπίζει προβλήματα βελτιστοποίησης με πραγματικές παραμέτρους, ο ΕΠ χρησιμοποιεί ομοιόμορφα κατανεμημένες μεταλλάξεις και επεκτείνει την εξελικτική διαδικασία και στις παραμέτρους της στρατηγικής που εφαρμόζεται. Ο τελεστής επιλογής που χρησιμοποιείται είναι πιθανοτικός. Εάν και ο ΕΠ αναπτύχθηκε αρχικά για την εξέλιξη μηχανών πεπερασμένων καταστάσεων, στη σημερινή εποχή οι περισσότερες εφαρμογές του περιέχουν διανύσματα πραγματικών τιμών.

· Οι Εξελικτικές Στρατηγικές χρησιμοποιούν ομοιόμορφα κατανεμημένες μεταλλάξεις για να τροποποιήσουν διανύσματα πραγματικών τιμών. Δίνουν έμφαση στη μετάλλαξη και τη διασταύρωση ως απαραίτητες διαδικασίες για την ταυτόχρονη αναζήτηση τόσο μέσα στο χώρο αναζήτησης των λύσεων όσο και μέσα στο χώρο των παραμέτρων της στρατηγικής που εφαρμόζεται. Ο τελεστής επιλογής είναι ντετερμινιστικός, ενώ το μέγεθος του πληθυσμού των γονέων συνήθως διαφέρει από το μέγεθος του πληθυσμού των απογόνων τους.

· Οι Γενετικοί Αλγόριθμοι δίνουν μεγαλύτερη έμφαση στη διασταύρωση, την οποία θεωρούν την πιο σημαντική διαδικασία αναπαραγωγής, ενώ εφαρμόζουν μεμονωμένα τη μετάλλαξη με μια πολύ μικρή πιθανότητα, αντιμετωπίζοντάς την ως μία “δεύτερης κατηγορίας” διαδικασία. Χρησιμοποιούν επίσης ένα πιθανοτικό τελεστή επιλογής (επιλογή αναλογικά με την απόδοση) και συνήθως βασίζονται σε δυαδική αναπαράσταση των ατόμων.


Εκτός από αυτές τις τρεις βασικές μορφές των ΕΑ, υπάρχουν και άλλες μορφές όπως ο Γενετικός Προγραμματισμός (ΓΠ), τα Συστήματα Ταξινόμησης (ΣΤ) και διάφορες υβριδικές μορφές των ΕΑ.


Σήμερα στο χώρο της έρευνας των ΕΑ είναι γνωστή μια πλειάδα από διαφορετικές αναπαραστήσεις ατόμων και αντίστοιχους γενετικούς τελεστές, οι οποίοι συνήθως καθορίζονται από τις εφαρμογές που ο εκάστοτε ΕΑ προσπαθεί να επιλύσει. Στις επόμενες παραγράφους γίνεται μια προσπάθεια παρουσίασης των βασικών χαρακτηριστικών ενός γενικής μορφής ΕΑ.


Ορίζουμε αρχικά με το σύμβολο 
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 έναν τυχαίο χώρο από άτομα 
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 μία πραγματικής τιμής συνάρτηση απόδοσης για τα άτομα αυτά. Χρησιμοποιώντας τα 
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 για να δηλώσουμε τα μεγέθη των πληθυσμών των γονέων και των απογόνων αντίστοιχα, η ποσότητα 
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 περιγράφει ένα πληθυσμό στη γενιά 
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. Η επιλογή, η μετάλλαξη και η διασταύρωση περιγράφονται με τη μορφή τελεστών που μετασχηματίζουν ολόκληρους πληθυσμούς αντίστοιχα ως εξής: 
[image: image437.wmf]m

l

I

I

s

®

:

, 
[image: image438.wmf]l

k

I

I

m

®

:

και 
[image: image439.wmf]k

m

I

I

r

®

:

. Με την περιγραφή όλων των τελεστών στο επίπεδο του πληθυσμού, υιοθετούμε μία υψηλού επιπέδου άποψη, η οποία είναι ικανοποιητικά γενική, ώστε να δίνει τη δυνατότητα για περιγραφή όλων των διαφορετικών μορφών των ΕΑ. Για τη μετάλλαξη, ο τελεστής μπορεί φυσικά να περιγραφεί στο επίπεδο των ατόμων ορίζοντας τον τελεστή 
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 ως μία επαναληπτική εκτέλεση ενός κατάλληλου τελεστή 
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, που εφαρμόζεται σε κάθε άτομο του πληθυσμού.


Αυτοί οι τελεστές εξαρτώνται συνήθως και από κάποια άλλα σύνολα παραμέτρων 
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, τα οποία εξαρτώνται από τον τελεστή και την αναπαράσταση των ατόμων που χρησιμοποιείται. Επιπλέον, γίνεται χρήση μιας συνάρτησης αρχικοποίησης, η οποία δημιουργεί έναν αρχικό πληθυσμό από άτομα (συνήθως με τυχαίο τρόπο, χωρίς όμως αυτό να είναι δεσμευτικό), μιας συνάρτησης αποτίμησης, η οποία καθορίζει την απόδοση των ατόμων του πληθυσμού και μιας συνθήκης τερματισμού, η οποία καθορίζει το εάν και πότε πρέπει να τερματιστεί ο ΕΑ. 


Με βάση τα παραπάνω, ένας βασικός ΕΑ ανάγεται στην απλή επανάληψη των διαδικασιών διασταύρωσης, μετάλλαξης και επιλογής, όπως φαίνεται παρακάτω:

Είσοδος: 

[image: image445.wmf]m

, 
[image: image446.wmf]l

, 
[image: image447.wmf]s

Q

, 
[image: image448.wmf]m

Q

, 
[image: image449.wmf]r

Q


Έξοδος:
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Μετά από την αρχικοποίηση του χρόνου t (γραμμή 1), του πληθυσμού P(t), ο οποίος έχει μέγεθος μ, (γραμμή 2) και της αποτίμησής του (γραμμή 3) ο αλγόριθμος μπαίνει μέσα στο βρόγχο while. Το κριτήριο τερματισμού ι μπορεί να επηρεάζεται από διάφορες παραμέτρους, οι οποίες συνοψίζονται στον αλγόριθμό από το Θι. Ομοίως, η διασταύρωση (γραμμή 5), η μετάλλαξη (γραμμή 6) και  η επιλογή (γραμμή 8) εξαρτώνται από έναν αριθμό από παραμέτρους, που καθορίζονται από τη φύση του αλγόριθμου. Ενώ ο P(t) αποτελείται από μ άτομα, οι P΄(t) και P΄΄(t) θεωρείται ότι έχουν μέγεθος κ και λ, αντίστοιχα. Φυσικά, η περίπτωση λ=κ=μ επιτρέπεται και είναι η περίπτωση στους Γ.Α. Η περίπτωση κ=μ χρησιμοποιείται συχνά στον εξελικτικό προγραμματισμό (χωρίς διασταύρωση), αλλά εξαρτάται από την εφαρμογή και την μεταβλητότητα των καταστάσεων. Είτε η διασταύρωση είτε η μετάλλαξη μπορεί να μην βρίσκονται μέσα στο βασικό βρόγχο, έτσι ώστε κ=μ (περίπτωση χωρίς διασταύρωση) ή κ=λ (περίπτωση χωρίς μετάλλαξη). Ο τελεστής επιλογής επιλέγει μ άτομα από τον P΄΄(t) σύμφωνα με τις τιμές της αντικειμενικής συνάρτησης F(t), ο χρόνος t αυξάνεται κατά ένα (γραμμή 9) και ο βασικός βρόγχος επαναλαμβάνεται.


Οι παράμετροι εισόδου αυτού του γενικής μορφής εξελικτικού αλγόριθμου συμπεριλαμβάνουν τα μεγέθη του πληθυσμού μ και λ όπως επίσης και τα σύνολα παραμέτρων Θι, Θr, Θm και Θs των βασικών τελεστών. Στο σημείο αυτό αξίζει να σημειωθεί ότι επιτρέπεται η περίπτωση όπου P΄΄(t)=P΄(t).


Οι κλασσικές μέθοδοι της βαθμωτής κατάβασης (gradient descent), της ντετερμινιστικής ανάβασης λόφου (deterministic hill climbing) και της εντελώς τυχαίας αναζήτησης (με απολύτως καμία κληρονομικότητα) έχουν γενικά χαμηλή απόδοση όταν εφαρμόζονται σε μη γραμμικά προβλήματα βελτιστοποίησης


Ο Holland (1975), κάτω από τον όρο γενετικοί αλγόριθμοι (παλιότερα καλούνταν διαδικασίες αναπαραγωγής), περιέγραψε μία διαδικασία η οποία είχε τη δυνατότητα να εξελίσσει στρατηγικές, είτε υπό τη μορφή κωδικοποιημένων συμβολοσειρών είτε υπό τη μορφή βάσεων κανόνων συμπεριφοράς οι οποίες καλούνταν συστήματα ταξινόμησης. Η διαδικασία αυτή εκμεταλλευόταν το ενδεχόμενο να συνδυαστούν επιτυχή συστατικά ανταγωνιστικών στρατηγικών, συνδυάζοντας τη χρήσιμη γνώση που έχει αποκτηθεί από ανεξάρτητα άτομα. Το αποτέλεσμα είναι μία εύρωστη διαδικασία που έχει τη δυνατότητα να προσαρμόσει την απόδοσή της με βάση την ανάδρασή της με το περιβάλλον μέσα στο οποίο ενεργεί. 
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Σχήμα 3.4: Ο Αλγόριθμος Σύγκλισης του  Perceptron


για ένα Perceptron με m εισόδους και 1 υπολογιστικό νευρώνα


Μεταβλητές και Παράμετροι


x(n)  = ο πίνακας εισόδων (m + 1) x 1 	= [-1, x1(n), x2 (n), … xm (n)]T


w(n) = ο πίνακας των βαρών (m + 1) x 1 	= [θ(n), w1(n), w2 (n), … , wm(n)]T


θ(n)  = το κατώφλι (threshold)


y(n)  = η πραγματική έξοδος (actual response)


d(n)  = η επιθυμητή έξοδος (desired response) – καθορίζεται από το πρόβλημα


η      = η παράμετρος μάθησης (learning - rate parameter), θετική σταθερά ( 1





Βήμα 1: Αρχικοποίηση


Θέτουμε το διάνυσμα βαρών ίσο με το μηδενικό: w(0) = 0. 





Βήμα 2: Ενεργοποίηση


Στο χρόνο n, ενεργοποιούμε το Perceptron εφαρμόζοντας το διάνυσμα εισόδου x(n).





Βήμα 3: Υπολογισμός πραγματικής aπόκρισης


Υπολογίζουμε την πραγματική απόκριση (έξοδο) του Perceptron:


� EMBED Equation.DSMT4  ��� και � EMBED Equation.DSMT4  ���,


όπου sgn(•) είναι η συνάρτηση προσήμου (sign function)





Βήμα 4: Προσαρμογή διανύσματος βαρών


Προσαρμόζουμε τα βάρη του Perceptron σύμφωνα με τον κανόνα:


� EMBED Equation.DSMT4  ���	


όπου:		 


� EMBED Equation.3 ���         





Βήμα 5: Αυξάνουμε το χρόνο n κατά μια μονάδα και επιστρέφουμε στο βήμα 2.








� Λάβετε υπόψη πως σας έχουμε ήδη δώσει  μια σημαντική πληροφορία. Το πρόβλημα απευθύνεται σε παιδιά δημοτικού, οπότε δεν χρειάζεται να χρησιμοποιήσουμε «επιτηδευμένα» εργαλεία. Χωρίς αυτή την πληροφορία θα ήταν ακόμη πιο δύσκολη η λύση του προβλήματος. 


� Διατηρούμε την σημειογραφία G2 που χρησιμοποιήθηκε για αυτήν την συνάρτηση στην [� Mic96 �1�]. Πρόκειται για την δεύτερη συνάρτηση σε ένα σύστημα 11 δοκιμαστικών συναρτήσεων για προβλήματα μη γραμμικού προγραμματισμού.





� Προσέξτε την ασυμμετρία: τα κόστη εναλλαγής μεταξύ δύο χρωμάτων μπορεί να διαφέρουν. Η αλλαγή από το κίτρινο στο μαύρο είναι συνήθως φθηνότερη από την αντίστροφη.


� Oι ασυνέχειες είναι συνηθισμένες για τις περισσότερες πραγματικές συναρτήσεις κόστους μεταφοράς.


� Εάν δώσετε αυτό το πρόβλημα σε κάποιον άλλον, μπορείτε να πειραματιστείτε παρέχοντάς του ορισμένα πρόσθετα στοιχεία όπως, για παράδειγμα, να σπάσετε τα σπίρτα σε μικρότερα κομμάτια. Τέτοια στοιχεία είναι επιζήμια με την έννοια ότι (1) δεν συνεισφέρουν καθόλου στην ανεύρεση της λύσης, και (2) επεκτείνουν σημαντικά τον χώρο αναζήτησης! Μην δοκιμάσετε το πείραμα στους φίλους σας.


� Οι όροι «πρόβλημα αναζήτησης» και «πρόβλημα βελτιστοποίησης» θεωρούνται ως συνώνυμα. Η αναζήτηση για την βέλτιστη εφικτή λύση είναι το πρόβλημα βελτιστοποίησης.


� Ο όρος hill-climbing υποδηλώνει ένα πρόβλημα μεγιστοποιησης, ενώ η αντίστοιχη μέθοδος κατάβασης(descent) μπορεί να χρησιμοποιηθεί για προβλήματα ελαχιστοποίησης. Για λόγους διευκόλνυσης, ο όρος hill-climbing θα χρησιμοποιείται για την περιγραφή και των δύο μεθόδων  χωρίς να χάνει τον γενικό χαρακτήρα του.


� Προσέξτε ότι αντικαθιστούμε την διαδρομή κάθε φορά που βρίσκουμε μία βελτίωση. Με άλλα λόγια, διακόπτουμε την αναζήτηση στην γειτονική περιοχή του Τ όταν βρεθεί η «πρώτη βελτίωση».


� Σημ.: τα προβλήματα περιορισμών μπορούν να χωριστούν σε αυτά με περιορισμούς ισότητας, περιορισμούς ανισότητας, ή και τους δύο, καθώς και στον τύπο περιορισμών (πχ., γραμμικός). 


� Αυτή η συνάρτηση μπορεί να χωριστεί σε παράγωγα πρώτης τάξης και δεύτερης τάξης.


� Η συγκεκριμένη αρχική διαδρομή δεν αποτελεί διαδρομή με τη έννοια του TSP εφόσον η επιλεγμένη πόλη δέχεται παραπάνω από μία επισκέψεις.


� Ο όρος δυναμικός χρησιμοποιήθηκε για να χαρακτηρίσει την προσέγγιση ως χρήσιμη για προβλήματα στα οποία ο χρόνος παίζει σημαντικό ρόλο, και στα οποία η σειρά των πράξεων μπορεί να είναι καθοριστική .


� Μπορούν να πραγματοποιηθούν και πρόσθετοι έλεγχοι, πχ. μπορεί να εφαρμοστεί ο περιορισμός-Newton [� Mad98 �18�]. Αυτός μπορεί να οδηγήσει σε μία απόφαση ότι το Di δεν περιέχει στάσιμα σημεία – όλες οι επαναληπτικές ακολουθίες μίας αναζήτησης για στάσιμα σημεία εκτείνονται πέρα από το Di – ή ότι υπάρχει ένα στάσιμο σημείο, πχ. όλες οι επαναληπτικές ακολουθίες συγκλίνουν στο ίδιο σημείο.


� Για προβλήματα ελαχιστοποίησης


� Σημ.: Μπράουν στα αγγλικά σημαίνει το καφέ χρώμα.


� Για αυτόν τον λόγο προσθέσαμε ένα ερωτηματικό στο όνομα αυτής της διαδικασίας: «βελτίωση?».


� Ενα παρόμοιο πρόβλημα εντοπίζεται και στην μεταλλουργεία κατά την θέρμανση και ψύξη των μετάλλων.


� Αυτό συμβαίνει αρκετά συχνά σε διάφορες περιστάσεις στην αληθινή ζωή. Όταν βρούμε μία μεγάλη ευκαιρία, ξεχνάμε πολύ εύκολα ορισμένες αρχές!


� Δεν υποστηρίζουμε ότι αυτή η απόφαση είναι η βέλτιστη. Για παράδειγμα, είναι προτιμότερο, συχνά, να αλλάζουμε τις ακμές μίας διαδρομής.
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