Τμήμα Διοίκησης Επιχειρήσεων Πανεπιστημίου Πατρών 

Αθανάσιος Τσαγκανός Αναπληρωτής Καθηγητής
ΤΟ ΑΠΛΟ ΓΡΑΜΜΙΚΟ ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ
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             Conditional Expectation Function
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Εκτιμητές με τη Μέθοδο των Ελαχίστων Τετραγώνων
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Είναι προφανές ότι, το άθροισμα των τετραγώνων των καταλοίπων είναι συνάρτηση των εκτιμητριών των παραμέτρων α και β. Για διαφορετικές τιμές των εκτιμητών θα έχουμε διαφορετικές τιμές των τετραγώνων των καταλοίπων. Θα επιλέγουμε τους εκτιμητές εκείνους που δίνουν το μικρότερο άθροισμα των τετραγώνων των καταλοίπων, 
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Από τα παραπάνω, εύκολα προκύπτει ότι:

1. Η γραμμή παλινδρόμησης περνάει από το σημείο 
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, όπως προκύπτει από τη σχέση (1b).

2. Η μέση τιμή των εκτιμημένων τιμών, 
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, ισούται με τη μέση τιμή 
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, δηλαδή 
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, όταν η παλινδρόμηση περιλαμβάνει και σταθερό όρο.

3. Οι εκτιμητές ελαχίστων τετραγώνων είναι συνάρτηση των τιμών του δείγματος.

4. Τα κατάλοιπα δεν συσχετίζονται με τις τιμές των Υi και Xi.

Εκτιμητές Μέγιστης Πιθανοφάνειας (Maximum Likelihood)

Έστω ένα τυχαίο δείγμα παρατηρήσεων 
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 των ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών Χ1, Χ2, Χ3, ..., Χn από ένα πληθυσμό. Οι τυχαίες αυτές μεταβλητές είναι ανεξάρτητες εάν η από κοινού συνάρτηση κατανομής τους ισούται με το γινόμενο των οριακών κατανομών των n τυχαίων μεταβλητών:
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, όπου θ εκφράζει τις άγνωστες παραμέτρους της από κοινού συνάρτησης πιθανότητας. Αυτή, συνήθως, ονομάζεται συνάρτηση πιθανοφάνειας (likelihood function).

Κάθε παρατήρηση έχει μια πιθανότητα εμφάνισης, η οποία μπορεί να υπολογιστεί από τη συνάρτηση συχνότητας της τυχαίας μεταβλητής Χ, εάν γνωρίζουμε το μέσο, τη διακύμανση ή άλλες σταθερές που προσδιορίζουν την κατανομή της. Η συνάρτηση συχνότητας τυχαίας μεταβλητής είναι μια συνάρτηση που δίνει την πιθανότητα η μεταβλητή αυτή να πάρει συγκεκριμένη τιμή. 

Έστω ότι, γνωρίζουμε πως ο πληθυσμός είναι κανονικός, αλλά δεν γνωρίζουμε τις παραμέτρους του μέσου και της διακύμανσης. Μπορώ, όμως, να τις υπολογίσω εάν πάρω τυχαίο δείγμα και υπολογίζω 
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. Μια άλλη εναλλακτική είναι με τη μέγιστη πιθανοφάνεια: παίρνω τυχαίο δείγμα ανεξάρτητων παρατηρήσεων. Το δείγμα αυτό μπορεί να έχει προέλθει από διάφορους κανονικούς πληθυσμούς, ο καθένας με τις δικές του άγνωστες παραμέτρους μέσου και διακύμανσης. Από ποιόν, όμως, πληθυσμό προήλθε το τυχαίο δείγμα 
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Για την απάντηση του παραπάνω ερωτήματος υπολογίζω την από κοινού πιθανότητα να έχω πάρει τις n τιμές από κάθε πληθυσμό και, στη συνέχεια, επιλέγω τον πληθυσμό εκείνο, του οποίου οι παράμετροι μέσου και διακύμανσης μεγιστοποιούν την απο κοινού πιθανότητα των τιμών του παρατηρούμενου δείγματος.

Όταν εφαρμόζουμε τη μέθοδο ML υποθέτουμε ότι, το δείγμα είναι σταθερό, αλλά μπορεί να προήλθε από διάφορους γεννήτορες πληθυσμούς, που ο καθένας τους έχει διαφορετικές παραμέτρους. Στην κλασσική στατιστική επαγωγή, αντίθετα, το δείγμα θεωρείται μεταβαλλόμενο, αλλά οι παράμετροι του γεννήτορα πληθυσμού είναι σταθερές.

Εάν 
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Για να υπολογίσουμε το μέγιστο μιας συνάρτησης με αρνητικό εκθέτη είναι το ίδιο σαν να υπολογίσουμε το ελάχιστο της αξίας του εκθέτη, δηλαδή 
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 που καταλήγει στις ίδιες κανονικές εξισώσεις και, συνεπώς, οι εκτιμητές ελαχίστων τετραγώνων και μέγιστης μιθανοφάνειας είναι οι ίδιοι.

Υποθέσεις της Μεθόδου Ελαχίστων Τετραγώνων

1).
Το υπόδειγμα της παλινδρόμησης είναι γραμμικό ως προς τις παραμέτρους του: 
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Ο λόγος για τον οποίο υποθέτουμε γραμμικότητα ως προς τις παραμέτρους είναι η ευκολία και η ευχρηστία της υπόθεσης αυτής.

2).
Οι τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητής Χ είναι σταθερές από δείγμα σε δείγμα, δηλαδή η Χ είναι μη-στοχαστική. Δηλαδή, οι τιμές της παραμένουν σταθερές, αλλά δεν είναι όλες ίσες μεταξύ τους, που σημαίνει ότι, η διακύμανση των τιμών της Χ στο δείγμα είναι διάφορη του μηδενός. Εάν όλες οι τιμές της Χ είναι ίδιες, τότε 
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 και η διακύμανση της Χ  θα ήταν μηδέν, δηλαδή θα ήταν αδύνατο να πάρουμε τιμή για τον εκτιμητή β [εξ. 1(α)].

Αυτό είναι το απλό κλασσικό γραμμικό υπόδειγμα, δηλαδή η ανάλυσή μας είναι δεσμευμένη ανάλυση παλινδρόμησης, που σημαίνει ότι, είναι δεσμευμένη στις δεδομένες τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητής Χ.

3).
Για δεδομένες τιμές της Χ  ο μέσος όρος των σφαλμάτων ε είναι μηδέν (με άλλα λόγια ο δεσμευμένος μέσος των σφαλμάτων). Η υπόθεση αυτή σημαίνει ότι, οι παράγοντες- εκτός της Χ- που δεν συμπεριλαμβάνονται στο υπόδειγμα και, συνεπώς, εννοούνται στον όρο των σφαλμάτων (καταλοίπων), δεν επηρεάζουν συστηματικά τη μέση τιμή της εξαρτημένης μεταβλητής Υ.


[image: image20.wmf]0

)

/

(

=

i

i

X

E

e


4).
Ομοσκεδαστικότητα. Για δοσμένες τιμές της Χ, η διακύμανση των σφαλμάτων είναι ίση για όλες τις παρατηρήσεις της Χ:
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Η ιδιότητα αυτή σημαίνει ότι, η διασπορά των τιμών του διαταρακτικού όρου γύρω από τη γραμμή παλινδρόμησης είναι η ίδια για δοσμένες τιμές της Χ. Η υπόθεση αυτή, ακόμα, σημαίνει ότι, οι δεσμευμένες διακυμάνσεις της Υ είναι, επίσης, σταθερές: 
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. Να σημειωθεί, ωστόσο ότι, ακόμα και εάν τα σφάλματα δεν σχετίζονται με τις ανεξάρτητες μεταβλητές, δεν σημαίνει ότι το τετράγωνο των σφαλμάτων ή η απόλυτη τιμής τους δεν σχετίζεται με τις ανεξάρτητες μεταβλητές (σε αυτό βασίζονται πολλοί έλεγχοι της ετεροσκεδαστικότητας).

5).
Μη-αυτοσυσχέτιση των καταλοίπων. Για δυο διαφορετικές τιμές της Χ, η συσχέτιση μεταξύ των τιμών των καταλοίπων είναι μηδέν:
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 Αυτή η υπόθεση θέτει ότι, για δεδομένες τιμές της Χ, οι αποκλίσεις των τιμών της Υ από τη μέση τους τιμή δεν ακολουθεί κάποιο συγκεκριμένο προβλέψιμο σχηματισμό.

Οι υποθέσεις 3, 4 και 5 δηλώνουν ότι τα σφάλματα κατανέμονται κανονικά και ανεξάρτητα με μέσο 0 και διακύμανση σ2, σταθερή: 
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6).
Η συνδιακύμανση των τιμών της Χ και των τιμών του διαταρακτικού όρου είναι μηδέν: 
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7).
Δεν υπάρχει τέλεια πολυσυγγραμμικότητα, μεταξύ των τιμών των ανεξάρτητων μεταβλητών. 

Τυπικά Σφάλματα Εκτιμητών

Οι εκτιμητές ελαχίστων τετραγώνων εξαρτώνται από την τιμή του δείγματος και κατανέμονται κανονικά  Συνεπώς, για τη μέτρηση της αξιοπιστίας τους θα χρησιμοποιήσουμε τα τυπικά τους σφάλματα:
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σ είναι το τυπικό σφάλμα της παλινδρόμησης, δηλαδή η τυπική απόκλιση των τιμών της Υ γύρω από την ευθεία της παλινδρόμησης. Όσο μικρότερη είναι η τιμή της, τόσο καλύτερη είναι η παλινδρόμηση. Από τις παραπάνω σχέσει προκύπτει ότι:

1).
Όσο μεγαλύτερο είναι το μέγεθος του δείγματος, τόσο μικρότερη θα είναι η τιμή των τυπικών σφαλμάτων.

2).
Όσο μεγαλύτερη είναι η σ2 τόσο μεγαλύτερη η διασπορά των καταλοίπων και, συνεπώς, μεγαλύτερη η αβεβαιότητα του υποδείγματος. 

3).
Η διακύμανση του εκτιμητή β είναι ανάλογη της σ2 και αντιστρόφως ανάλογη του αθροίσματος 
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. Τούτο σημαίνει ότι, όσο μεγαλύτερη είναι η μεταβλητότητα των τιμών της Χ τόσο μικρότερη θα είναι η διακύμανση του εκτιμητή β και, συνεπώς, μεγαλύτερη η ακρίβειά του. Επίσης, όσο το μέγεθος του δείγματος αυξάνει τόσο αυξάνεται και το άθροισμα 
[image: image28.wmf]å

-

2

)

(

X

X

i

. 

4).
Η διακύμανση του εκτιμή α είναι ανάλογη της σ2 και του αθροίσματος των τετραγώνων των τιμών της ανεξάρτητης μεταβλητής Χ και, αντιστρόφως ανάλογη του δείγματος n  και του αθροίσματος 
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5).
 Η συνδιακύμασνη των εκτιμητών ισούται με 
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 και εξαρτάται από το πρόσημο της μέσης τιμής της Χ.

Ο Συντελεστής Προσδιορισμού

Η συνολική μεταβλητότητα των πραγματικών τιμών της Υ γύρω από τη μέση τους τιμή (TSS), ισούται με: 
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δηλαδή, ισούται  με τη μεταβλητότητα που ερμηνεύεται από την παλινδρόμηση (ESS)  +  τη μεταβλητότητα που οφείλεται σε άλλους παράγοντες (RSS).

ESS = 
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 και   RSS = 
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TSS = ESS + RSS, από όπου προκύπτει ο συντελεστής προσδιορισμού 

R2 = 
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Στην απλή παλινδρόμηση, ο συντελεστής προσδιορισμού ισούται με το τετράγωνο του συνελεστή γραμμικής συσχέτισης των μεταβλητών Χ και Υ. Ο συντελεστής προδιορισμού παίρνει τιμές μεταξύ του 0 (= δεν υπάρχει σχέση μεταξύ Υ και Χ) και του +1 (= υπάρχει τέλεια σχέση μεταξύ Υ και Χ).
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Έλεγχος στατιστικής σημαντικότητας και διάστημα εμπιστοσύνης εκτιμητριών

Διάστημα Εμπιστοσύνης: 
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. Ίδια για το σταθερό όρο.

Έλεγχος σημαντικότητας Η0: β=0: 
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. Ίδια για το σταθερό όρο. Εάν 
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, τότε απορρίπτεται η μηδενική υπόθεση.

{Κανόνας «2-t»: Εάν ο αριθμός των βαθμών ελευθερίας είναι μεγαλύτερος του 20 και, εάν το επίπεδο σημαντικότητας είναι α=0.05, τότε η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται εάν 
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Ο έλεγχος της στατιστικής σημαντικότητας του εκτιμητή β μπορεί να γίνει και με τη στατιστική:
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 η οποία ακολουθεί την κατανομή F με 1 βαθμό ελευθερίας στον αριθμητή και (n-2) βαθμούς ελευθερίας στον παρονομαστή. 

Είναι γνωστό ότι, το τετράγωνο μιας t τιμής με k βαθμούς ελευθερίας είναι μία F τιμή με 1 βαθμό ελευθερίας στον αριθμητή και k βαθμούς ελεθερίας στον παρονομαστή, δηλαδή 
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Έλεγχος της κανονικότητας των καταλοίπων

Μπορεί να πραγματοποιηθεί και με τη στατιστική των Jarque and Bera (JB-statistic):
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, όπου SK είναι ο συντελεστής ασυμμετρίας και KU είναι ο συντελεστής κύρτωσης. Στην κανονική κατανομή είναι SK=0 και KU=3. Η στατιστική JB ακολουθεί την κατανομή χ2 με 2 βαθμούς ελεθυερίας. Εάν JB > χ2 (2), τότε απορρίπτουμε τη μηδενική υπόθεση ότι, τα κατάλοιπα δεν κατανέμονται κανονικά.

Εφαρμογή

Τα παρακάτω δεδομένα αφορούν στην αξία των εισαγωγών καταναλωτικών αγαθών (σε δις. δρχ.)- μεταβλητή Υ- και στο διαθέσιμο εισόδημα (δις. δρχ.)- μεταβλητή Χ- για τα έτη 1958-1973 στην Ελληνική Οικονομία (το παράδειγμα αυτό, είναι παρμένο από Γ.Χρήστου «Οικονομετρία», τ.Α’, 2003, σ.27). Παραπλεύρως, παρουσιάζεται και το διάγραμμα των μεταβλητών. 
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Τρέξαμε στο Excel την παλινδρόμηση Υ = α + βΧ + ε, ως εξής: 

Παλινδρόμηση στο Excel
Tools – Data Analysis – Regression

και πήραμε τα παρακάτω αποτελέσματα. Το Residual Output από τον Πίνακα 2, επαναλαμβάνεται καθαρότερα στον Πίνακα 1.

Πίνακας 2.
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Από τα αποτελέσματα προκύπτει:

1). Ο συντελεστής προσδιορισμού (R Square) είναι 0.8934, που είναι ιδιαίτερα υψηλός και σημαίνει ότι, το 89.34% της μεταβολής της αξίας των εισαγωγών ερμηνεύετα από τις μεταβολές του διαθέσιμου εισοδήματος.

2). Ο σταθερός όρος (intercept) βρέθηκε ίσος με 0.81875 και ο συντελεστής βήτα (ή γωνιακός συντελεστής) ίσος με 0.040548 και παριστάνει την οριακή ροπή για εισαγωγές καταναλωτικών αγαθών. Όταν το διαθέσιμο εισόδημα (ανεξάρτητη μεταβλητή) μεταβάλλεται μία μονάδα (δηλαδή 1 δισεκ.δρχ.), τότε οι εισαγωγές καταναλωτικών αγαθών (εξαρτημένη ματαβλητή) αναμένεται να αυξηθούν κατά 0.040548 μονάδες (δισεκ.δρχ.) ή 40.55 εκατ.δρχ. περίπου, δηλαδή σχεδόν το 4% της αύξησης του διαθέσιμου εισοδήματος απορροφάται από τις εισαγωγές καταναλωτικών αγαθών, για την περίοδο 1958-1973 στην Ελλάδα.  

3). Οι τιμές της στατιστικής t είναι για το σταθερό όρο και το συντελεστή της παλινδρόμησης, αντίστοιχα, 1.16 και 10.83. Ο συντελεστής της παλινδρόμησης β είναι στατιστκά σημαντικός, ενώ ο σταθερός όρος δεν είναι στατιστικά σημαντικός, σύμφωνα με τον κανόνα «2-t». Θα μπορούσαμε να κάνουμε τον έλεγχο εάν β = 0.05 (δηλαδή μέση αναμενόμενη αύξηση των εισαγωγών σε δεομένη αύξηση του διαθεσίμου εισοδήματος κατά 1 δις.δρχ., ίση με 50 εκατ.δρχ.). Τότε, θα ήταν:

t = (0.040548 – 0.5)/0.003743 = -122.5 περίπου, που είναι πολύ μεγαλύτερη του 2 σε απόλυτη τιμή. Συνεπώς, απορρίπτουμε την μηδενική υπόθεση β = 0.05. 

4). Από τον πίνακα της ανάλυσης της μεταβλητότητας (ANOVA), μπορούμε να επιβεβαιώσουμε ότι η ανεξάρτητη μετβλητή Χ ερμηνεύει το 89.33% της εξαρτημένης μεταβλητής (= RSS/TSS = 9.45/103.488 = συντελεστής προσδιορισμού) και η υπόλοιπη μεταβλητότητα οφείλεται σε τυχαίους παράγοντες (κατάλοιπα). Η τιμή της στατιστικής F είναι πολύ υψηλότερη από την τιμή του πίνακα της F με 1 βαθμό ελευθερίας στον αριθμητή και 14 βαθμούς ελευθερίας στον παρονομαστή (=4.60). Επίσης, επιβεβαιώνεται ότι 
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, δηλαδή (10.83)2 = 117.28 περίπου.

Τέλος, στο Διάγραμμα 1, στον οριζόντιο άξονα είναι οι τιμές της Χ και στον κάθετο άξονα οι τιμές της Υ, ενώ φαίνεται και η ευθεία της παλινδρόμησης που εκτιμήθηκε με τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. Παρατηρούμε ότι, έχει καλή προσαρμογή στα δεδομένα του παραδείγματος. 

Διάγραμμα 1.
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5). Με τη βοήθεια του Εxcel υπολογίζουμε το συντελεστή ασυμμετρίας (skew) και το συντελεστή κύρτωσης (kurt) στα κατάλοιπα, οι οποίοι βρέθηκαν ίσοι με 0.9565 και 1.288, αντίστοιχα. Εύκολα υπολογίζουμε, στη συνέχεια ότι, η τιμή της στατιστικής JB = 4.395, η οποία είναι μικρότερη από την τιμή της χ2 με 2 βαθμούς ελευθερίας (= 5.991, σε επίπεδο σημαντικότητας 0.05). Συνεπώς, δεν μπορούμε να απορρίψουμε την μηδενική υπόθεση ότι τα κατάλοιπα κατανέμονται κανονικά. 

Μετασχηματισμοί μεταβλητών

Σε πολλές περιπτώσεις η οικονομική θεωρία και η πραγματικότητα μας οδηγεί στη χρησιμοποίηση μεταβλητών ή και συντελεστών διαφοροποιημένων από το απλό γραμμικό υπόδειγμα μιας ανεξάρτητης μεταβλητής, που είδαμε μέχρι τώρα. Ακολουθώντας τους Box and Cox (1964), έστω Υ(λ1) ένας μετασχηματισμός της μεταβλητής Υ και, Χ(λ2) ένας μετασχηματισμός της Χ:
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οι οποίοι έχουν το πλεονέκτημα να είναι συνεχείς στην τιμή λ = 0, αντίθετα από τους μετασχηματισμούς Υ(λ1)  ή τους μετασχηματισμούς Υ(λ1) / λ, όπου στην πρώτη περίπτωση τέμνονται στο σημείο (0, 1), ενώ στη δεύτερη περίπτωση παρουσιάζουν ασυνέχεια για λ=0.

Βέβαια, γενικά για λ=0 έχουμε την απροσδιόριστη μορφή 0/0, αλλά χάρη στον κανόνα του l’ Hopital (Chiang, 1974, p. 420) μπορούμε να δείξουμε ότι:
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Άς υποθέσουμε τώρα ότι, μετά τους μετασχηματισμούς των μεταβλητών, το υπόδειγμα είναι γραμμικό:

Υ(λ1) = α + β Χ(λ2) + ε                                                   (3)

Περίπτωση 1η: λ1 = λ2 = 1, όπου βρίσκουμε το γνωστό μας απλό γραμμικό υπόδειγμα. 

Περίπτωση 1η: λ1 = λ2 = 0, όπου βρίσκουμε το υπόδειγμα log-log ή log-linear model, που χρησιμοποιείται ευρύτατα στην οικονομία, γνωστή ως συνάρτηση σταθερής ελαστικότητας, η οποία ισούται με β: 
ln Υ(λ1) = α + β ln Χ(λ2) + ε ( Υ = lnα Χβ                                                  (4)

εάν για απλούστευση παραλείψουμε τον τυχαιό όρο. Στην περίπτωση αυτή εάν β = -1, τότε το υπόδειγμα μπορεί να γραφεί ως ΧΥ = lnα  (4α).    

Για παράδειγμα, εάν Υ είναι η ζητούμενη ποσότητα ενός προϊόντος και Χ είναι η τιμή ανά μονάδα προϊόντος, τότε η ελαστικότητα της ζήτησης ισούται με β. Στη δε περίπτωση (4α), σημαίνει ότι, η δαπάνη για την αγορά του προϊόντος είναι, επίσης, σταθερή οποιαδήποτε και εάν είναι η τιμή του. 

Περίπτωση 3η: λ1 = 0 και λ2 = 1, όπου συναντάμε το semi-log υπόδειγμα (ή log-lin model). Στην κατηγορία των υποδειγμάτων αυτών αναφέρονται πάρα πολλές οικονομικές εφαρμογές, από την διοίκηση την επιχειρήσεων, την τραπεζική, την μακροοικονομική, τη μικροοικονομία, την επιστημο-μετρία, τη δημογραφία, τα υποδείγματα ανθρώπινου δυναμικού (όπου Υ παριστάνει το εισόδημα από το επάγγελμα και Χ το πλήθος των ετών εξάσκησης του επαγγέλματος) κλπ.
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, η οποία μετασχηματίζεται σε lnY = α + βΧ + ε, α = lnY0, β = ln(1+g) και, είναι γνωστό ως υπόδειγμα σταθερής μεγέθυνσης (g), επειδή ο ρυθμός μεταβολής της Υ είναι σταθερός. Ο συντελεστής β παριστάνει το στιγμιαίο ρυθμό μεγέθυνσης, δηλαδή την ποσοστιαία μεταβολή σε ένα χρονικό σημείο (αύξησης για β>0 και μείωσης για β<0): log (1+g) = β ( g = 10β – 1. Ο ρυθμός αύξησης κατά τη διάρκεια μιας περιόδου (compounded), δίνεται από τη σχέση: [antilog(β) –1]*100.

Για παράδειγμα (1), έστω ότι διαθέτουμε τριμηνιαίες παρατηρήσεις των δαπανών για υπηρεσίες σην οικονομία των ΗΠΑ για το διάστημα 1993:Ι – 1998:ΙΙΙ (Gujarati, 2003, σ. 178) σε δις.δολλ.ΗΠΑ και, εκτιμήσαμε την παλινδρόμηση:
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Δηλαδή, οι δαπάνες για αγορά υπηρεσιών (δηλαδή, αγαθά για το σπίτι, ηλεκτρικό, μεταφορές και ιατρικές υπηρεσίες) στις ΗΠΑ το παραπάνω χρονικό διάστημα αυξήθηκε με (τριμηνιαίο) ρυθμό ίσο με 0.00743 * 100 = 0.743% ή 2.972% ετήσια (=0.743 * 4). Αν θεωρήσουμε [antilog(0.00743)-1]*100 = 0.7457%, τότε, ο ρυθμός αύξησης των δαπανών για υπηρεσίες ήταν ίσος με 0.7457% ανά τρίμηνο. Ο σταθερός όρος βρέθηκε ίσος με 7.7890=log(των δαπανών για υπηρεσίες) στη χρονική στιγμή 0. Παίρνοντας τον αντιλογάριθμο αυτού, βρίσκουμε exp(7.7890) = 2,413.90 δις.δολλ.ΗΠΑ σαν αρχική δαπάνη για υπηρεσίες (δηλαδή, τη στιγμή του τελευταίου τριμήνου του 1992, στο παράδειγμά μας). 

Για παράδειγμα (2), έστω ότι διαθέτουμε στοιχεία για την ετήσια παραγωγή άνθρακα (σε εκατ. τόνους) για κάθε δεκαετία, 1841-1850, 1851-1860, ..., 1901-1910. Η εκτιμηθείσα παλινδρόμηση είναι: log Y = 4.4511 + 0.3760t, R2 = 0.9945 και οι συντελεστές είναι στατιστικά σημαντικοί. Μπορούμε να βρούμε το ποσοστό αύξησης ως εξής: log(1+g) = 0.3760 ( g = 100.3760 – 1 = 1.3768,δηλαδή η εκτίμηση του ποσοστού αύξησης ανά δεκαετία (η μεταβλητή t μετράει δεκαετίες) είναι 137.7%. Συνεπώς, η ετήσια αύξηση ισούται με (1+r)10 ( r = 0.0904 ή 9% περίπου ετησίως (J.Johnston «Econometric Methods», 1985, σ. 83, γαλλ. έκδ.).

Για παράδειγμα (3), έστω η συνάρτηση παραγωγής τύπου Cobb-Douglas:
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. Η περίπτωση των σταθερών αποδόσεων κλίμακας, περίπτωση στην οποία η συνάρτηση παραγωγής παρουσιάζει (ολικά) σταθερές αποδόσεις κλίμακας για κάθε αριθμό λ, είναι εκείνη στην οποία η συνάρτηση παραγωγής είναι θετική ομοιογενής πρώτου βαθμού και ικανοποιεί τη σχέση: 
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. Συνεπώς, για σταθερές αποδόσεις κλίμακας, θα πρέπει α+β=1, όπου α = wLi και β = rKi το μερίδιο της εργασίας και το μερίδιο του κεφαλαίου στο συνολικό εισόδημα, που είναι pYi.

Η στατιστική μορφή του υποδείγματος είναι 
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. Ο διαταρακτικός όρος παριστάνει την τεχνολογική (ή παραγωγική) αποτελεσματικότητα του ith επιχειρηματία- πλεονέκτημα τοποθεσίας επιχείρησης, ικανότητα, χρήση τεχνολογίας, γνώσεις, προσπάθεια, αποτελεσματικότητα κλπ. Στην πραγματικότητα, ο επιχειρηματίας έχει τη δυνατότητα να μεταβάλλει τον πολλαπλασιαστικό όρο Αεi, έτσι ώστε να αλλάξει τη θέση συκεκριμένης καμπύλης ισοπαραγωγής (isoquant) και να επιτύχει την άριστη παραγωγή δεδομένων των εισροών. 

Ακόμα,  διαταρακτικός όρος αντικατοπτρίζει την οικονομική και εμπορική αποτελεσματικότητα της επιχείρισης, την επιτυχία της, δηλαδή, να φτάσει σε άριστη θέση. Οι τυχαίοι παράγοντες εισέρχονται στις συνθήκες της οριακής παραγωγικότητας: 
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 και, κάθε απόκλιση από την ισότητα ε1i = ε2i = 1, σημαίνει αποτυχία της επιχείρισης να επιτύχει τη μεγιστοποίηση του κέρδους της.

Μη-γραμμική παλινδρόμηση και υποδείγματα

Συζητάμε για υποδείγματα γραμμικά ως προς τις παραμέτρους τους, άσχετα άν είναι γραμμικά ή όχι ως προς τις μεταβλητές. Εάν ένα υπόδειγμα είναι μη-γραμμικό στις παραμέτρους είναι μη-γραμμικό, άσχετα άν είναι γραμμικό ή όχι ως προς τις μεταβλητές. Καλά είναι να διαχωρίσουμε μεταξύ σύμφυτης και εγγενούς μη-γραμμικότητας στα υποδείγματα που μας ενδιαφέρουν. Εάν ένα υπόδειγμα μη-γραμμικό στις παραμέτρους μπορεί να μετασχηματιστεί σε γραμμικό (στις παραμέτρους) τότε θα λέμε ότι η μη-γραμμικότητα είναι σύμφητη. Αν, αντίθετα, δεν μπορεί να μετασχηματιστεί σε γραμμικό (ως προς τις παραμέτρους), τότε θα λέμε ότι, είναι εγγενές.

Άς πάρουμε το εκθετικό υπόδειγμα, που χρησιμοποιείται για να πάρουμε ποσοστά ανάπτυξης μιας μεταβλητής (π.χ. του ΑΕΠ ή της προσφοράς χρήματος κλπ) και, άς προσπαθήσουμε να πάρουμε τις κανονικές εξισώσεις:
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Παρατηρούμε, εδώ ότι, οι άγνωστες παράμετροι α και β βρίσκοναι και στις δυο πλευρές των κανονικών εξισώσεων, δηλαδή οι παράμετροι είναι συναρτήσεις του ευατού τους και των δεδομένων και, συνεπώς, δεν μπορούμε να πάρουμε λύση στο σύστημα των κανονικών εξισώσεων. Η λύση, ωστόσο, βρίσκεται με την εφαρμογή των μη-γραμμικών ελαχίστων τετραγώνων (NLLS).

Υπάρχει ένας απλός τρόπος με δοκιμή και πλάνη, όπου δίνουμε διάφορες τιμές στα α και β και βρίσκουμε το άθροισμα των τετραγώνων των καταλοίπων, για να επιλέξουμε εκείνο το ζεύγος τιμών (α, β) που δίνουν το ελάχιστο άθροισμα τετραγώνων.

Τα διάφορα οικονομετρικά λογισμικά όπως το E-views, διαθέτουν σχετικές ρουτίνες για να μετασχηματίσουν ένα μη-γραμμικό υπόδειγμα σε γραμμικό με τη βοήθεια του αναπτύγματος της σειράς Taylor, με πιο γνωστές την Gauss-Newton Iterative Method, την Newton-Raphson Iterative Method, την Berndt-Hall-Hall-Hausman ή την Marquard Method. 

Το ανάπτυγμα της σειράς Taylor θέτει ότι, κάθε αυθαίρετη συνεχής συνάρτηση f(X), που έχει συνεχή ν-ιοστή παράγωγο μπορεί να προσεγγιστεί στο σημείο Χ=Χ0 από μια πολυωνυμική συνάρτηση συν το υπόλοιπο. Δηλαδή μια συνεχής συνάρτηση μπορεί να εκφραστεί σε όρους της f(X) και των παραγώγων της σε ένα δοσμένο σημείο, το οποίο είναι το κέντρο του αναπτύγματος. Ο στόχος είναι να επιλεγεί μία μικρού βαθμού πολυωνυμική συνάρτηση με την ελπίδα ότι το υπόλοιπο θα είναι όσο μικρότερο γίνεται και, να χρησιμοποιηθεί σαν μια προσέγγιση της μη-γραμμικής συνάρτησης.

Παράδειγμα. Άς πάρουμε το παράδειγμα, όπου έχουμε κατατάξει 12 Αμοιβαία Κεφάλαια ανάλογα με την αξία του Ενεργητικού τους (Χ, Net Asst Value: NAV) και συγκεντρώσαμε τα έξοδα που πληρώνουν στους διαχειριστές τους (Υ, Fee) και, θέλουμε να εκτιμήσουμε το ποσοστό της μεταβολής των εξόδων ανάλογα με την αξία του Ενεργητικού των Αμοιβαίων Κεφαλαίων. Είναι προφανές ότι, όσο μεγαλύτερη η αξία του Ενεργητικού τους, τόσο μικρότερο το κόστος διαχείρισης και, συνεπώς, μια καλή επιλογή είναι ένα εκθετικό υπόδειγμα σαν αυτό που συζητήσαμε στην ενότητα αυτή.

Τα αποτελέσματα της εκτίμησης (στο E-Views) έδωσαν:

α = 0.5089       (t-statistic = 68.2246)   και   β = -0.0059      (t-statistic = -12.3150)

R2 = 0.9385      Durbin-Watson statistic = 0.3493

Συνεπώς, το εκτιμημένο υπόδειγμα είναι: 
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Να σημειωθεί ότι, οι εκτιμητές με τη μέθοδο αυτή δεν είναι αμερόληπτοι, δεν ακολουθούν την κανονική κατανομή και δεν είναι ελάχιστης διακύμανσης σε μικρά δείγματα. Συνεπώς, δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τα αποτελέσματα των στατιστικών F, t κλπ για στατιστική επαγωγή. Ωστόσο, η στατιστική συμπερασματολογία για τις παραμέτρους της παλινδρόμησης στη μη-γραμμική παλινδρόμηση βασίζονται στη θεωρία για μεγάλα δείγματα (ασυμπτωτική θεωρία).

Το ποσοστό μεταβολή των εξόδων ανάλογα με την αξία του Ενεργητικού των Αμοιβαίων Κεφαλαίων, είναι: 
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Για παράδειγμα, για Χ=20 εκατ. Η αναμενόμενη μεταβολή των εξόδων διαχείρισης είναι περίπου –0.0031%.

Πολλαπλή Παλινδρόμηση

Θεωρούμε το υπόδειγμα 
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i

i

i

X

X

Y

e

b

b

b

+

+

+

=

3

3

2

2

1

. Με τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων παίρνουμε τους εκτιμητές (θεωρούμε τις μεταβλητές ως απκλίσεις από τους μέσους και τις σημειώνουμε με μικρά γράμματα):
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Τα τυπικά σφάλματα των εκτιμητριών, που θα μας χρειαστούν στον έλεγχο στατιστικών υποθέσεων είναι:
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Όσο υψηλότερη είναι η τιμή του ρ23 τόσο υψηλότερη είναι η διακύμανση των συντελεστών παλινδρόμησης. Εάν είναι πολύ υψηλή, τότε δεν μπορούμε να έχουμε ακριβείς εκτιμητές.

Ο όρος 
[image: image67.wmf])
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, ονομάζεται VIF (variance inflating factor) και δείχνει πόσο μεγαλώνουν η διακύμανση και η συνδιακύμανση, όπου ρ23 είναι ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης (και όχι αιτιότητας) μεταξύ των μεταβλητών Χ2 και Χ3. Όταν οι μεταβλητές Χ2 και Χ3 έχουν τέλεια γραμμική εξάρτηση ο παρονομαστής γίνεται μηδέν αφού στην περίπτωση αυτή έχουμε ρ23 = 1. 

Ο συντελεστής προσδιορισμού R2, υπολογίζεται από την παρακάτω σχέση:
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Μια από τις ιδιότητες του συντελεστή προσδιορισμού είναι ότι, είναι μια μη-φθίνουσα συνάρτηση του αριθμού των ανεξάρτητων μεταβλητών. Δηλαδή όσο αυξάνεται ο αριθμός των ανεξάρτητων μεταβλητών ο συντελεστής προσδιορισμού πάντα αυξάνεται και ποτέ δεν μειώνεται. Ταυτόχρονα, με την αύξηση του αριθμού των ανεξάρτητων μεταβλητών το RSS μειώνεται (ή, τουλάχιστον, δεν αυξάνεται). Μεταξύ δυο υποδειγμάτων με την ίδια εξαρτημένη ματαβλητή και ίδιο αριθμό παρατηρήσεων, αλλά διαφορετικό αριθμό ανεξάρτητων μεταβλητών, επιλέγουμε εκείνο με την υψηλότερη τιμή του συντελεστή προσδιορισμού.

Στο απλό μονομεταβλητό υπόδειγμα, ρ είναι ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης μεταξύ των μεταβλητών (y, x). Στο υπόδειγμα της πολλαπλής παλινδρόμησης, το ισοδύναμό του είναι ο συντελεστής πολλαπλής συσχέτισης, R, ο οποίος μετράει το βαθμό συσχέτισης μεταξύ της εξαρτημένης μεταβλητής y και όλων των ανεξάρτητων μεταβλητών, ταυτόχρονα. Η διαφορά μεταξύ ρ  και R είναι ότι ο πρώτος μπορεί να πάρει τιμές στο διάστημα [-1, +1], ενώ ο δεύτερος παίρνει πάντα θετικές τιμές. Ακόμα, υπάρχει μια ενδιαφέρουσα σχέση μεταξύ του συντελεστή προσδιορισμού R2 και των διακυμάνσεων των μερικών συντελεστών παλινδρόμησης (που θα χρησιμοποιήσουμε στην ενότητα για την πολυσυγγραμμικότητα):
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, όπου 
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 είναι ο συντελεστής της μερικής παλινδρόμησης της ανεξάρτητης μεταβλητής 
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 και 
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 είναι ο συντελεστής προσδιορισμού R2 της παλινδρόμησης της 
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 επί των υπολοίπων (k – 2) ανεξάρτητων μεταβλητών.  

Μπορούμε να θεωρήσουμε και το διορθωμένο συντελεστή προσδιορισμού , 
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. Μεταξύ των δυο συνετελεστών προσδιορισμού υπάρχει η σχέση: 
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1

1(1)

n

RR

nk

-

éù

=--

êú

-

ëû

, από την οποία εύκολα βλέπουμε ότι, για k>1, 
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. Ακόμα, ο διορθωμένος συντελεστής προσδιορισμού μπορεί να πάρει και αρνητικές τιμές. Πρακτικά, στην περίπτωση που πάρει αρνητική τιμή, θεωρούμε ότι ισούται με το μηδέν. Στο πλαίσιο αυτής της συνολικής στατιστικής, ο Goldberger πρότεινε τον τροποποιημένο συντελτή προσδιορισμού, 
[image: image78.wmf]2

2

mod

1

R

n

k

R

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

.

Για το συνολικό έλεγχο του υποδείγματος Ηο: β2=β3=...=βk=0 έναντι της εναλλακτικής Η1: «δεν είναι όλοι οι συντελεστές ταυτόχρονα ίσοι με το μηδέν», μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε και το κριτήριο:
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, που ακολουθεί την κατανομή F με k-1 και n-k βαθμούς ελευθερίας.

ANOVA
	Πηγή Μεταβλητότητας
	Άθροισμα Τετραγώνων
	Βαθμοί Ελευθερίας
	MSS

	ESS (που οφείλεται στις ανεξάρτητες μεταβλητές)
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	2
	ESS/2

	RSS (που οφείλεται στα κατάλοιπα)
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	RSS/n-3

	Συνολική
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Η στατιστική F υπολογίζεται από το λόγο (ΕSS/df)/(RSS/df).  

Γενικά, έστω το υπόδειγμα:            
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Υπό μορφή μητρών γράφεται:
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Σύμφωνα με το θεώρημα Gauss-Markoff ο καλύτερος (δηλαδή ελάχιστης διακύμανσης) αμερόληπτος εκτιμητής των παραμέτρων του υποδείγματος είναι εκείνος, ο οποίος προκύπτει από την ελαχιστοποίηση του αθροίσματος των τετραγώνων των καταλοίπων:
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Από την ελαχιστοποίηση προκύπτει το διάνυσμα των εκτιμητών:
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Παράδειγμα. 

Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να μελετήσουμε το ρυθμό αύξησης του ΑΕΠ στις 119 ανεπτυγμένες χώρες με τη βοήθεια ενός πολυωνυμικού υποδείγματος και, πήραμε το αποτέλεσμα (Gujarati, p. 229):
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όπου GDPG είναι ο ρυθμός αύξησης του ΑΕΠ επί τοις εκατό (μέσες τιμές για την περίοδο 1960-1985) και RGDP είναι το κατά κεφαλή ΑΕΠ, το 1960 (σαν ποσοστό του ΑΕΠ των ΗΠΑ το 1960). Τα δεδομένα είναι διαστρωματικά στοιχεία με πολλές παρατηρήσεις. Εν πρώτοις, οι συντελεστές προσδιορισμού είναι πολύ χαμηλοί και απογοητευτικοί.

Η παράγωγος της παραπάνω εκτίμησης ως προς το κατά κεφαλή ΑΕΠ μας δίνει (0.062 – 0.122 RGDP), που σημαίνει ότι, το ποσοστό μεταβολής τους GDPG ως προς το RGDP βαίνει μειούμενο. Εάν εξισώσουμε με το μηδέν την παράγωγο, τότε 

RGDP ( 0. Έτσι, εάν το ΑΕΠ μιας χώρας πλησιάσει το 51% του ΑΕΠ των ΗΠΑ, ο ρυθμός αύξησης του RGDP θα τείνει στο μηδέν.

Ωστόσο, η μικρή τιμή του συντελεστή προσδιορισμού είναι στατιστικά μηδέν;
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 =  3.2475 και η τιμή του πίνακα στην F = 2.35 < 3.24. Συνεπώς, δεν μπορούμε να αποδεχτούμε τη μηδενική υπόθεση ότι, 
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. Αυτό αποτελεί ένα παράδειγα, που συναντάμε συχνά όταν εργαζόμαστε σε διαστρωματικά στοιχεία: συνήθως ο συντελεστής προσδιορισμού δίνει χαμηλή τιμή, λόγω της διαφοροποίησης στα διαστρωματικά στοιχεία. Στο παράδειγμά μας, προκειται για ένα καλό υπόδειγμα, οι εκτιμητές είναι στατιστικά σημαντικοί και τα πρόσημα, σύμφωνα με την οικονομική θεωρία, είναι τα αναμενόμενα.

Στο k-υπόδειγμα παλινδρόμησης με (k-1) ανεξάρτητες μεταβλητές, ισχύει:


[image: image90.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

å

2

2

2

1

1

)

ˆ

var(

j

j

j

R

x

s

b

, όπου 
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είναι ο συντελεστής προσδιορισμού της παλινδρόμησης της μεταβλητής Χj επί των υπολοίπων ανεξάρτητων μεταβλητών. Τόσο αυτή η σχέση όσο και το VIF θα μας φανούν χρήσιμα στη συζήτηση για την πολυσυγγραμμικότητα.

Μερικά κριτήρια επιλογής υποδειγμάτων

Εκτός των παραπάνω κριτηρίων συντελεστών προσδιορισμού, έχουν, κατά καιρούς, προταθεί διάφορα κριτήρια επιλογής υποδειγμάτων. Τα κριτήρια αυτά και άλλα είναι χρήσιμα τόσο για την επιλογή υποδειγμάτων, όσο και για τη σύγκριση προβλέψεων ετός δείγματος, αλλά και για την επιλογή τάξης υποδειγμάτων αυτοπαλίνδρομων σχημάτων, που θα δούμε στην ανάλυση των χρονολογικών σειρών.

Το κριτήριο του Akaike (AIC): 
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, όπου ο παράγοντας (2k/n) είναι ο παράγοντας «πέναλτυ». Συγκρίνοντας δυο υποδείγματα με το κριτήριο AIC, επιλέγεται εκείνο για το οποίο η τιμή του κριτηρίου του AIC είναι η μικρότερη.

Το κριτήριο του Schwarz (SIC): 
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, όπου ο παράγοντας πέναλτυ ισούται με 
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. Συγκρίνοντας δυο υποδείγματα με το κριτήριο SIC, επιλέγεται εκείνο για το οποίο η τιμή του κριτηρίου του SIC είναι η μικρότερη.

Το κριτήριο του C.P.Mallows (Cp): 
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. Έστω ότι, έχουμε προς εκτίμηση ένα υπόδειγμα με k μεταβλητές (συμπεριλαμβανομένου και του σταθερού όρου). Ας υποθέσουμε, όμως, ότι επιλέγουμε τις p μεταβλητές, με p<k και υπολογίζουμε το RSSp. Σύμφωνα με το κριτήριο αυτό, επιλέγουμε το υπόδειγμα εκείνο με τη μικρότερη τιμή του κριτηρίου και, περίπου ίση με p. 

Έλεγχος ισότητας δυο συντελεστών παλινδρόμησης

Συχνά, ο ερευνητής, που εργάζεται σε μια παλινδρόμηση, όπως:
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 ενδιαφέρεται για τον έλεγχο της υπόθεσης της ισότητας δυο συντελεστών, για παράδειγμα: 
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 έναντι της εναλλακτικής ότι είναι διάφοροι (η διαφορά τους είναι διάφορη του μηδενός).

Για παράδειγμα, έστω ότι, η παραπάνω εξίσωση παλινδρόμησης παριστάνει μια συνάρτηση ζήτησης ενός προϊόντος, με Υ = τη ζητούμενη ποσότητα, Χ1 = την τιμή του προϊόντος, Χ2 = το εισόδημα του καταναλωτή και Χ3 = την περιουσία του καταναλωτή, όπου τα Χ και το Υ είναι σε λογαριθμική μορφή. Η μηδενική υπόθεση παραπάνω, συνεπάγεται τον έλεγχο ότι, οι ελαστικότητες εισοδήματος και περιουσίας είναι ίδιες. 

Ο έλεγχος γίνεται, κατά τα γνωστά, με το κριτήριο της στατιστικής t, όπως παρακάτω: 
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. Στη συνέχεια, η απόρριψη ή η αποδοχή της μηδενικής υπόθεση γίνεται κατά τα γνωστά (t > t-πίνακα ισοδυναμεί με τη μη αποδοχή της μηδενικής υπόθεσης ότι, δηλαδή, βi = βj).

Παράδειγμα: Έστω ότι, έχουμε τα παρακάτω δεδομένα που αφορούν στο συνολικό κόστος παραγωγής ενός προϊόντος (Gujarati, p. 228-229). Ποιός τύπος παλινδρόμησης είναι ο κατάλληλος για τα δεδομένα αυτά; Για να βοηθηθούμε στην απάντηση του ερωτήματος αυτού κάνουμε το διάγραμμα και, παρατηρούμε ότι είναι της μορφής «S», μορφή η οποία μπορεί να προσεγγιστεί με μια πολυωνυμική συνάρτηση τρίτου βαθμού:
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, όπου Υ είναι το συνολικό κόστος και Χ είναι το παραγώμενο προϊόν. 
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Ακόμα, από το διάγραμμα αυτό παρατηρούμε ότι, η καμπύλη του συνολικού κόστους αυξάνεται βαθμηδόν στην αρχή και στη συνέχεια με γρηγορότερο ρυθμό, σύμφωνα με το νόμο της φθίνουσας απόδοσης. Σύμφωνα με την οικονομική θεωρία το βραχυχρόνιο οριακό κόστος και το μέσο κόστος, έχουν σχήμα «U», το σχήμα μιάς παραβολής, δείχνοντας ότι η σχέση μεταξύ του οριακού/μέσου κόστους και της παραγωγής είναι μη-γραμμική. Το οριακό και το μέσο κόστος προέρχονται από την καμπύλη του συνολικού κόστους και, συνεπώς, θέτουν ορισμένους περιορισμούς στις παραμέτρους του (Ciang, 1984, pp. 250-252):
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Τα αποτελέσματα της εκτίμησης της παραπάνω συνάρτησης έδωσαν:
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που έρχονται σε συμφωνία με τις θεωρητικές προβλέψεις του υποδείγματος. Άς υποθέσουμε ότι, ο ερευνητής θέλει να ελέγξει εάν οι συντελεστές β2 και β3 είναι ίσοι ή, εναλλακτικά, εάν η διαφορά της ισούται με το μηδέν. Τότε θα είναι:
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Για 6 βαθμούς ελευθερίας (= n - k = 10 - (3+1) = 6) σε επίπεδο σημαντικότητας 0.002 (ή 0.2%) η τιμή της t = 5.208 < (-13.3130(. Συνεπώς, μπορούμε να απορρίψουμε τη μηδενική υπόθεση ότι, η διαφορά των δυο συντελεστών της παλινδρόμησης είναι ίση με το μηδέν.

Άλλες φορές, η οικονομική θεωρία θέτει την εκίμηση της εξίσωσης παλινδρόμησης κάτω από κάποιον γραμμικό περιορισμό. Για παράδειγμα, στη συνάρτηση παραγωγής Cobb-Douglas σταθερών αποδόσεων κλίμακας, η θεωρία θέτει ότι, α + β = 1 (όπως είδαμε παραπάνω), αποτελεί ένα γραμμικό περιορισμό. Στην περίπτωση αυτή, αφού εκτιμήσουμε τις παραμέτρους α και β, κάνουμε έλεγχο της υπόθεσης Ηο: α + β = 1με τον παραπάνω τρόπο.

Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων με γραμμικούς περιορισμούς επί των παραμέτρων

Η παραπάνω μέθοδος ελέγχει εάν ο περιορισμός επί των συντελεστών ικανοποιείται αφού πρώτα εκτιμήσουμε το υπόδειγμα χωρίς τον περιορισμό(URLS). Ωστόσο, μπορούμε να συμπεριλάβουμε τον περιορισμό μέσα στη διαδικασία εκτίμησης.

Ας θεωρήσουμε τη συνάρτηση παραγωγής ενός προϊόντος Cobb-Douglas, την οποία γράφουμε στη λογαριθμική της μορφή:
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Μπορούμε να γράψουμε τον περιορισμό ως β2 = 1 – β3  ή β3 = 1 – β2 για να μπορέσουμε να απαλείψουμε τον ένα συντελεστή και, η εκτιμώμενη συνάρτηση γίνεται:
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όπου η εξαρτημένη μεταβλητή είναι ο λόγος της παραγωγής προς την εργασία και η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι ο λόγος του κεφαλαίου προς την εργασία. Έτσι, εάν εκτιμήσουμε τον συντελεστή β3 εύκολα προκύπτει και ο β2.

Το ερώτημα, τώρα, είναι να ελέγξουμε εάν ο περιορισμός μας ικανοποιείται. Για το σκοπό αυτό θα χρησιμοποιήσουμε τη στατιστική F:
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όπου

m είναι ο αριθμός των γραμμικών περιορισμών

k είναι ο αριθμός των παραμέτρων στην παλινδρόμηση χωρίς περιορισμούς

n είναι ο αριθμός των παρατηρήσεων

R2 είναι ο συντελεστής προσδιορισμού. Είναι κατανοητό ότι 
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, αφού ο πρώτος αναφέρεται στην παλινδρόμηση χωρίς περιορισμούς με περισσότερες ανεξάρτητες μεταβλητές.

Ο παραπάνω λόγος ακολουθεί την κατανομή F με m βαθμούς ελευθερίας στον αριθμητή και (n-k) βαθμούς ελευθερίας στον παρονομαστή.

Σύγκριση τιμών των συντελεστών προσδιορισμού

Οι τιμές των 
[image: image110.wmf]2
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 και 
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 δεν είναι συγκρίσιμες μεταξύ τους, εάν η εξαρτημένη μεταβλητή στο υπόδειγμα με περιορισμό και η εξαρτημένη μεταβλητή στο υπόδειγμα χωρίς περιορισμό δεν είναι η ίδια. Στην περίπτωση αυτή η διαδικασία που περιγράψαμε μόλις παραπάνω μπορεί να εφαρμοστεί με ασφάλεια.  

Παράδειγμα

Ακόμα, μπορούμε να εφαρμόσουμε και μια διαδικασία, όπως αυτή που περιγράφεται με το παρακάτω παράδειγμα. Έστω, Υ είναι η κατά κεφαλή κατανάλωση καφέ (σε κούπες) ανά ημέρα και Χ είναι η λιανική τιμή πώλησης του καφέ (σε $).

Εκτιμήθηκαν τα υποδείγματα (1) και (2), όπως παρακάτω.
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Υπόδειγμα (1): Υ = α + βΧ + ε
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Υπόδειγμα (2): lnY = α + βlnX + ε  ή υπόδειγμα σταθερών ελαστικοτήτων
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Σύμφωνα με το πρώτο υπόδειγμα, οι συντελεστές είναι στατιστικά σημαντικοί και η τιμή του καφέ ερμηνεύει το 66% τη μεταβολή στην κατανάλωση του καφέ. Ακόμα, όσο η τιμή του καφέ αυξάνεται, τόσο μειώνεται η κατανάλωσή του κατά μισή κούπα, περίπου, την ημέρα. Σύμφωνα με το δεύτερο υπόδειγμα, οι συντελεστές της παλινδρόμησης είναι, επίσης, στατιστικά σημαντικοί. Εάν η τιμή του καφέ αυξηθεί 1%, κατά μέσο όρο, η ημερήσια κατανάλωση του καφέ θα μειωθεί κατά 0.25%, περίπου. Στο υπόδειγμα αυτό, το 74% της μεταβολής στο λογάριθμο της ζήτησης του καφέ ερμηνεύεται από τη μεταβολή στο λογάριθμο της τιμής του.  

Με δεδομένο ότι, ο συντελεστής προσδιορισμού στο δεύτερο υπόδειγμα είναι μεγαλύτερος από το συντελεστή προσδιορισμού στο πρώτο υπόδειγμα, κάποιος ερευνητής, πιθανά να επέλεγε το δεύτερο υπόδειγμα ως καλύτερο. Ωστόσο, στη συγκεκριμένη περίπτωση, όπου οι εξαρτημένες μεταβλητές δεν είναι όμοιες, δεν μπορεί να γίνει σύγκριση μεταξύ των συντελεστών προσδιορισμού. Για να είναι συγκρίσιμες οι τιμές του, μπορούμε να ακολουθήσουμε μια από τις παρακάτω δυο ισοδύμανες διαδικασίες:

Διαδικασία (Ι): Για τη συγκρισιμότητα του 
[image: image116.wmf]2
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του πρώτου υποδείγματος με αυτόν του δεύτερου υποδείγματος

(Α). Από το δεύτερο υπόδειγμα, υπολογίζουμε τις προβλεπόμενες τιμές (στήλη Ε, στον αρχικό πίνακα). 

(Β). Στη συνέχεια, παίρνουμε τον αντιλογάριθμο αυτών των τιμών (στήλη F) και,

 (Γ). Υπολογίζουμε το συντελεστή προσδιορισμού (ή το τετράγωνο του συντελεστή συσχέτισης) μεταξύ αυτών των τιμών και των πραγματικών τιμών της Υ. 

Στο παράδειγμά μας είναι ίσος με 0.7318, ο οποίος είναι συγκρίσιμος με το συντελεστή προσδιορισμού του δεύτερου υποδείγματος, 0.7448, όπου παρατηρούμε ότι, η διαφορά τους είναι πολύ μικρή. 

Διαδικασία (ΙΙ): Για τη συγκρισιμότητα του 
[image: image117.wmf]2
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του δεύτερου υποδείγματος με αυτόν του πρώτου υποδείγματος

(Α). Υποθέτοντας ότι, όλες οι τιμές της Υ και Χ είναι θετικές, παίρνουμε το λογάριθμό τους, ln(Y) και ln(X).

(Β). Εκτιμούμε το πρώτο υπόδειγμα και υπολογίζουμε τις προβλεπόμενες τιμές της παλινδρόμησης (στήλη Ι του αρχικού πίνακα). 

(Γ). Παίρνουμε το λογάριθμο των εκτιμώμενων τιμών της Υ (στήλη G).

(Δ). Υπολογίσουμε το συντελεστή συσχέτισης μεταξύ 
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Στο παράδειγμά μας βρέθηκε ίσος με 0.7187, που είναι συγκρίσιμος με την τιμή 0.6628 του πρώτου υποδείγματος.

Υπολογισμός της συμβολής μιας ανεξάρτητης μεταβητής 

Σε ένα υπόδειγμα με δυο ή περισσότερες ανεξάρτητες μεταβλητές, ο ερευνητής, συχνά αναρωτιέται ποια συμβάλλει περισσότερο στην τιμή του συντελεστή προσδιορισμού 
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 (και του ESS) σε σχέση με τη συμμετοχή του σφάλματος (RSS). Η πρακτική σημασία της αναζήτησης αυτής είναι σπουδαία: ο ερευνητής δεν θέλει να συμπεριλάβει μεταβλητές που δεν συμβάλλουν στην αύξηση της τιμής του 
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, αλλά δεν είναι και βέβαιος εάν αξίζει ή όχι να προσθέσει μια μεταβλητή στο υπόδειγμά του. Συγχρόνως, δεν είναι εύκολο να απομονώσει την επίδραση της κάθε μιας ανεξάρτητης μεταβλητής, για το λόγο ότι, πιθανά οι μεταβλητές αυτές να έχουν κάποια συσχέτιση μεταξύ τους.

Από την άλλη, ο συντελεστής προσδιορισμού και ο έλεγχος με την κατανομή F του δίνουν να καταλάβει για τη συνολική επεξηγηματική ικανότητα του υποδείγματος και, εάν οι συντελεστές της παλινδρόμησης είναι ταυτόχρονα μηδέν ή όχι, αντίστοιχα. Επιπλέον, με τη στατιστική t μπορεί να ελέγξει τη στατιστική σημαντικότητα καθενός συντελεστή χωριστά. 

Για να μελετήσουμε τη συμμετοχή της κάθε ανεξάρτητης μεταβλητής σε ένα υπόδειγμα θα χρησιμοποιήσουμε την τεχνική της συνδιακύμανσης. 

Παράδειγμα

Έστω ότι, έχουμε εκτιμήσει το παρακάτω υπόδειγμα, που εκφράζει τη συνολική κατανάλωση (Υ) σαν συνάρτηση του εισοδήματος (Χ2) και του χρόνου (Χ3) και, πήραμε τα παρακάτω αποτελέσματα:
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Το δείγμα αναφέρεται σε ετήσιες παρατηρήσεις για τα έτη 1956-1970 σε δις.δολλ. με έτος βάσης το 1958, στις ΗΠΑ (Gujarati, έκδ. 1995, σ.241). Σύμφωνα με τα παραπάνω αποτελέσματα: 

(1) Εάν και οι δυο ανεξάρτητες μεταβλητές Χ2 και Χ3 θεωρηθούν σταθερές και ίσες με το μηδέν, τότε η μέση δαπάνη κατανάλωσης (πιθανά, αντικατοπτρίζοντας την επιρροή όλων των αλλων μεταβλητών και παραγόντων, που δεν συμπεριλαμβάνονται στο σύνολο των ανεξάρτητων μεταβλητών) εκτιμάται σε 53.16 δις.δολλ. του 1958. Γενικά, ο σταθερός όρος δεν έχει πάντοτε σαφή οικονομική εξήγηση.

(2) Ο συντελεστής 0.7266 σημαίνει ότι, διατηρώντας σταθερές τις άλλες ανεξάρτητες μεταβλητές (εδώ, την Χ3), μία αύξηση του εισοδήματος κατά 1 δολλ. ΗΠΑ θα οδηγήσει σε αύξηση τη μέση δαπάνη κατανάλωσης (Υ) κατά 73 σέντς, περίπου.

(3) Ο συντελεστής 2.7363 σημαίνει ότι, εάν θεωρήσουμε σταθερό το εισόδημα, η μέση δαπάνη κατανάλωσης θα αυξηθεί κατά 2.7 δις.δολλ. ΗΠΑ το χρόνο, σε τιμές έτος βάσης 1958.

(4) Η τιμή του συντελεστή προσδιορισμού 
[image: image122.wmf]2
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 σημαίνει ότι, οι δυο ανεξάρτητες μεταβλητές εξηγούν το 99.9% της μεταβολής της δαπάνης κατανάλωσης στις ΗΠΑ το διάστημα 1956-1970.

(5) Ο διορθωμένος συντελεστής προσδιορισμού 
[image: image123.wmf]2
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 σημαίνει ότι, αφού λάβουμε υπόψη μας τους βαθμούς ελευθερίας (d.f.), οι ανεξάρτητες μεταβλητές εξηγούν το 99.8% της μεταβολής της δαπάνης κατανάλωσης στις ΗΠΑ το διάστημα 1956-1970.

(6) Η τιμή της στατιστικής F σημαίνει ότι, η μηδενική υπόθεση, δηλαδή να είναι όλοι οι συντελεστές ταυτόχρονα ίσοι με το μηδέν, δεν μπορεί να γίνει αποδεκτή (η τιμή της F με βαθμούς ελευθερίας 2 και 12 είναι 3.89 σε επίπεδο σημαντικότητας α=0.05).

Για να αποκαλυψουμε τη συμμετοχή της κάθε μιας ανεξάρτητης μεταβλητής, έστω ότι, παλινδρομούμε τη μεταβλητή Υ επί της Χ2, μόνο. Τα αποτελέσματα είναι:

Υ = 12.762   +   0.8812 Χ2,    
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= 0.9978,    
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=0.9977                                    (ΙΙ)
και ο γωνιακός συντελεστής 0.8812 είναι στατιστικά σημαντικός. Ο πίνακας της ανάλυσης διακύμανσης ANOVA είναι:

	Πηγή Μεταβλητότητας
	Άθροισμα Τετραγώνων
	Βαθμοί Ελευθερίας
	MSS
	F-statistic

	ESS (στη Χ)
	6598.2353
	1
	65898.2353
	(ESS/df)/(RSS/df)

=5947.494

	RSS
	144.0340
	13
	1.0800
	

	Συνολική
	66042.2693
	14
	
	


Παρατηρείστε ότι, 
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Οι ερωτήσεις που θα απαντήσουμε τώρα είναι: (ι) Ποιά είναι η οριακή συνεισφορά της μεταβλητής Χ3 δοθέντος ότι, ήδη έχουμε στο υπόδειγμά μας την Χ2; (ιι) Είναι στατιστικά σημαντική η συμβολή της νέας μεταβλητής Χ3; (ιιι) Ποιό είναι το κριτήριο με βάση το οποίο θα αποφασίζουμε να προσθέσουμε μια νέα μεταβλητή;

Θα κατασκευάσουμε τον παρακάτω πίνακα ANOVA:

	Πηγή Μεταβλητότητας
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 EMBED Equation.3  [image: image133.wmf]å
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Για να αποφανθούμε σχετικά με την οριακή συμβολή της μεταβλητής Χ3 δοθείσης της Χ2, υπολογίζουμε το λόγο:
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Κάτω από τις κλασσικές υποθέσεις ότι, δηλαδή, τα σφάλματα κατανέμονται κανονικά και β3 = 0, αυτή η F ακολουθεί την κατανομή F με 1 και n - 3 βαθμούς ελευθερίας. Για το παράδειγμα, που συζητάμε στην ενότητα αυτή ο παραπάνω πίνακας ανάλυσης της μεταβλητότητας θα είναι όπως ο παρακάτω.

	Πηγή Μεταβλητότητας
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 EMBED Equation.3  [image: image141.wmf]å
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H F’, παράδειγμά μας θα είναι F’ = (Q2/1) / (Q4/12) = (66.865/1) / (77.1693/12) = 10.3973. Εναλλακτικά, θα είναι, συνδιάζοντας και τα αποτελέσματα του υποδείγματος (Ι): [(0.9988 – 0.978)/1] / [(1 – 0.9988)/12] = 10.3978. Επίσης, από το υπόδειγμα (Ι) η τιμή της στατιστικής t για την ανεξάρτητη μεταβλητή Χ3 ήταν ίση με 3.2246. Παρατηρείστε ότι, 
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. Η τιμή της F’ είναι στατιστικά σημαντική, αφού F(1, 12) σε επίπεδο σημαντικότητας α=0.05 ισούται με 4.75.

Μας μένει, λοιπόν, να αποφανθούμε πότε θα κρατάμε μια νέα ανεξάρτητη μεταβλητή στο υπόδειγμά μας. Αποδεικνύεται ότι, ο διορθωμένος συντελεστής προσδιορισμού έχει υψηλότερη τιμή, εάν η στατιστική t της νέας μεταβητής είναι μεγαλύτερη της μονάδας σε απόλυτη τιμή ή, εναλλακτικά, εάν η τιμή της στατιστικής F είναι μεγαλύτερη της μονάδας σε απόλυτη τιμή. Στο παράδειγμά μας η τιμή της t της νέας μεταβλητής Χ3 είναι 3.2246 ή η F είναι 10.3973. Συνεπώς, θα πρέπει η τιμή του διορθωμένου συντελεστή προσδιορισμού να αυξηθεί με την πρόσθεση της νέας μεταβλητής. Πράγματι, από 0.9977 στο υπόδειγμα (ΙΙ) αυξήθηκε σε 0.9986 στο υπόδειγμα (Ι).

Συντελεστές μερικής συσχέτισης (partial correlation coefficients)

Θεωρούμε το υπόδειγμα 
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. Θα συμβολίζουμε:

ρ12.3 το συντελεστή μερικής συσχέτισης μεταξύ των μεταβλητών Υ (που σημειώνουμε με 1) και Χ2 (που σημειώνουμε με 2), διατηρώντας σταθερή τη μεταβλητή X3 (που σημειώνουμε με 3),

ρ13.2 το συντελεστή μερικής συσχέτισης μεταξύ των μεταβλητών Υ (που σημειώνουμε με 1) και Χ3 (που σημειώνουμε με 3), διατηρώντας σταθερή τη μεταβλητή X2 (που σημειώνουμε με 2),

ρ23.1 το συντελεστή μερικής συσχέτισης μεταξύ των μεταβλητών Χ2 (που σημειώνουμε με 2) και X3 (που σημειώνουμε με 3), διατηρώντας σταθερή τη μεταβλητή Υ (που σημειώνουμε με 1).

«Διατηρώντας σταθερή» εννοούμε, «αφού έχουμε αφαιρέσει την επίδραση αυτής της μεταβλητής». Αυτό σημαίνει ότι, εάν για παράδειγμα, ρ12 = 0 δεν οδηγεί αναγκαστικά στο συμπέρασμα ότι και ρ12.3 θα ισούται με το μηδέν. Σε ένα υπόδειγμα με τρεις ανεξάρτητες μεταβλητές, Χ2, Χ3, Χ4, ο συντελεστής  ρ12.34 είναι ο συντελεστής μερικής συσχέτισης της μεταβλητής Υ με τη μεταβλητή Χ2, αφού αφαιρέσουμε την επίδραση των μεταβλητών Χ3 και Χ4 κ.ο.κ. 

Ο τρόπος υπολογισμού τους είναι:
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Ο συντελεστής (ρ12.3)2 ονομάζεται μερικός συντελεστής προσδιορισμού και ερμηνεύει το μέρος της μεταβολής της Υ που δεν ερμηνεύεται από την ανεξάρτητη μεταβλητή Χ3 και ερμηνεύεται από την εισαγωγή της ανεξάρτητης μεταβλητής Χ2 στο υπόδειγμα.   

Έλεγχος σταθερότητας παραμέτρων:  Chow test (1960)

Συχνά, χρησιμοποιούμε υποδείγματα παλινδρόμησης σε δεδομένα χρονολογικών σειρών. Ωστόσο, πιθανά, να έχουν συμβεί κάποιες διαρθρωτικές μεταβολές στη σχέση της εξαρτημένης μεταβλητής με τις ανεξάρτητες μεταβλητές. Οι μεταβολές αυτές μπορεί να οφείλονται σε εξωτερικούς παράγοντες (πόλεμος, εμπάργκο από τον ΟΠΕΚ, συστηματικές καιρικές μεταβολές κ.ά.) ή να οφείλονται σε αλλαγή πολιτικής (όπως με το σύστημα συναλλαγματικών ισοτιμιών) ή, ακόμα να οφείλονται σε ενέργειες θεσμικών οργάνων (φορολογικές μεταβολές, μεταβολές στους μισθούς) ή σε άλλους παράγοντες, όπως μεταβολή στις καταναλωτικές προτιμήσεις ή στην επενδυτική συμπεριφορά κλπ.

Στις περιπτώσεις αυτές θέλουμε να ελέγξουμε εάν οι συντελεστές παλινδρόμησης (σταθερός όρος και γωνιακός συντελεστής) παραμένουν σταθεροί πριν και μετά τη μεταβολή. Ο έλεγχος που ακολουθούμε είναι γνωστός σαν Chow test, από το όνομα του Gr.Chow (1960) άν και πρόκειται για τη στατιστική F.  

Οι υποθέσεις της εφαρμογής του Chow test είναι: (ι) τα σφάλματα των παλινδρομήσεων πριν και μετά τη μεταβολή ακολουθούν την κανονική κατανομή με σταθερή (ομοσκεδαστική) διακύμανση, (ιι) τα σφάλματα σε αυτές τις παλινδρομήσεις κατανέμονται ανεξάρτητα και (ιιι) γνωρίζουμε το σημείο της διαρθρωτικής μεταβολής.

Διαδικασία: Έστω ότι έχουμε δεδομένα πλήθους n παρατηρήσεων. Χωρίζουμε το δείγμα μας στο σημείο της διαρθρωτικής μεταβολής και δημιουργούμε δυο υποδείγματα, το ένα Πριν με (n1) παρατηρήσεις και το άλλο Μετά το σημείο με (n2) παρατηρήσεις. 

(1). Εκτιμούμε το συνολικό υπόδειγμα σε όλο το μέγεθος του δείγματος, n και υπολογίζουμε το άθροισμα τετραγώνων των καταλοίπων (RSS3) με (n1+n2-k) βαθμούς ελευθερίας.

(2). Εκτιμούμε χωριστά κάθε μιά από τις παλινδρομήσεις, πριν και μετά το σημείο της διαρθρωτικής μεταβολής και υπολογίζουμε το άθροισμα των τετραγώνων των καταλοίπων, Πριν: RSS1 και Μετά: RSS2 με (n1 – k) και (n2 – k) βαθμούς ελευθερίας, αντίστοιχα.

(3). Αφού τα δείγματα είναι ανεξάρτητα, προσθέτουμε RSS1 + RSS2 για να πάρουμε το RSSUR = RSS1 + RSS2 με (n1+n2-2k) βαθμούς ελευθερίας.

(4). Η ιδέα του Chow test είναι ότι, εάν οι συνελεστές των παλινδρομήσεων Πριν και Μετά είναι ίδιοι (δηλαδή δεν υπάρχει δομική μεταβολή), τότε το άθροισμα των τετραγώνων των καταλοίπων RSS3 δεν πρέπει να διαφέρει στατιστικά σημαντικά από το άθροισμα των καταλοίπων RSSUR:
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(5). Δεν μπορούμε να απορρίψουμε τη μηδενική υπόθεση της σταθερότητας των παραμέτρων (δηλαδή ότι, δεν υπάρχει διαρθρωτική μεταβολή) εάν η υπολογισθείσα τιμή της F είναι μικρότερη από την κριτική τιμή της F, που παίρνουμε από τους πίνακες της κατανομής της F σε δεδομένο επίπεδο σημαντικότητας.

Παράδειγμα (Gujarati, 2003, p. 274). Έστω ότι, θέλουμε να μελετήσουμε μια συνάρτηση αποταμιεύσεων, η οποία συνδέει την αποταμίευση (Υ) με το διαθέσιμο εισόδημα (Χ) την περίοδο 1970-1995 στις ΗΠΑ. Εάν λάβουμε υπόψη μας το αποτέλεσμα από την παλινδρόμηση της (Υ) επί της (Χ) για όλο το διάστημα των 26 ετών, τότε είναι σαν να υποθέτουμε ότι η σχέση αποταμίευσης – διαθέσιμου εισοδήματος δεν μεταβλήθηκε καθόλου αυτή την περίοδο. Η υπόθεση αυτή είναι γεναιόδωρη εάν λάβουμε υπόψη μας ότι, το 1982 αποτέλεσε τη χειρότερη χρονιά ύφεσης στις ΗΠΑ από το 1948 με ποσοστό ανεργία 9.7%. 

Έτσι, θα εκτιμήσουμε ένα υπόδειγμα την περίοδο 1970-1981 (12 παρατηρήσεις) και ένα δεύτερο για την περίοδο 1982-1995 (14 παρατηρήσεις), καθώς και ένα υπόδειγμα σε όλο το δείγμα (26 παρατηρήσεις). Τα αποτελέσματα που πήραμε δείχνουν καθαρά ότι η σχέση δεν είναι η ίδια στις δυο υπο-περιόδους:

Πριν:
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Μετά:
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Όλη η περίοδος:
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Οι γωνιακοί συντελεστές στις παραπάνω παλινδρομήσεις παριστάνουν την οριακή ροπή για αποταμίευση, δηλαδή τη μέση μεταβολή στην αποταμίευση σαν αποτέλεσμα της αύξησης του διαθεσίμου εισοδήματος κατά 1 δολλ. ΗΠΑ. Έτσι, η ο.ρ.α. από 0.08 που εκτιμήθηκε στην πρώτη περίοδο 1970-1981 μεταβλήθηκε σε 0.015 τη δεύτερη περίοδο 1982-1995, ενώ για τη συνολική περίοδο βρέθηκε ίση με 0.038.

Η μηδενική υπόθεση που θέλουμε να ελέγξουμε είναι ότι, δεν υπάρχει δομική μεταβολή, δηλαδή ότι, οι παράμετροι παραμένουν σταθερές. Θα εφαρμόσουμε τον έλεγχο του Chow:
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. Η κριτική τιμή σε επίπεδο σημαντικότητας α=0.01 είναι ίση με 7.72. Συνεπώς, αφού η υπολογισθείσα τιμή του κριτηρίου είναι μεγαλύτερη από την κριτική τιμή των πινάκων της κατανομής, δεν μπορούμε να αποδεχθούμε τη μηδενική υπόθεση ότι, οι συντελεστές είναι σταθεροί στις δύο υπο-περιόδους.  

Ο έλεγχος σταθερότητας των παραμέτρων, όταν αυξάνεται το μέγεθος του δείγματος (Fisher, 1970).

Ο έλεγχος του Chow μπορεί να εφαρμοστεί όταν οι πρόσθετες παρατηρήσεις είναι περισσότερες από το πλήθος των παραμέτρων. Εάν, όμως, είναι λιγότερες, τότε μπορούμε να εφαρμόσουμε την παρακάτω διαδικασία:

(α). Εκτιμάμε το επαυξημένο υπόδειγμα (Ι) με n1 + n2 – k βαθμούς ελευθερίας και υπολογίζουμε το άθροισμα των τετραγώνων των καταλοίπων, RSS.

(β). Εκτιμούμε την παλινδρόμηση μόνο με τις παρατηρήσεις του αρχικού δείγματος, (ΙΙ), n1 και, υπολογίζουμε το άθροισμα των τετραγώνων των καταλοίπων, RSS1 με n1 – k βαθμούς ελευθερίας.

(γ). Υπολογίζουμε τη διαφορά RSS - RSS1 με n2 βαθμούς ελευθερίας.

(δ). Υπολογίζουμε το λόγο 
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Η μηδενική υπόθεση, δηλαδή της ισότητας των συντελεστών των παλινδρομήσεων (Ι) και (ΙΙ) θα μπορεί να απορριφθεί εάν η τιμή του λόγου F* είναι μεγαλύτερη από την κριτική τιμή από τον πίνακα της κατανομής F σε επίπεδο σημαντικότητας α και βαθμούς ελευθερίας του αριθμητή n2 και του παρονομαστή (n1 – k).

Ο έλεγχος της προβλεπτικής ικανότητας της παλινδρόμησης

Ο έλεγχος του Chow μπορεί να τροποποιηθεί σε έλεγχο για την εξέταση της προβλεπτικής ικανότητας της παλινδρόμησης, ο οποίος απαιτεί την εκτίμηση της παλινδρόμησης σε ολόκληρο το δείγμα και της παλινδρόμησης σε μια μόνον από τις υπο-περιόδους. 

Ο έλεγχος αυτός απαιτεί την εκτίμηση της παλινδρόμησης σε ένα μεγάλο μέρος του δείγματος (δηλαδή, χρησιμοποιώντας τις περισσότερες από τις διαθέσιμες παρατηρήσεις), και, στη συνέχεια, τη χρησιμοποίηση των εκτιμημένων παραμέτρων για την πρόβλεψη της τιμής της εξαρτημένης μεταβλητής (Υ) στο υπόλοιπο δείγμα. Τέλος, αυτές οι προβλέψεις συγκρίνονται με τις πραγματικές παρατηρήσεις. Η μηδενική υπόθεση του ελέγχου θέτει ότι, τα σφάλματα πρόβλεψης είναι μηδέν.

Η διαδικασία είναι ως εξής: 

(1) Εκτίμηση της παλινδρόμησης σε ολόκληρο το δείγμα, από όπου παίρνουμε το άθροισμα των τετραγώνων των καταλοίπων RSS, 

(2) Εκτίμηση της παλινδρόμησης στο μεγαλύτερο μέρος του δείγματος από όπου παίρνουμε το άθροισμα των τετραγώνων των καταλοίπων RSS1 και

(3) Υπολογισμός της στατιστικής:

(4) 
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όπου PFT είναι τα αρχικά Predictive Failure Test, n είναι το σύνολο των παρατηρήσεων, n1 είναι το σύνολο των παρατηρήσεων της «μεγάλης» περιόδου που εκτιμούμε και k είναι το πλήθος των παραμέτρων που εκτιμούμε.

Παράδειγμα. Θεωρήσαμε τις ημερήσιες τιμές κλεισίματος της μετοχής της Εθνικής Τράπεζας και του Γενικού Δείκτη τιμών του Χρηματιστηρίου Αξιών Αθηνών για το χρονικό διάστημα 9/1/2002 – 19/1/2004. Τις τιμές αυτές τις μετασχηματίσαμε ως ln(pt/pt-1) και παλινδρομήσαμε τις απόδόσεις της Εθνικής επί των αποδόσεων του Γενικού Δείκτη για όλη τη χρονική περίοδο. Τα αποτελέσματα είναι στον Πίνακα1. Στη συνέχεια εκτιμήσαμε την ίδια παλινδρόμηση στις 397 πρώτες παρατηρήσεις (Πίνακας 2).

Πίνακας 1. Εκτίμηση σε όλη τη χρονική περίοδο.
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Πίνακας 2. Εκτίμηση στην περίοδο 9/1/2002 - 18/3/2003


[image: image153.png]A _| B | ¢ | 0 | E | F | G | H | 1
1 [SUMMARY OUTFUT
2
3 |Regression Statistics
4 |Multiple R 0.822422
5 |R Square 0676378
6 |Adjusted F 0675558
7 [Standard E 0.011612
8 |Obsenvatin 397
9
10 [ANOVA
11 ar 55 WS Fgnificance £
12 |Regressior 10111312 0111312 6255668 B.3E-99
13 [Residual 395 0053259 0.000135
14 [Total 395 0164571
15
16 Coefficiertdandard Err_{ 5tal __P-value_Lower 95% Upper 5% ower 95 0%1gper 96,09
17 [intercept  506E-05 0000533 0.086648 0930837 -D.0011 0001197 -00011 0001197]

18

| variable 1.401363 0.048773 28.73254

8.3E99 1305476 1497243 1305476 1.497249]





[image: image154.wmf]1

1

1

1

*

n

n

k

n

RSS

RSS

RSS

PFT

-

-

-

=

=
[image: image155.wmf]102

2

397

*

53259

.

0

053259

.

0

064033

.

0

-

-

= 0.07833. Η κριτική τιμή σε επίπεδο σημαντικότητας α=0.05 είναι F(102, 395) = 1.32. Συνεπώς, η μηδενική υπόθεση ότι, το υπόδειγμα μπορεί να προβλέψει τις τελευταίες 102 παρατηρήσεις δεν μπορεί να απορριφθεί.

Οι Έλεγχοι: Λόγος Συναρτήσεων Πιθανοφάνειας (LR), Wald (W) και του Πολλαπλασιαστή Lagrange (LM)

Οι έλεγχοι αυτοί στηρίζονται στη συνάρτηση μέγιστης πιθανοφάνειας. Έστω θ το σύνολο των παραμέτρων του υποδείγματος (στην περίπτωσή μας, ο σταθερός όρος, οι συντελεστές των ανεξάρτητων μεταβλητών και η τυπική απόκλιση των σφαλμάτων) και L(θ) η συνάρτηση πιθανοφάνειας. Υποθέσεις, όπως β = 0 ή β = 1 αποτελούν περιορισμούς επί των παραμέτρων. Με τη μέθοδο της μέγιστης πιθανοφάνειας εκτιμώνται (ι) το υπόδειγμα χωρίς περιορισμούς, 
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 και (ιι) το υπόδειγμα με τους περιορισμούς, 
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Ο έλεγχος του λόγου συναρτήσεων πιθανοφάνειας προκύπτει από τη διαίρεση: 
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. Η τιμή του λόγου λ είναι απαραίτητα μικρότερη της μονάδας, αφού η τιμή του αριθμητή δεν μπορεί να είναι μεγαλύτερη από αυτήν του παρονομαστή. Εάν η τιμή του λ είναι πλησίον του μηδενός, τότε η μηδενική υπόθεση δεν μπορεί να γίνει αποδεκτή, που σημαίνει ότι οι περιορισμοί δεν ασκούν επίδραση στη μέγιστη τιμή της συνάρτησης πιθανοφάνειας. Αντίθετα, εάν πλησιάζει τη μονάδα, τότε οι περιορισμοί ασκούν επίδραση και η μηδενική υπόθεση μπορεί να γίνει αποδεκτή. 

Χωρίς να τους αναλύσουμε περισσότερο, αρκεί να σημειώσουμε ότι:
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όπου r είναι ο αριθμός των περιορισμών. Ισχύει 
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, που σημαίνει ότι μπορεί η στατιστική W να απορρίψει μια υπόθεση, η οποία γίνεται αποδεκτή από τη στατιστική LM. 

Στην πολλαπλή παλινδρόμηση για τον έλεγχο της μηδενικής υπόθεσης βi = 0 με τα παραπάνω στατιστικά κριτήρια, αντικαθιστούμε το συντελεστή προσδιορισμού με το μερικό συντελεστή προσδιορισμού. Στην περίπτωση που θέλουμε να ελέγξουμε τη μηδενική υπόθεση  β1 = β2 =  ...  = βk = 0, αντικαθιστούμε με τον πολλαπλό συντελεστή προσδιορισμού.

Για να ελέγξουμε οποιοδήποτε γραμμικό περιορισμό:
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που ακολουθούν την κατανομή χ2 με r βαθμούς ελευθερίας.

Παράδειγμα (Maddala, Introduction to Econometrics, Wiley, 2003, p. 151). Ο ερευνητής διαθέτει δεδομένα για την περίοδο 1927-1962 για την κατά κεφαλή κατανάλωση τροφίμων (Υ), την τιμή (Χ2) αποπληθωρισμένη με το Δείκτη Τιμών Καταναλωτή και το κατά κεφαλή διαθέσιμο εισόδημα (Χ3) αποπληθωρισμένο με το Δείκτη Τιμών Καταναλωτή. Μεταξύ των συναρτήσεων που εκτίμησε είναι:
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Η εξίσωση (1) συνεπάγεται σταθερές ελαστικότητες τιμής και εισοδήματος. Ο τελευταίος όρος στην εξίσωση (2) εισήχθη στην παλινδρόμηση για να εκφράσει το γεγονός ότι, οι ελαστικότητες τιμής και εισοδήματος μπορούν να μεταβάλλονται. Οι παραπάνω παλινδρομήσεις εκτιμήθηκαν για δυο υποπεριόδους: (α) 1927-1941 και (β) 1948-1962, ώστε να εξαιρεθεί η περίοδος των ετών που καλύφθηκαν από το Β’ Παγκόσμιο Πόλεμο, καθώς και (γ) για τη συνολική περίοδο.

Από τις εκτιμήσεις προέκυψε ότι ο τελευταίος όρος στην εξίσωση (2) δεν είναι στατιστικά σημαντικός στις υποπεριόδους, αλλά μόνο στην συνολική περίοδο, την οποία και κρατάμε: 

Εξίσωση (2) για όλη την χρονική περίοδο
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Στην περίπτωση αυτή, οι ελαστικότητες τιμής και εισοδήματος είναι, αντίστοιχα:
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Από τα δεδομένα, βρέθηκε ότι logX2 παίρνει τιμές μεταξύ [4.33, 4.66] και, συνεπώς, η ελαστικότητα εισοδήματος θα βρίσκεται στο διάστημα [0.195, 0.265]. Αντίστοιχα, βρέθηκε ότι, οι τιμές της logX3 κυμαίνονται μεταξύ [3.78, 4.66] και, συνεπώς, η ελαστικότητα τιμής θα κυμαίνεται μεταξύ –0.198 και –0.013.

Ο έλεγχος με το κριτήριο Chow για τη σταθερότητα των συντελεστών στις δυο υποπεριόδους είναι: 


[image: image165.wmf]37

.

2

)

4

*

2

15

15

/(

)

0535

.

0

1151

.

0

(

4

/

)]

0535

.

0

1151

.

0

(

2412

.

0

[

=

-

+

+

+

-

=

F

, ενώ η κριτική τιμή είναι ίση με 2.82 (α=0.05), που σημαίνει ότι, δεν μπορούμε να απορρίψουμε την υπόθεση της σταθερότητας των συντελεστών.

Τα κριτήρια LR, W και LM θα είναι, για n = 30, RSSR = 0.2412 και RSSUR = 0.1151 + 0.0535 = 0.1686 με βαθμούς ελευθερίας όσοι και οι περιορισμοί 4:

W = 12.91,          LM = 9.02,          LR = 10.743

Από τους πίνακες της χ2 με 4 β.ε. και επίπεδο σημαντικότητας 5% η κριτική τιμή είναι 9.49. Προκύπτει, λοιπόν ότι, (ι) σύμφωνα με τα κριτήρια W και LR μπορούμε να απορρίψουμε την υπόθεση της σταθερότητας των συντελεστών και (ιι) σύμφωνα με το κριτήριο LM δεν μπορούμε να απορρίψουμε την υπόθεση της σταθερότητας των συντελεστών.  

Παράδειγμα (C.Brooks, Introductory econometrics for finance, Cambridge University Press, 2002, p. 199). Χρησιμοποιώντας μηνιαίες παρατηρήσεις για τη δεκαετία 1980-1992 εκτιμούμε το υπόδειγμα CAPM μεταξύ της μετοχής ΜΤΧ και του δείκτη της αγοράς (Μ): 
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. Ωστόσο, η κρίση του Οκτωβρίου του 1987 εκτιμάται ότι, έχει μεταβάλλει τη σχέση κινδύνου-απόδοσης εκ μέρους των επενδυτών. Για να ελέγξουμε αυτή την υπόθεση εκτιμούμε 3 υποδείγματα: (ι) την περίοδο 1/1981 – 10/1987, (ιι) 11/1987 – 12/1992 και (ιιι) 1/1981 – 12/1992. Τα αποτελέσματα που πήραμε είναι:
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Chow test = {[0.0434-(0.03555+0.00336)]/(0.03555+0.00336)}*[(144-4)/2]=7.698.

Η κριτική τιμή είναι F(2, 140) σε επίπεδο σημαντικότητας α=0.05 ίση με 3.06. Συνεπώς, η μηδενική υπόθεση μπορεί να απορριφθεί, που σημαίνει ότι, ο περιορισμός ότι οι συντελεστές της παλινδρόμησης είναι ίδιοι και στις δυο χρονικές περιόδους δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί. Ακόμα, οι άλλοι έλεγχοι δίνουν:

W = 16.616,          LM = 14.8977,          LR = 15.72.
Από τους πίνακες της χ2 με 2 β.ε. και επίπεδο σημαντικότητας 5% η κριτική τιμή είναι 5.99. Προκύπτει, λοιπόν, αβίαστα ότι, η μηδενική υπόθεση της σταθερότητας των συντελεστών δεν μπορεί να γίνει αποδεκτή.

Έλεγχος συναρτησιακής μορφής της παλινδρόμησης

Για τον έλεγχο της υπόθεσης:

Ηο: Υ είναι γραμμική συνάρτηση των ανεξάρτητων μεταβλητών Χ (γραμμική μορφή)

Ηα: Υ είναι γραμμική συνάρτηση των λογαρίθμων των τιμών των ανεξάρτητων μεταβλητών (γραμμική στους λογαρίθμους μορφή)

Οι MacKInnon, White and Davidson (MWD, 1983) προτείνουν την παρακάτω διαδικασία:

(1). Εκτίμηση του γραμμικού υποδείγματος από το οποίο παίρνουμε τις τιμές Y f (ή 
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(2). Εκτίμηση του διπλο-λογαριθμικού υποδείγματος (lnY επί των lnX) από την οποία παίρνουμε την lnY f.

(3). Υπολογίζουμε τη διαφορά των δυο παραπάνω, Z1 = (lnY f - Y f)
(4). Παλινδρομούμε τη μεταβλητή Υ επί των ανεξάρτητων μεταβλητών Χ και τη Ζ1. Απορρίπτουμε τη μηδενική υπόθεση Ηο εάν ο συντελεστής της μεταβλητής  Ζ1 είναι στατιστικά σημαντικός (με το κριτήριο t-statistic).
(5). Υπολογίζουμε τη διαφορά Ζ2 = (αντιλογάριθμος της lnY f  -  Y f).

(6).  Παλινδρομούμε τη μεταβλητή Υ επί των ανεξάρτητων μεταβλητών Χ και τη Ζ2. Απορρίπτουμε την εναλλακτική υπόθεση Ηα εάν ο συντελεστής της μεταβλητής  Ζ2 είναι στατιστικά σημαντικός (με το κριτήριο t-statistic).

Ετεροσκεδαστικότητα

Μια από τις βασικές υποθέσεις του κλασσικού γραμμικού υποδείγματος της παλινδρόμησης είναι ότι, η διακύμανση κάθε διαταρακτικού όρου εi – δεδομένων των τιμών των ανεξάρτητων μεταβλητών – είναι κάποιος σταθερός αριθμός σ2. Αυτή είναι η υπόθεση της ομοσκεδαστικότητας. 

Ωστόσο, υπάρχουν πολλά παραδείγματα στην εφαρμοσμένη έρευνα, όπου οι διακυμάνσεις των σφαλμάτων (και της εξαρτημένης μεταβλητής) δεν είναι σταθερές από δείγμα σε δείγμα: η αποταμίευση αυξάνεται όσο αυξάνεται το εισόδημα, όσο το εισόδημα αυξάνει τόσο αυξάνεται και η καταναλωτική δαπάνη, όσο μιά εταιρία (π.χ. μια τράπεζα ή οποιαδήποτε άλλη μεγάλη εταιρία) που διαχειρίζεται πλήθος δεδομένων βελτιώνει τα συστήματα συλλογής, επεξεργασίας και παρακολούθησης δεδομένων, τόσο λιγότερα σφάλματα (λετουργικός κίνδυνος) κάνει και, συνεπώς, η διακύμανση βαίνει μειούμενη κλπ. Μια άλλη πηγή ετεροσκεδαστικότητας προέρχεται από την ασυμμετρία στην κατανομή μιας ή περισσότερων ανεξάρτητων μεταβλητών, όπως π.χ. εισόδημα, εκπαίδευση κ.ά., όπου είναι γνωστό ότι παρατηρείται η μεγαλύτερη συγκέντρωσή τους σε λίγους στις υψηλόμισθες τάξεις. 

Ακόμα, το πρόβλημα της ετεροσκεδαστικότητας μπορεί να εμφανίζεται σε διαστρωματικά στοιχεία. Για παράδειγμα, εάν μελετάμε στοιχεία μισθολογικών καταστάσεων σε ένα σύνολο εταιριών ανάλογα με το μέγεθός τους, τότε το πιθανότερο είναι οι μεγαλύτερες εταιρίες να πληρώνουν υψηλότερους μισθούς από τις μικρότερες. Ή ακόμα, όταν θέλουμε να μελετήσουμε τη σχέση μεταξύ επενδυτικής δαπάνης και αύξηση των πωλήσεων σε ένα κλάδο διαφορετικών εταιριών ή της σχέση μεταξύ δαπάνης marketing και πωλήσεων σε ένα σύνολο διαφορετικών προϊόντων που παράγει η ίδια εταιρία ή την κατανάλωση σε σχέση με το εισόδημα μέσα από στοιχεία οικογενειακών προϋπολογισμών κλπ.

1. Γενικά στα διπλο-λογαριθμικά οικονομετρικά υποδείγματα παλινδρόμησης, το πρόβλημα της ετεροσκεδαστικότητας αναμένεται να είναι μικρότερο, ωστόσο, δεν θεραπεύεται μόνο με αυτόν τον τρόπο.

2. Ένας πρώτος τρόπος να παρατηρήσουμε την ύπαρξη ετεροσκεδαστικότητας σε ένα υπόδειγμα είναι μέσω του διαγράμματος των τετραγώνων των καταλοίπων επί των τιμών της 
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 ή των τετραγώνων των καταλοίπων επί της ανεξάρτητς μεταβλητής Χ. Εάν παρατηρήσουμε κάποια συστηματική σχέση, τότε δεν μπορούμε να απορρίψουμε την υπόθεση της παρουσίας ετεροσκεδαστικών καταλοίπων στο υπόδειγμα. 

 3. Εάν υπάρχει ετεροσκεδαστικότητα στα κατάλοιπα, τόσο οι εκτιμητές των συντελεστών είναι αμερόληπτοι ως προς την παράμετρο του πληθυσμού, ωστόσο, δεν έχουν την ελάχιστη διακύμανση.  

4. Για να μειώσουμε το πρόβλημα, μπορούμε (1) να πάρουμε τους λογαρίθμους των μεταβλητών ή (2) να διαιρέσουμε τις τιμές των μεταβλητών με κάποιο μέγεθος, ωστόσο η στατιστική επαγωγή πρέπει να γίνει στο αρχικό υπόδειγμα.

5. Γενικά, αναμένουμε το τυπικό σφάλμα του σταθερού όρου να είναι ιδαίτερα υψηλό στην περίπτωση των ετεροσκεδαστικών καταλοίπων. Αναφορικά με το τυπικό σφάλμα του συντελεστή παλινδρόμησης: (ι) εάν η διακύμανση των καταλοίπων σχετίζεται με το τετράγωνο της ανεξάρτητης μεταβλητής (που, συνήθως, παρατηρείται στα οικονομικά φαινόμενα)- ή μιας από τις ανεξάρτητες μεταβλητές, στην πολλαπλή παλινδρόμηση- τότε το τυπικό σφάλμα του συντελεστή της παλινδρόμησης θα είναι πολύ μικρό με επιπτώσεις στο διάστημα εμπιστοσύνης του εκτιμητή. (ιι) εάν σχετίζονται αρνητικά, τότε το τυπικό σφάλμα θα είναι πολύ μεγάλο.

Έλεγχοι ετεροσκεδαστικότητας.

Να σημειωθεί, ωστόσο ότι, ακόμα και εάν τα σφάλματα δεν σχετίζονται με τις ανεξάρτητες μεταβλητές δεν σημαίνει ότι τα τετράγωνα των σφαλμάτων, για παράδειγμα, δεν σχετίζονται με τις ανεξάρτητες μεταβλητές. Η υπόθεση πίσω από κάθε έλεγχο ετεροσκεδαστικότητας είναι ότι 
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, όπου z είναι μια άγνωστη μεταβλητή και, όλοι οι έλεγχοι χρησιμοποιούν διαφορετικές προσεγγίσεις για την f(z).

(1). Ο έλεγχος Park (1966). 

Ο Park θεωρεί ότι η διακύμανση είναι συνάρτηση της ανεξάρτητης μεταβλητής Χ και προτείνει:
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 Εάν ο συντελεστής β είναι στατιστικά σημαντικός, τότε υπάρχει ένδειξη για την ύπαρξη ετεροσκεδαστικότητας στο υπόδειγμα.


(2). Ο έλεγχος Glejser (1969)
Προτείνει να παλινδρομήσουμε τις απόλυτες τιμές των εκτιμημένων καταλοίπων επί εκείνης της ανεξάρτητης μεταβλητής που πιστεύουμε ότι, σχετίζεται με τη διακύμανση των σφαλμάτων:
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Τα μειονεκτήματα του ελέγχου αυτού αναφέρονται στο ότι τα σφάλματα των παραπάνω υποδειγμάτων αυτοσυσχετίζονται και ότι, οι δυο τελευταίες μορφές είναι μη-γραμμικές και έτσι, δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων. Ο Glejser έδειξε ότι, για μεγάλα δείγματα τα 4 πρωτα υποδείγματα είναι ικανοποιητικά.

Παράδειγμα (Gujarati, p. 404).

Σε δείγμα πολλών επιχειρήσεων παλινδρομούμε τους μισθούς (Υ) επί της παραγωγικότητας των εργαζομένων (Χ):
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Οι συντελεστές είναι στατιστικά σημαντικοί και η παραγωγικότητα εξηγεί το 44% περίπου των μισθών. Για αύξηση της παραγωγικότητας κατά 1 δολλ.ΗΠΑ, ο εργαζόμενος ανταμείβεται με 23.3 cents, περίπου. Ο έλεγχος του Park και ο έλεγχος του Glejser, για τη διάγνωση ετεροσκεδαστικότητας, έδωσαν:
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Με βάση του δυο αυτούς ελέγχουν δεν μπορούμε να δεχτούμε την υπόθεση της ύπαρξης της ετεροσκεδαστικότητας στο υπόδειγμά μας.


(3). Ο έλεγχος του Spearman
Ο συντελεστής συσχέτισης του Spearman ορίζεται από τη σχέση:
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όπου d είναι η διαφορά των ταξινομημένων τιμών των δυο υπό μελέτη χαρακτηριστικών (ή φαινομένων) και n είναι το πλήθος των φαινομένων ή χαρακτηριστικών. 

Στο υπόδειγμα παλινδρόμησης, εργαζόμαστε όπως παρακάτω για τον έλεγχο της ετεροσκεδαστικότητας:

Α. Εκτιμούμε την παλινδρόμηση και υπολογίζουμε την απόλυτη τιμή των εκτιμημένων σφαλμάτων (κατάλοιπα).

Β. Ταξινομούμε σε αύξουσα ή φθίνουσα τάξη μεγέθους την απόλυτη τιμή των καταλοίπων και την ανεξάρτητη (ή την εκτιμημένη εξαρτημένη, 
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) μεταβλητή.

Γ. Υπολογίζουμε το συντελεστή συσχέτισης του Spearman.

Δ. Υποθέτοντας ότι το μέγεθος του δείγματος είναι μεγαλύτερο από 8, υπολογίζουμε το στατιστικό κριτήριο ελέγχου:
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,    με n – 2 βαθμούς ελευθερίας. Εάν η υπολογισθείσα τιμή του κριτηρίου είναι μεγαλύτερη από την κριτική τιμή της κατανομής t, τότε μπορούμε να αποδεχτούμε την υπόθεση της ετεροσκεδαστικότητας.

Εάν εργαζόμαστε σε ένα πολυμεταβλητό υπόδειγμα (περισσότερες της μιας ανεξάρτητες μεταβλητές), τότε ο συντελεστής συσχέτισης του Spearman υπολογίζεται μεταξύ των απόλυτων τιμών των καταλοίπων και κάθε μιας από τις ανεξάρτητες μεταβλητές χωριστά και εφαρμόζεται το κριτήριο t. 

Παράδειγμα.

Επιλέξαμε 8 μετοχές και υπολογίσαμε τη μέση ετήσια απόδοση και κίνδυνό τους και, στη συνέχεια εκτιμήσαμε το υπόδειγμα της γραμμής της αγοράς (Capital Market Line): 
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, όπου R είναι η μέση ετήσια απόδοση της μετοχής και σ είναι ο κίνδυνος των αποδόσεών της. Επειδή τα δεδομένα αναφέρονται σε μετοχές με διαφορετική κεφαλαιοποίηση η κάθε μια, με διαφορετική συναλλακτική δραστηριότητα και με διαφορετικό βαθμό συγκεντρωσιμότητας σε επενδυτικά χαρτοφυλάκια, θα αναμέναμε ότι η υπόθεση της ομοσκεδαστικότητας δεν ισχύει. Για τον έλεγχο της υπόθεσης αυτής, εφαρμόσαμε το κριτήριο του Spearman. 

Τα αποτελέσματα της παλινδρόμησης έδωσαν: 
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Στον παρακάτω πίνακα εμφανίζονται όλες οι απαραίτητες πράξεις για τον υπολογισμό του συντελεστή συσχέτισης του Spearman.
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Ο συντελετσής Spearman υπολογίστηκε ίσος με ρS = –0.2857 και η τιμή του στατιστικού κριτηρίου t = -0.7302. Η κριτική τιμή σε επίπεδο σημαντικότητας α=0.05 και 6 βαθμούς ελευθερίας είναι ίση με 2.447. Συνεπώς, δεν υπάρχουν ενδείξεις για την ύπαρξη ετεροσκεδαστικότητας.


(4). Ο έλεγχος Goldfeld-Quandt (1972) 

Σύμφωνα με τον έλεγχο αυτό η διακύμανση των καταλοίπων είναι συνάρτηση του τετραγώνου της ανεξάρτητης μεταβλητής και έχει εφαρμογή σε μικρά δείγματα.

(α). Κατατάσουμε τις τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητές από τη μικρότερη προς τη μεγαλύτερη.

(β). Αφαιρούμε τις m μεσαίες παρατηρήσεις τυχαία. Για δείγμα μικρό (30 παρατηρήσεις) άλlοι προτείνουν την αφαίρεση 8 παρατηρήσεων και άλλοι 4 παρατηρήσεων. Για δείγμα 60 παρατηρήσεων, άλλοι προτείνουν την αφαίρεση 16 παρατηρήσεων και άλλοι 10 παρατηρήσεων. Πάντως, η ισχύς του ελέγχου εξαρτάται τόσο από την επιλογή του m, όσο και από την επιλογή της κατάλληλης ανεξάρτητης μεταβλητής Χ, σε ένα πολυμεταβλητό υπόδειγμα.

(γ). Εκτιμούμε δυο διαφορετικές παρατηρήσεις, μια για κάθε δείγμα και υπολογίζουμε το άθροισμα των τετραγώνων των σφαλμάτων, RSS1 για το δείγμα που αντιστοιχεί στις μικρές τιμές της Χ και RSS2 γαι εκείνο που αντιστοιχεί στις μεγάλες τιμές της Χ. Οι βαθμοί ελευθερίας καθενός είναι (n – m – 2k)/2.

(δ). Υπολογίζουμε το λόγο: 
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. Εάν η τιμή του λόγου αυτού είναι μεγαλύτερη από την κριτική τιμή της F τότε μπορούμε να απορρίψουμε τη μηδενική υπόθεση ότι, δηλαδή τα κατάλοιπα είναι ομοσκεδαστικά.

Εάν το υπόδειγμά μας έχει περισσότερες της μιας ανεξάρτητες μεταβλητές, τότε στο βήμα (α) μπορεί να επιλεγεί οποιαδήποτε ανεξάρτητη μεταβλητή.


(5). Ο έλεγχος του λόγου πιθανοφάνειας (Feldstein, 1967).

Εάν ο αριθμός των παρατηρήσεων είναι μεγάλος, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε αυτόν τον έλεγχο. 

(α). Εκτιμούμε την παλινδρόμηση και υπολογίζουμε τα κατάλοιπα.

(β) Διαιρούμε τα κατάλοιπα σε m ίσες ομάδες ni παρατηρήσεων η κάθε μια, ώστε Σni = n. 

(γ). Εκτιμάμε τις διακυμάνσεις των καταλοίπων σε κάθε ομάδα, 
[image: image183.wmf].
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(δ). Υπολογίζουμε το λόγο: 
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(ε). Εάν –2loge λ έχει τιμή υψηλότερη της κριτικής τιμής από τους πίνακες της κατανομής χ2 με (m-1) βαθμούς ελευθερίας, τότε δεν μπορούμε να αποδεχτούμε τη μηδενική υπόθεση της ισότητας των διακυμάνσεων των καταλοίπων και, συνεπώς, μπορούμε να ισχυριστούμε ότι, το υπόδειγμά μας πάσχει από το πρόβλημα της ετεροσκεδαστικότητας.


(6). Ο έλεγχος των Breusch-Pagan-Godfrey (1979 και 1978).
Για να ξεπεράσουμε τα προβλήματα της επιλογής του ελέγχου των Goldfeld-Quant, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον έλεγχο των BPG. Εάν υπάρχουν κάποιες μεταβλητές 
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, τότε με το κριτήριο BPG ελέγχουμε την μηδενική υπόθεση 
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(α). Εκτιμούμε το υπόδειγμά μας και υπολογίζουμε τα εκτιμημένα σφάλματα (κατάλοιπα).

(β). Υπολογίζουμε τη διακύμανση των καταλοίπων 
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(γ). Παλινδρομούμε το λt στις μεταβλητές zm και παίρνουμε το άθροισμα των τετραγώνων της παλινδρόμησης, ESS (Explained Sum of Squares).

(δ). Ο λόγος Θ = ½*(ESS) ακολουθεί την κατανομή χ2 με (m-1) βαθμούς ελευθερίας. Η υπόθεση της ομοσκεδαστικότητας δεν θα μπορεί να γίνει αποδεκτή εάν η υπολογισθείσα τιμή του Θ είναι μεγαλύτερη από την κριτική τιμή της χ2 με (m-1) βαθμούς ελευθερίας σε δεδομένο επίπεδο σημαντικότητας.

Παράδειγμα. Επιλέξαμε 8 μετοχές και υπολογίσαμε τη μέση ετήσια απόδοση και κίνδυνό τους και, στη συνέχεια εκτιμήσαμε το υπόδειγμα της γραμμής της αγοράς (Capital Market Line): 
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, όπου R είναι η μέση ετήσια απόδοση της μετοχής και σ είναι ο κίνδυνος των αποδόσεών της, όπως σε προηγούμενο παράδειγμα, όπου υπολογίσαμε το συντελεστή του Spearman. Τώρα, εφαρμόσαμε τον έλεγχο BPG. [Προσοχή: Ο έλεγχος BPG είναι ασυμπτωτικός έλεγχος, ή για μεγάλα δείγματα, ενώ στο παράδειγμα που ακολουθεί έχουμε πολύ μικρό δείγμα (8 παρατηρήσεις) και ο έλεγχος BPG σε μικρά δείγματα ότι, τα σφάλματα ακολουθούν την κανονική κατανομή, μπορεί να μην έχει την αναμενόμενη συμπεριφορά. Έτσι, το παράδειγμα αυτό, παρουσιάζεται μόνο σαν μια απλή εφαρμογή του BPG]. 
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(7). Ο έλεγχος του White (1980).

Ο έλεγχος αυτός δεν είναι ευαίσθητος στην υπόθεση της κανονικότητας. Η διαδικασία εφαρμογής του είναι απλή και συνίσταται στην παλινδρόμηση του τετραγώνου των καταλοίπων επάνω σε όλες τις ανεξάρτητες μεταβλητές (x1, x2, …, xk), τα τετράγωνά τους 
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, καθώς και στα γινόμενά τους ανά δυο x1x2,  x1x3, …, x1xk, x2x3,……κοκ. Θα μπορούσαν να προστεθούν οι ανεξάρτητες μεταβλητές στην παλινδρόμηση αυτή υψωμένες και σε μεγαλύτερη δύναμη. 

Από την παραπάνω βοηθητική παλινδρόμηση υπολογίζουμε το συντελεστή προσδιορισμού. Κάτω από τη μηδενική υπόθεση ότι, δηλαδή δεν υπάρχει ετεροσκεδαστικότητα στο υπόδειγμα, μπορεί να δειχθεί ότι, το γινόμενο του μεγέθους του δείγματος επί την τιμή του συντελεστή προσδιορισμού ακολουθεί την κατανομή χ-τετράγωνο με βαθμούς ελευθερίας ίσους με τον αριθμό των ανεξάρτητων μεταβλητών (εκτός του σταθερού όρου) της βοηθητικής παλινδρόμησης:
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Για παράδειγμα, εάν έχουμε ένα υπόδειγμα με τρείς ανεξάρτητες μεταβλητές, τότε οι ανεξάρτητες μεταβλητές της βοηθητικής παλινδρόμησης (και συνεπώς, οι βαθμοί ελευθερίας) θα είναι ίσες με 9 (πλην του σταθερού όρου).


(8). Ο έλεγχος ARCH (Engle, 1982).

Ένας άλλος έλεγχος ανίχνευσης της παρουσίας ετεροσκεδαστικών καταλοίπων προτάθηκε από τον Engle το 1982 και, αναφέρεται σαν ARCH tets (AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity). Η διαδικασία είναι απλή:

(1) Εκτιμάμε το υπόδειγμά μας και παίρνουμε τα κατάλοιπα.

(2) Παλινδρομούμε το τετράγωνο των καταλοίπων επί των q υστερήσεών τους και υπολογίζουμε το συντελεστή προσδιορισμού της παλινδρόμησης

(3) Ο στατιστικός έλεγχος ορίζεται σαν 
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Παράδειγμα. Ελέγξαμε την υπόθεση της ομοσκεδαστικότητας των καταλοίπων με τον έλεγχο ARCH στην παλινδρόμηση της γραμμής της αγοράς των αποδόσεων της μετοχής του ΟΤΕ επί του δείκτη FTSE-20 μετοχών (δείκτης μετοχών υψηλής κεφαλαιοποίησης στο Χ.Α.Α.) στις ημερήσιες παρατηρήσεις των τιμών των κλεισιμάτων για το έτος 2003.

Η παλινδρόμηση: 
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έδωσε:


[image: image196.png]SUMMARY OUTPUT

Regrossion Statistics
Miultiple R 0.711931609
R Square (1506917669
Adusted R Square 050439684
Standard Error 0.015225952
Observations 245
ANOVA
\ df S5 MS F
Regression T 005815314 0058154 2508464
Residual 244 0DBESBRA24 0000232
Total 2450114720038
|
\ Coefficients _Standard Emor__t Stat___P-value
Intercept 0001416969 0.00097453 -1.45298 0147515
R(FTSE_20) 1.14060513  0.07201B401 1583613 2.45E-39)





Οι αποδόσεις του δείκτη των 20 εταιριών μεγάλης κεφαλαιοποίησης ερμηνεύουν το 50% περίπου της μεταβολής των αποδόσεων του ΟΤΕ. Ο συντελεστής της παλινδρόμησης (συντελεστής βήτα της μετοχής του ΟΤΕ) είναι στατιστικά σημαντικός και ίσος με 1.14 (επιθετικός) για το έτος 2003.
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Το παραπάνω διάγραμμα παριστάνει τη γραμμή παλινδρόμησης. Στη συνέχεια, εφαρμόζουμε τη διαδικασία για τον έλεγχο ARCH καταλοίπων. Παλινδρομήσαμε το τετράγωνο των καταλοίπων που πήραμε από την παραπάνω παλινδρόμηση στο τετράγωνο των καταλοίπων με υστερήσεις –1, -2, -3, -4 και –5. Τα αποτελέμστα παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα.
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Ο έλεγχος της μηδενικής υπόθεσης ότι, δηλαδή δεν υπάρχει ετεροσκεδαστικότητα είναι Η0: γ1 = γ2 = ... = γ5 = 0, όπου γi είναι οι συντελεστές της παλινδρόμησης. Υπολογίζουμε nR2 = 246*0.024211 = 5.9559. Η κριτική τιμή σε επίπεδο σημαντικότητα 5% και βαθμούς ελευθερίας 5 είναι 11.07. Συνεπώς, δεν μπορούμε να απορρίψουμε την υπόθεση της ομοσκεδαστικότητας, δηλαδή την παρουσία των ARCH καταλοίπων.

Η μέθοδος των Γενικευμένων Ελαχίστων Τετραγώνων (Generalized Least Squares Method, GLSM)

Έστω το υπόδειγμα 
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. Ας υποθέσουμε ότι, η ετεροσκεδαστική διακύμανση των καταλοίπων είναι γνωστή και ας διαιρέσουμε με την τετραγωνική της ρίζα τις μεταβλητές του υποδείγματος 
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Τώρα, η διακύμανση των καταλοίπων 
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, δηλαδή είναι ομοσκεδαστική και μπορούμε να εφαρμόσουμε τα ελάχιστα τετρτάγωνα στο τροποποιημένο υπόδειγμα.

Εάν θέσουμε 
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 σαν τις σταθμίσεις, τότε ο εκτιμητής του συντελεστή παλινδρόμησης θα είναι:
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που συμπίπτει με τον εκτιμητή των ελαχίστων τετραγώνων εάν wi = w σταθερά. Με άλλα λόγια, η GLS ελαχιστοποιεί το άθροισμα των τετραγώνων των σταθμισμένων καταλοίπων, όπου η στάθμιση ισούται με 
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Διόρθωση της ετεροσκεδαστικότητας

Θα διακρίνουμε δυο περιπτώσεις

(1). Όταν η διακύμανση των καταλοίπων είναι γνωστή. Στην περίπτωση αυτή θα χρησιμοποιούμε τη μέθοδο εκτίμησης των γενικευμένων ελαχίστων τετραγώνων (ή σταθμισμένη μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων).

Παράδειγμα. 

Ένας αναλυτής Αμοιβαίων Κεφαλαίων θέλει να μελετήσει τη σχέση μεταξύ του αριθμού των Αμοιβαίων Κεφαλαίων (Υ) στις χώρες της Ευρώπης και του μεγέθους της Κεφαλαιοποίησης (Χ) της κάθε αγοράς. Τα Αμοιβαία Κεφάλαια που θεώρησε σε κάθε χώρα είναι τα: {property funds, derivatives funds, venture capital funds, fund of funds, speculative funds, opened end funds, closed end funds, equities funds, bond funds, διαχείρισης διαθεσίμων, κερδοσκοπικά, μεικτά και λοιπά}. Τις χώρες τις κατέταξε ανάλογα με τη συνολική τους κεφαλαιοποίηση (size).

Από τον αντίστοιχο πίνακα που κατασκεύασε (δεν παρουσιάζεται εδώ, αλλά τα στοιχεία αντλήθηκαν από την Ετήσια Έκθεση της Επιτροπής Κεφαλαιαγοράς, 2001) φαίνεται η ανομοιογένεια και οι διαφοροποιήσεις ανάμεσα στις χώρες, συνεπώς, η ετεροσκεδαστικότητα, στο υπόδειγμα Υ=α + βΧ +ε που θέλει να μελετήσει, θα έχει μεγάλη πιθανότητα εμφάνισης.

Υπολόγισε, λοιπόν, τη διασπορά για κάθε κατηγορία Αμοιβαίων Κεφαλαίων σε κάθε χώρα και στάθμισε την εξαρτημένη και την ανεξάρτητη μεταβλητή με το μέγεθος αυτό, όπως στον παρακάτω πίνακα. Στη συνέχεια, εκτίμησε την παλινδρόμηση:
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Τα αποτελέσματα της παλινδρόμησης δίνονται στον παρακάτω πίνακα. Να σημειωθεί ότι: (α) η παλινδρόμηση αυτή δεν έχει σταθερό όρο και (β) δεν αναφέρεται ο συντελεστής προσδιορισμού διότι δεν έχει συγκρισιμότητα, όταν η παλινδρόμηση περνάει από την αρχή των αξόνων (απουσία σταθερού όρου).
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Έτσι, η εκτιμηθείσα παλινδρόμηση είναι:
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που είναι στατιστικά σημαντική (οριακά) σε επίπεδο σημαντικότητας 10%.

(2). Όταν η διακύμανση των καταλοίπων είναι άγνωστη. Στην περίπτωση αυτή ακολουθείται η διαδικασία του White (1982).

Αυτοσυσχέτιση

Τόσο στην περίπτωση των διαστρωματικών στοιχείων όσο και στην περίπτωση όπου ο αναλυτής εργάζεται με διαθέσιμα στοιχεία χρονολογικών σειρών, το πρόβλημα της αυτοσυσχέτισης των καταλοίπων μπορεί να εμφανιστεί. Στην πρώτη περίπτωση (για παράδειγμα, όταν μελετάμε οικογενειακούς προϋπολογισμούς ή όταν μελετάμε χαρακτηριστικά και συμπεριφορές νοικοκυριών ή, ακόμα, όταν μελετάμε χαρακτηριστικά επιχειρήσεων) έχει παρατηρηθεί ότι ο τυχαίος όρος του ενός νοικοκυριού, επιχείρησης κλπ. συσχετίζεται με αυτός του άλλου νοικοκυριού, επιχείρησης κλπ. Αυτή η αυτοσυσχέτιση ονομάζεται χωρική αυτοσυσχέτιση. Ακόμα περισσότερο, όμως, είναι εμφανής στην περίπτωση των χρονολογικών σειρών. Για παράδειγμα, όταν μελετάμε τις ημερήσιες/εβδομαδιαίες ... αποδόσεις ενός περιουσιακού στοιχείου είναι πολύ συνηθισμένο να έχουμε αυτοσυσχέτιση.

Το πρόβλημα της αυτοσυσχέτισης μπορεί να οφείλεται (ι) σε καθαρή αυτοσυσχέτιση στο υπόδειγμα, (ιι) σε παράλειψη σημαντικής ανεξάρτητης μεταβλητής και (ιιι) σε κακή εξειδίκευση του υποδείγματος (συναρτησιακή μορφή).

Θα ορίζουμε:
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Γενικά, σε ένα πλήθος n παρατηρήσεων θα έχουμε (n – 1) αυτοσυσχετίσεις, που φυσικά δεν είναι δυνατόν να τις υπολογίζουμε όλες, αλλά θα περιοριστούμε στις πρώτες και τις δεύτερες.

Υπάρχουν διάφοροι λόγοι, που οδηγούν στην εμφάνιση της αυτοσυσχέτισης. Για παράδειγμα, το τμήμα marketing μιας βιομηχανίας αυτοκινήτων θέλει να εκτιμήσει τη συνάρτηση  της ζητούμενης ποσότητας των αυτοκινήτων μάρκας που παράγει, ΒΜW (Y), σαν συνάρτηση της τιμής των αυτοκινήτων BMW (X2), του εισοδήματος των καταναλωτών (Χ3) και της τιμής ανταγωνιστικής βιομηχανίας, Mercedes (X4), όπως στην εξίσωση (1), παρακάτω. Έστω, όμως ότι, αντί του ορθού υποδείγματος (1), ο αναλυτής εκτιμά το υπόδειγμα (2), δηλαδή τη σχέση μεταξύ της ζητούμενης ποσότητας των αυτοκινήτων μάρκας που παράγει, ΒΜW (Y), σαν συνάρτηση της τιμής των αυτοκινήτων BMW (X2) και του εισοδήματος των καταναλωτών (Χ3). Τότε, αυτή η παράλειψη της μιας μεταβλητής ισοδυναμεί με τη σχέση (3).
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Στην περίπτωση που η τιμή της ανταγωνιστικής μάρκας αυτοκινήτων Mercedes επηρεάζει, πράγματι, τη ζήτηση των αυτοκινήτων τύπου BMW, τότε ο τυχαίος παράγοντας νt θα αντικατοπτρίζει ένα συστηματικό δρομολόγιο, δημιουργώντας (λανθασμένη) αυτοσυσχέτιση.

 Ένας γρήγορος και απλός τρόπος είναι να εκτιμήσουμε και την (1) και την (2) και να ελέγξουμε εάν εξαφανίζεται η αυτοσυσχέτιση όταν εκτιμάμε τη συνάρτηση (1).

Μια άλλη περίπτωση εμφάνισης της αυτοσυσχέτισης είναι όταν ο ερευνητής επιλέξει λάθος υπόδειγμα ή λάθος συναρτησιακή μορφή. Για παράδειγμα, για την εκτίμηση του οριακού κόστους (Υ) ενός προϊόντος χρησιμοποιούμε τη συνάρτηση (1), παρακάτω, ενώ ο αναλυτής μας εκτίμησε τη συνάρτηση (2), έτσι, ο τυχαίος όρος νt = (Χ2)2 + εt  θα συλλάβει τη συστηματική επίδραση της μεταβλητής Χ2 επί του οριακού κόστους του προϊόντος, όπου η μεταβλητή Χ2 παριστάνει την παραγόμενη ποσότητα.
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Μια τρίτη περίπτωση εμφάνισης της αυτοσυσχέτισης είναι στα υποδείγματα χρονολογικών σειρών όπου η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι η ίδια η εξαρτημένη μεταβλητή με χρονική υστέρηση (αυτοπαλινδρόμηση). 

Επίσης, σε πολλές εφαρμογές, για παράδειγμα, στην ανάλυση οικογενειακών προϋπολογισμών, όπου οι σχετικές έρευνες διενεργούνται ανά 10-ετία και, ο αναλυτής χρειάζεται στοιχεία για την ενδιάμεση περίοδο, συνήθως, οδηγείται στη δημιουργία τέτοιων στοιχείων με κατάλληλη διαχείριση των δεδομένων, μέσω μεθόδων παρεμβολής (γραμικής ή μη-γραμμικής). Σε τέτοιες περιπτώσεις «επιβάλλονται» συστηματικά αποτελέσματα που δεν θα υπήρχαν στα πραγματικά δεδομένα.

Τέλος, στην περίπτωση όπου οι μεταβλητές που επεξεργαζόμεσατε δεν είναι στάσιμες, τότε και ο τυχαίος όρος δεν θα είναι στάσιμος (όχι, όμως, αναγκαία) και, συνεπώς, θα εκδηλώνει το πρόβλημα της αυτοσυσχέτισης. 

Έστω το υπόδειγμα 
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. Ακόμα, ας υποθέσουμε ότι, ο διαταρακτικός όρος προέρχεται από την παρακάτω διαδικασία:
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,  γνωστή ως αυτοπαλίνδρομο σχήμα Markov πρώτης τάξης, AR(1), κάτω από τις υποθέσεις για τα σφάλματα ut ότι:
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Η διαδικασία που ικανοποιεί τις παραπάνω σχέσεις στα σφάλματα ονομάζεται λευκός θόρυβος μηδενικού μέσου.

Αποδεικνύεται ότι, στο υπόδειγμα AR(1) ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:
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Προκύπτει, λοιπόν ότι, η διακύμανση του διαταρακτικού όρου εt είναι ομοσκεδαστική. Ακόμα, 
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, που αποτελεί τη συνθήκη η διαδικασία AR(1) να είναι στάσιμη, δηλαδή ο μέσος, η διακύμανση και η συνδιακύμναση του διαταρακτικού όρου να μην μεταβάλλεται στο χρόνο. Επιπλέον, σημαίνει ότι, η τιμή της συνδιακύμανσης θα μειώνεται όσο πηγαίνουμε πίσω στο παρελθόν.

Έστω το υπόδειγμα: 
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. Γράφουμε το υπόδειγμα με μια χρονική υστέρηση (yt-1) και πολλαπλασιάζουμε με ρ. Στη συνέχεια, αφαιρούμε τη νέα σχέση από το αρχικό υπόδειγμα και, θα έχουμε:
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, που ονομάζεται και quasi-difference του αρχικού υποδείγματος. Το υπόδειγμα αυτό, τώρα, μπορεί να εκτιμηθεί με τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, δηλαδή  
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, όπου 
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Με τον τρόπο αυτό, βέβαια, χάνουμε την πρώτη παρατήρηση των δεδομένων μας, λόγω του γεγονότος ότι θεωρήσαμε τις πρώτες διαφορές. Να σημειωθεί, ακόμα ότι, η μέθοδος αυτή δεν είναι ακριβώς ισοδύναμη με την GLS, όπου η τελευταία χρησιμοποεί όλη την πληροφορία από το δείγμα και 
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Οι συνέπειες, εάν δεν λάβουμε υπόψη μας την αυτοσυσχέτιση, είναι σημαντικές:

(1). Η διακύμανση των καταλοίπων υποεκτιμά το μέγεθος της πραγματικής διακύμανσης.

(2). Η τιμή του συντελεστή προσδιορισμού 
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 είναι υπερεκτιμημένη (σαν αποτέλεσμα της συνέπειας (1)).

(3). Οι έλεγχοι στατιστικής σημαντικότητας με τις t και F δεν είναι αξιόπιστοι. 


Η στατιστική Durbin-Watson (1951)

Ο πιό απλός τρόπος είναι να εξετάσουμε τη συσχέτιση μεταξύ εt και εt-1, δηλαδή τη στατιστική σημαντικότητα στο συντελεστή τους συσχέτισης ρ. Η ευρύτατα χρησιμοποιούμενη στατιστική είναι αυτή των Durbin και Watson (d), η οποία ορίζεται:
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Εάν ο συντελεστής συσχέτισης ισούται με τη μονάδα τότε η στατιστική d ισούται με το μηδέν. Εάν τα σφάλματα στη χρονική στιγμή t και t-1 είναι ασυσχέτιστα, τότε ρ=0 και d=2. Όταν η τιμή της στατιστικής d είναι κοντά στο 0 τότε υπάρχει ισχυρή ένδειξη θετικής αυτοσυσχέτισης των καταλοίπων, ενώ όταν είναι κοντά στο 4, τότε τα σφάλματα συσχετίζονται ισχυρά αρνητικά.

Επειδή η δειγματική κατανομή της d προκύπτει δύσκολα, αφού εξαρτάται από τις τιμές της ανεξέρτητης μεταβλητής (Χ)- αφού η d υπολογίζεται από τα σφάλματα ε, που εξαρτώνται από τις τιμές της Χ- οι Durbin και Watson κατασκεύασαν δυο όρια, το άνω όριο (dU) και το κάτω όριο (dL), ώστε εάν η τιμή της d βρίσκεται εντός των ορίων αυτών να μπορεί να ληφθεί απόφαση σχετικά με την ύπαρξη της αυτοσυσχέτισης (θετικής ή αρνητικής). Έτσι, ο έλεγχος υπόθεσης είναι: Η0: ρ = 0 έναντι της εναλλακτικής Η+α: για την ύπαρξη θετικής αυτοσυσχέτισης και Η-α: για την ύπαρξη αρνητικής αυτοσυσχέτισης

Κανόνες απόφασης με τη στατιστική Durbin-Watson
	0 < d < dL
	dL < d <  dU
	dU < d < 4- dU
	4- dU < d < 4- dL
	4- dL < d < 4

	Ένδειξη για θετική αυτοσυσχέτιση
	Δεν μπορεί να ληφθεί απόφαση(1)
	Ένδειξη για τη μη-ύπαρξη αυτοσυσχέτισης
	Δεν μπορεί να ληφθεί απόφαση(1)
	Ένδειξη για αρνητική αυτοσυσχέ-τιση


(1). Όσο μεγαλώνει το δείγμα μας, τόσο μικρότερη είναι η περιοχή της μη-λήψης απόφασης.

Παράδειγμα. Στον παρακάτω πίνακα δίνονται οι τιμές του Γενικού Δείκτη του Χ.Α.Α. και του όγκου των συναλλαγών για την περίοδο 9/1/2002 έως 19/1/2004 (στήλες B και C). Με τα δεδομένα του πίνακα αυτού εκτιμήθηκε η παλινδρόμηση των αποδόσεων του Γενικού Δείκτη του Χ.Α.Α. επί των μεταβολών του όγκου των συναλλαγών. Τα αποτελέσματα της παλινδρόμησης και η τιμή της στατιστικής Durbin-Watson παρουσιάζονται παρακάτω.  
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Από τα αποτελέσματα παρατηρούμε ότι, η ανεξάρτητη μεταβλητή (μεταβολές του όγκου των συναλλαγών) είναι στατιστικά σημαντική (τιμές των στατιστικών t, F). Ωστόσο, οι μεταβολές του όγκου των συναλλαγών δεν μπορούν να ερμηνεύσουν παρά το 5.1% των αποδόσεων του Γενικού Δείκτη του Χ.Α.Α. στο συγκεκριμένο χρονικό διάστημα.

Η στατιστική Durbin-Watson υπολογίστηκε από το λόγο (Η502/Ι502) και βρέθηκε ίση με 1.8123. Σε επίπεδο σημαντικότητας α=0.05 και 499 παρατηρήσεις, το άνω και κάτω όριο της στατιστικής είναι 1.77 και 1.75 αντίστοιχα. Παρατηρούμε ότι, η τιμή της στατιστικής D-W είναι κοντά στο 2 και, σε κάθε περίπτωση, πάντως, βρίσκεται μεταξύ του άνω ορίου d(u)=1.77 και 4-d(u)=2.23, δηλαδή στην περιοχή που δεν μπορούμε να απορρίψουμε τη μηδενική υπόθεση Η0: δεν υπάρχει θετική (αρνητική) αυτοσυσχέτιση. 

Να σημειωθεί ότι, η στατιστική των Durbin και Watson χρησιμοποιείται κάτω από τις παρακάτω υποθέσεις:

(α). Υπάρχει σταθερός όρος στο υπόδειγμα που μελετάμε.

(β). Οι ανεξάρτητες μεταβλητές είναι μη-στοχαστικές.

(γ). Ο στοχαστικό όρος ακολουθεί το υπόδειγμα AR(1) και όχι υψηλότερου βαθμού.

(δ). Ο στοχαστικός όρος κατανέμεται σύμφωνα με την κανονική κατανομή.

(ε). Δεν περιλαμβάνονται στο υπόδειγμα σαν ανεξάρτητες μεταβλητές που είναι η εξαρτημένη μεταβλητή σε διάφορες χρονικές υστερήσεις, γιατί στην περίπτωση αυτή η τιμή της στατιστικής d τείνει στη τιμή 2. Στην περίπτωση αυτή χρησιμοποιείται η στατιστική h του Durbin (1970).

(στ). Δεν πρέπει να λείπουν παρατηρήσεις από το δείγμα μας.
(ε). Ακόμα, να σημειωθεί ότι, η στατιστική D-W ελέγχει μόνο την περίπτωση της αυτοσυσχέτισης πρώτου βαθμού.

Ο M.L.King (Journal of Econometrics, 1981) πρότεινε τη στατιστική:
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 δείχνοντας ότι είναι ανώτερη από αυτή των Durbin-Watson, όταν θέλουμε να ελέξγουμε την υπόθεση 
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 έναντι των εναλλακτικών Η+α και Η-α, αντίστοιχα.

Έλεγχος όταν υπάρχει η εξαρτημένη μεταβλητή με χρονική υστέρηση στο σύνολο των ανεξάρτητων μεταβλητών

Έστω το υπόδειγμα 
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, το οποίο περιέχει ως μια ανεξάρτητη μεταβλητή την εξαρτημένη μεταβλητή με μια χρονική υστέρηση. Σε αυτά τα υποδείγματα, για τον έλεγχο της αυτοσυσχέτισης, θα χρησιμοποιούμε τη στατιστική h:
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που κατανέμεται σύμφωνα με την τυποποιημένη κανονική κατανομή. ρ είναι ο εκτιμητής πρώτου βαθμού συσχέτισης, που προκύπτει από τη σχέση 
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. Έτσι, για παράδειγμα, εάν σε μια εφαρμογή βρούμε 
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, τότε μπορούμε να απορρίψουμε τη μηδενική υπόθεση ότι, ρ = 0, δηλαδή ότι, δεν υπάρχει αυτοσυσχέτιση πρώτου βαθμού σε επίπεδο σημαντικότητας α=0.05.


Ο έλεγχος Breusch-Godfrey (BG) (1978)

Ο έλεγχος των Breusch-Godfrey προκύπτει από τη γενική αρχή, γνωστή σαν «πολλαπλασιαστής Lagrange» και σημειώνεται και ως LM-test. Η στατιστική αυτή είναι ένας γενικός έλεγχος για την παρουσία υψηλότερου βαθμού αυτοσυσχέτισης, τόσο κάτω από υποδείγματα εξειδίκευσης αυτοπαλίνδρομων σχημάτων των καταλοίπων [AR(p)] όσο και έναντι υποδειγμάτων κινητών μέσων [MA(q)]. Ακόμα, στο υπόδειγμα μπορούμε να έχουμε σαν ανεξάρτητη μεταβλητή την εξαρτημένη μεταβλητή με χρονικές υστερήσεις.

Το πρόβλημα είναι:

Έστω το υπόδειγμα: 
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 [1]. 

Υποθέτουμε ότι, τα σφάλματα ακολουθούν ένα υπόδειγμα AR(p): 
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όπου 
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είναι λευκός θόρυβος. 

Η μηδενική υπόθεση που θέλουμε να ελέγξουμε είναι:
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Η διαδικασία που ακολουθείται είναι η παρακάτω:

1. Εκτιμούμε το υπόδειγμα [1] και παίρνουμε τα εκτιμημένα κατάλοιπα 
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2. Παλινδρομούμε τα εκτιμημένα κατάλοιπα 
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 επί της ανεξάρτητης μεταβλητής xt (ή επί περισσοτέρων ανεξαρτήτων μεταβλητών, εάν υπάρχουν στο αρχικό υπόδειγμα [1]) και επί των μεταβλητών 
[image: image245.wmf]1

ˆ

-

t

e

, 
[image: image246.wmf]2

ˆ

-

t

e

, ....., 
[image: image247.wmf]p

t

-

e

ˆ

, όπου θα έχουμε, πλέον, (n-p) βαθμούς ελευθερίας:
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από την οποία υπολογίζουμε το συντελεστή προσδιορισμού 
[image: image249.wmf].
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 Για p=1, ο έλεγχος αυτός είναι γνωστός και σαν Durbin’s M test. 

        3.   Εάν το δείγμα μας είναι πολύ μεγάλο, οι Breusch-Godfrey έδειξαν ότι:
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4.   Εάν η τιμή 
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 είναι μεγαλύτερη από την κρίσιμη τιμή του πίνακα της κατανομής χ-τετράγωνο με p βαθμούς ελευθερίας σε δεδομένο επίπεδο σημαντικότητας, τότε μπορούμε να απορρίψουμε τη μηδενική υπόθεση και να δεχτούμε ότι, τουλάχιστον ένας συντελεστής συσχέτισης ρ είναι στατιστικά σημαντικά διάφορος του μηδενός.


Ο έλεγχος ARCH-LM (Engle 1982)

Έστω το υπόδειγμα 
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. Στο υπόδειγμα αυτό, ο μη δεσμευμένος μέσος είναι ίσος με μηδέν και η μη δεσμευμένη διακύμανση ίση με 
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 που εξαρτάται από το χρόνο t, αλλά η δεσμευμένη διακύμανση 
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 είναι σταθερή. Το υπόδειγμα ARCH είναι μια γενίκευση αυτού στο ότι, η δεσμευμένη διακύμανση είναι, επίσης, μια συνάρτηση του παρελθόντος 
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Γενικότερα, έστω το υπόδειγμα 
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, όπου υποθέτουμε ότι η διακύμανση του σφάλματος ακολουθεί μια ARCH(p) διαδικασία:  
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. Εάν εκτιμήσουμε το υπόδειγμα, τότε θα πάρουμε μια τιμή της στατιστικής Durbin-Watson σημαντική, λόγο του αποτελέσματος ARCH, που δίνεται με τη συνάρτηση της διακύμανσης. Δηλαδή η σημαντικότητα της στατιστικής d δεν οφείλεται στην αυτοσυσχέτιση των σφαλμάτων, αλλά στις συνέπειες ARCH. Η διαδικασία του ελέγχου είναι:

(1). Εκτιμούμε το υπόδειγμα και υπολογίζουμε τα κατάλοιπα.

(2). Παλινδρομούμε το τετράγωνο των εκτιμημένων καταλοίπων επί μιας σταθεράς και των τετραγώνων των καταλοίπων με χρονική υστέρηση p = 1, 2, …
(3). Υπολογίζουμε τη στατιστική LM: (n – p)R2 ~ χ2 με p βαθμούς ελευθερίας.

(4). Η μηδενική υπόθεση 
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 απορρίπτεται εάν 
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, σε δεδομένο επίπεδο σημαντικότητας α.

Εκτίμηση υποδείγματος εάν απορριφθεί η μηδενική υπόθεση Η0: ρ = 0

1. ρ γνωστό

Στην περίπτωση αυτή θα θεωρήσουμε τις ρ-διαφορές των μεταβλητών, δηλαδή θα παλινδρομήσουμε την 
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, δηλαδή τη Γενικευμένη Μέθοδο Ελαχίστων Τετραγώνων, που δεν είναι τίποτα άλλα παρά η Κλασσική Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων εφαρμοσμένη σε υπόδειγμα με μετασχηματισμένες μεταβλητές. Με τον μετασχηματισμό αυτό χάνεται μια παρατήρηση. Εάν έχουμε μεγάλο δείγμα παρατηρήσεων το αποτέλεσμα αυτής της απώλειας δεν είναι σημαντικό. Εάν, όμως, έχουμε μικρό δείγμα, τότε η απώλεια, πιθανά να έχει σημαντικές συνέπειες και, μπορούμε να αποφύγουμε αυτή την αδυναμία μετασχηματίζοντας την πρώτη παρατήρηση των μεταβλητών ως: 
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 (Prais-Winstern transformation). 

Ειδικότερα, έστω το υπόδειγμα 
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, το οποίο τη χρονική στιγμή (t-1) γράφεται 
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.  Εάν πολλαπλασιάσουμε το υπόδειγμα με χρονική υστέρηση με το ρ και αφαιρέσουμε το αποτέλεσμα από την αρχική εξίσωση, θα είναι:
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, δηλαδή η παλινδρόμηση:
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, με τις γνωστές αντιστοιχίες. 

2. ρ άγνωστο

Η τιμή του ρ είναι σπάνια γνωστή στην πράξη, επειδή η εκτίμηση του ρ υπόκειται σε σφάλματα δειγματοληψίας και, μπορούμε να πάρουμε τις πρώτες διαφορές- 
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- εάν η τιμή της στατιστικής D-W είναι πολύ μικρή ή η τιμή του συντελεστή προσδιορισμού στην αρχική παλινδρόμηση είναι πολύ υψηλή. Σαν γενικό κανόνα, μπορούμε να ακολουθούμε: «εκτιμούμε την παλινδρόμηση χρησιμοποιώντας τις πρώτες διαφορές των μεταβλητών όταν 
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» (Maddala, 2003) και η τιμή του συντελεστή συσχέτισης, ρ, είναι πολύ υψηλή.

Έτσι, στην περίπτωση όπου ρ = +1, εκτιμούμε το υπόδειγμα 
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, που δεν περιλαμβάνει σταθερό όρο. Εάν συμπεριλάβουμε σταθερό όρο, τότε αυτός θα υπολογίζει τη μεταβλητή της χρονικής τάσης και η στατιστική σημαντικότητά του θα ελέγχει την παρουσία της. Για τον έλεγχο της μηδενικής υπόθεσης Η0: ρ = 1, θα χρησιμοποιήσουμε τη στατιστική g των Berenblutt-Weibb (1973).  

Εάν, όμως, δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις πρώτες διαφορές (εάν ο συντελεστής συσχέτισης δεν έχει τιμή τη μονάδα, ή πολύ κοντα σε αυτήν), μπορούμε να πάρουμε μιά εκτίμηση: 
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. Έτσι, για μεγάλα δείγματα μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε αυτή την εκτίμηση για να μετασχηματίσουμε τις μεταβλητές μας: 
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, όπου α και β είναι οι συντελεστές παλινδρόμησης. Εάν το δείγμα μας είναι μικρό, οι Theil και Nagar προτείνουν την εκτίμηση 
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. Ακόμα, μπορούμε να πάρουμε την εκτίμηση του ρ από την παλινδρόμηση AR(1) των καταλοίπων.

Εκτός των παραπάνω υπάρχουν και οι επαναληπτικές μέθοδοι εκτίμησης του συντελεστλη ρ. Μεταξύ αυτών, οι πλέον γνωστές είναι:

1).
Η μέθοδος Cochrane-Orcutt (1949). 

(ι). Εκτίμηση του υποδείγματος 
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 και υπολογισμός των καταλοίπων 
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(ιι). Εκτίμηση της τιμής της παραμέτρου ρ από το υπόδειγμα 
[image: image277.wmf].
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(ιιι). Μετασχηματισμός των μεταβλητών 
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, για i=2, 3, ...., k και για τις πρώτες παρατηρήσεις 
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(ιν). Εκτίμηση της παλινδρόμησης στις μετασχηματισμένες μεταβλητές και υπολογισμός των καταλοίπων της παλινδρόμησης. Επειδή, όμως, δεν γνωρίζουμε εάν η εκτίμηση του ρ είναι η καλύτερη, επαναλαμβάνουμε το βήμα (ιι) έως ότου οι εκτιμητές του ρ δεν διαφέρουν μεταξύ τους περισσότερο από μια πολύ μικρή μεταβολή, για παράδειγμα 0.01-0.005 ή 1%-0.5%. Συνήθως, απαιτούνται 3-6 επαναλήψεις.

2).
Η μέθοδος Hildreth-Lu (1960).
(ι). Επιλογή του ρ μεταξύ –1 και +1, έστω ρ1 και εκτίμηση του υποδείγματος των μετασχηματισμένων μεταβλητών (όπως παραπάνω, βήμα (ιιι)) για κάθε τιμή ανά διάστημα 0.1. 

(ιι). Για κάθε μια εκτιμημένη εξίσωση υπολογίζουμε τα κατάλοιπα και το άθροισμα τετραγώνων των καταλοίπων RSS(ρι1), ι=1,2,... 10. 

(ιιι). Επιλογή της τιμής του ρ, εκείνης που ελαχιστοποιεί το RSS (δηλαδή, που μεγιστοποιεί την τιμή του συντελεστή προσδιορισμού).

Παράδειγμα (Gujarati, κεφ.12).

Έστω ότι, διαθέτουμε τα στοιχεία που αφορούν στους δείκτες παραγωγικότητας ανά ώρα (Χ) και τους μισθούς (Υ) (έτος βάσης 1992=100) για την χρονική περίοδο 1959 έως 1998. Γενικά, αναμένεται η σχέση των δυο μεταβλητών να είναι θετική. Πράγματι, παρατηρείται η γραμμική θετική τους σχέση, άν και για υψηλές τιμές των μεταβλητών η σχέση γίνεται ελαφρά μη-γραμμική, όπως φαίνεται στο παρακάτω διάγραμμα. [ΠΡΟΣΟΧΗ: οι πράξεις και εκτιμήσεις έγιναν στο excel και όχι στο e-views, όπως στο βιβλίο του Gujarati. Για το λόγο αυτό τα αποτελέσματα δεν συμφωνούν ακριβώς].


[image: image282.png]MapaywyiomraMichoi
HIA: 1950-1998

120
FE: S —

1) I S
a0 4
80 4

) E— e —

[ I A—

e B S —

g A —

s e e s

[ —
Toua





Εκτιμήθηκε, λοιπόν, η γραμμική και η διπλο-λογαριθμική παλινδρόμηση.

Η γραμμική παλινδρόμηση:
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Στο υπόδειγμα αυτό η στατιστική d των Durbin-Watson υπολογίστηκε ίση με 
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 EMBED Equation.3  [image: image286.wmf].
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Η διπλολογαριθμική παλινδρόμηση
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Στο υπόδειγμα αυτό η στατιστική d των Durbin-Watson υπολογίστηκε ίση με 
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 EMBED Equation.3  [image: image290.wmf].
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Τα δυο υποδείγματα είναι ισοδύναμα ως προς τα αποτελέσματά τους. Οι συντελεστές είναι στατιστικά σημαντικοί- η τιμή της t-στατιστικής είναι πολύ υψηλή σε κάθε περίπτωση- και οι τιμές των συντελεστών προσδιορισμού είναι, επίσης, πολύ υψηλές και, δηλώνουν ότι, η παραγωγικότητα ερμηνεύει πλέον του 95% των μισθών (δεν συγκρινονται, όμως, μεταξύ τους οι συντελεστές προσδιορισμού, αφού η εξαρτημένη μεταβλητή δεν είναι όμοια και στα δυο υποδείγματα).

Στο γραμμικό υπόδειγμα, εάν ο δείκτης παραγωγικότητας αυξηθεί κατά μια μονάδα, τότε ο δείκτης των ωρομισθίων θα αυξηθεί κατά 0.7118 μονάδες. Στο διπλο-λογαριθμικό υπόδειγμα, ο συντελεστής παλινδρόμησης είναι η ελαστικότητα, που σημαίνει ότι, έαν ο δείκτης της παραγωγικότητας αυξηθεί κατά 1%, τότε ο δείκτης των πραγματικών ωρομισθίων θα αυξηθεί κατά 0.6686%.

 Τι γίνεται, όμως,εάν τα σφάλματα αυτοσυσχετίζονται; Μπορούμε να εμπιστευθούμε αυτά τα αποτελέσματα;

Τα σφάλματα, όμως, δεν είναι παρατηρήσιμα και τα προσεγγίζουμε με τα εκτιμημένα κατάλοιπα. Ωστόσο, μπορεί τα σφάλματα να είναι ομοσκεδαστικά και μη-αυτοσυσχετιζόμενα, δεν συμβαίνει όμως το ίδιο και με τα εκτιμημένα κατάλοιπα. Μόνο σε μεγάλα δείγματα τα σφάλματα προσεγγίζουν τα κατάλοιπα. Μια πρώτη άποψη παίρνουμε από τη γραφική παράσταση των καταλοίπων.
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Με την «παχιά» γραμμή είναι τα κατάλοιπα και με την «απαλή» γραμμή είναι τα τυποποιημένα κατάλοιπα (δηλαδή 
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). Τα τυποποιημένα κατάλοιπα (ή Studentized residuals) για μεγάλα δείγματα προσεγγίζουν την κανονική κατανομή με μέσο μηδέν και διακύμανση ίση με τη μονάδα. 

Ακόμα, μπορούμε να δούμε και το διάγραμμα των καταλοίπων τη χρονική στιγμή t και τη χρονική στιγμή (t-1). Από το αντίστοιχο διάγραμμα παρακάτω, παρατηρούμε ότι, τα περισσότερα (αν όχι, σχεδόν, όλα) κατάλοιπα συγκεντρώνονται στο δεύτερο και στο τέταρτο τερτημόριο, ένδειξη για πιθανή θετική αυτοσυσχέτιση των καταλοίπων στο υπόδειγμά μας.
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Σύμφωνα με το παράδειγμά μας τα όρια είναι d(L)=1.44 και d(U)=1.54 σε επίπεδο σημαντικότηατς 5% και 40 παρατηρήσεις. Συνεπώς, η τιμή d=0.14509 είναι μικρότερη του κάτω ορίου, που σημαίνει ότι μπορούμε να απορρίψουμε τη μηδενική υπόθεση, δηλαδή ότι, υπάρχει ένδειξη για θετική αυτοσυσχέτιση.

Για την εφαρμογή του ελέγχου Breusch-Godfrey εκτιμήθηκε η παλινδρόμηση- ένα υπόδειγμα AR(6)- 
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 και τα αποτελέσματα έδωσαν:
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Η στατιστική B-G είναι 
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29.852, ενώ η κρίσιμη τιμή σε επίπεδο σημαντικότητας 5% και 6 βαθμούς ελευθερίας είναι 18.5. Συνεπώς, τουλάχιστον ένας συντελεστής συσχέτισης από τους 6 που εκτιμήθηκαν πρέπει να είναι διάφορος του μηδενός.

Για να ελέγξουμε την ύπαρξη χρονικής τάσης στο υπόδειγμα, εκτιμούμε την παλινδρόμηση στις πρώτες διαφορές των μεταβλητών (ΔΥ και ΔΧ) και παίρνουμε τα αποτελέσματα:
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όπου ο σταθερός όρος παριστάνει το συντελεστή της χρονικής τάσης. Στην περίπτωσή μας, δεν είναι στατιστικά σημαντικός (t=1.004) και, συνεπώς, δεν μπορούμενα αποδεχτούμε την υπόθεση της χρονικής τάσης.

Στη συνέχεια, εκτιμούμε το υπόδειγμα στις πρώτες διαφορές χωρίς σταθερό όρο και παίρνουμε τα αποτελέσματα.:
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Κατ’ αρχάς παρατηρούμε ότι, ο γωνιακός συντελεστής δεν μεταβάλλεται ιδιαίτερα μεταξύ της γραμμικής παλινδρόμησης στα επίπεδα τιμών και σε αυτή την παλινδρόμηση (0.68 έναντι 0.71). Ο συντελεστής προσδιορισμού μεταξύ των δυο παλινδρομήσεων (της γραμμικής στα επίπεδα τιμών και των διαφορών) δεν είναι συγκρίσιμος, ωστόσο, στη δεύτερη παλινδρόμηση πέφτει δραματικά. Η τιμή της στατιστικής d των Durbin και Watson είναι πολύ υψηλότερη στο υπόδειγμα των πρώτων διαφορών και, βρέθηκε ίση με 1.62 (έναντι 0.145) στο αρχικό γραμμικό υπόδειγμα στην παλινδρόμηση στα επίπεδα των τιμών των μεταβλητών. Αυτό, πράγματι, επιβεβαιώνει ότι, υπάρχει μικρή αυτοσυσχέτιση στο υπόδειγμα με τις πρώτες διαφορές.

Τούτο, μπορεί να γίνει εμφανέστερο με το διάγραμμα των καταλοίπων ε(t) και ε(t-1), όπως παρακάτω. Όπως παρατηρούμε, οι τιμές είναι διασπαρμένες και τα τέσσερα τερτημόρια και όχι μόνο στο ΙΙ και στο ΙV, που είχαμε παρατηρήσει αρχικά. 
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Σα παραπάνω υποδείγματα διαφορών υποθέσαμε ότι ο συντελεστής συσχέτισης ισούται με τη μονάδα. Ο έλεγχος που ακολουθείται είναι με τη στατιστική g των Berenblutt-Weibb (1973): 
[image: image300.wmf]å

å

=

=

=

n

t

t

n

t

t

v

g

1

2

2

2

ˆ

ˆ

e

, όπου στον αριθμητή είναι τα κατάλοιπα από την παλινδρόμηση στις πρώτες διαφορές των τιμών των μεταβλητών και στον παρονομαστή τα κατάλοιπα από την αρχική παλινδρόμηση στα επίπεδα των τιμών. Στο παράδειγμά μας θα είναι g = (33.3324) / (234.796029) = 0.1419. Η μηδενική υπόθεση είναι ότι ρ = 1. Από τους πίνακες DW το κάτω όριο της d είναι 1.435 και το άνω όριο είναι 1.540, σε επίπεδο σημαντικότητας 5%, με μια ανεξάρτητη μεταβλητή και 39 παρατηρήσεις. Συνεπώς, δεν μπορούμε να αποδεχτούμε τη μηδενική υπόθεση (αφού η τιμή που υπολογίσαμε είναι μικρότερη από το κάτω όριο) ρ = 1. Αυτό σημαίνει ότι, δεν μπορούμε να απορρίψουμε την υπόθεση ότι, η πραγματική τιμή της παραμέτρου ρ είναι ίση με τη μονάδα.  

Ολοκλήρωση – Συνολοκλήρωση

(θα επεκταθούμε αναλυτικότερα στο κεφάλαιαο Χρονολογικές Σειρές)

Εάν η σειρά των σφαλμάτων ικανοποιεί τις συνθήκες:
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 ανεξάρτητη του χρόνου, τότε θα λέμε ότι εt είναι στάσιμη σειρά (covariance stiationary series). 

Οι περισσότερες οικονομικές χρονολογικές σειρές δεν είναι στάσιμες, με την έννοια ότι, μέσος και διακύμανση εξαρτώνται από το χρόνο και, τείνουν να αποκλείνουν όσο περνάει ο χρόνος. Στην περίπτωση που οι τιμές κινούνται προς μια κατεύθυνση (ανοδική ή καθοδική) θα λέμε ότι, παρουσιάζουν τάση. Για να μελετήσουμε τέτοιες σειρές πρέπει πρώτα να τις καταστήσουμε στάσιμες και να απαλείψουμε την τάση. Αυτό μπορεί να γίνει: (Α) εκτιμώντας την παλινδρόμηση στο χρόνο και (Β) παίρνοντας τις πρώτες, δεύτερες κ.οκ. διαφορές.

Έστω το υπόδειγμα 
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. Η σειρά απειλαγμένη της χρονικής τάσης είναι η σειρά των καταλοίπων ε, αφού 
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 Εάν χρησιμοποιούσαμε τις πρώτες διαφορές, θα παίρναμε 
[image: image304.wmf].
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Από την άλλη, έστω το υπόδειγμα 
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, όπου u είναι στάσιμη σειρά. Στην περίπτωση αυτή η πρώτη διαφορά της yt είναι στάσιμη με μέσο b. Αυτό το υπόδειγμα είναι γνωστό σαν υπόδειγμα τυχαίου περιπάτου (βηματισμού ή τυχαίας διαδρομής). Αθροίζοντας την yt, αρχίζοντας από μιά αρχική τιμή y0, θα πάρουμε:  
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. Η διαφορά του υποδείγματος αυτού από το υπόδειγμα  
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 είναι ότι, τα σφάλματα είναι μη-στασιμη σειρά αφού η διακύμανσή τους tσ2 αυξάνεται με το χρόνο. 

Οι Nelson and Plosser (Journal of Monetary Economics, 10, 1982) ονόμασαν το υπόδειγμα:
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         (     Trend-Stationary Process (TSP)  
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      (      Difference-Stationary Process (DSP), 

όπου και τα δυο υποδείγματα παρουσιάζουν γραμμική τάση, αλλά η μέθοδος απαλειφή της διαφέρει. Εάν στο DSP υπόδειγμα είναι b = 0 τότε θα μιλάμε για ένα υπόδειγμα τυχαίου περιπάτου χωρίς τάση (ή μηδενικής μετατόπισης).


Έλεγχος TSP έναντι DSP
Από τις κλασσικές μετατροπές μίας μη-στάσιμης χρονοσειράς, είναι η διαφοροποίσηση της σειράς (difference stationary) και η απαλοιφή της τάσης (detrending). Ετσι, η διαφορά μεταξύ ενός difference stationary υποδείγματος (DSP) και ενός trend stationary (TSP) είναι σημαντική. Εάν μία σειρά είναι DSP, τότε η επίδραση ενός σόκ είναι διαρκής. Αντίθετα, εάν είναι TSP, τότε η επίδραση ενός σόκ σβήνει σιγά-σιγά. 
Για παράδειγμα, αφού οι νομισματικές αναταρχές δεν έχουν μόνιμη επίδραση στο ΑΕΠ, εάν το πραγματικό ΑΕΠ είναι DSP, τότε οι διακυμάνσεις του πραγματικού ΑΕΠ μπορούν να ερμηνευτούν μόνον από πραγματικά σόκς και όχι από νομισματικά σόκς.

Υπάρχουν, όμως, ανεπιθύμητα αποτελέσματα ότα χρησιμοποιείται ένα TSP υπόδειγμα, ενώ στην πραγματικότητα η εξεταζόμενη σειρά ανήκει στην τάξη των DSP υποδειγμάτων; Οι Nelson και Kang (1981, 1984) μας δίνουν μερικά συμπεράσμτα:

· Παλινδρομώντας τα επίπεδα της σειράς στο χρόνο και εκτιμώντας το συντελεστή με τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, παίρνουμε τιμές του συντελεστή προσδιορισμού γύρω απο την τιμή 0.44 ανεξαρτήτως του μεγέθους του δείγματος, όταν το υπόδειγμα είναι τυχαίος περίπατος χωρίς σταθερό όρο. Στην περίπτωση υποδειγμάτων τυχαίου περιπάτου με σταθερό όρο (δηλαδή, με μετατόπιση) ο συντελεστής προσδιορισμού αυξάνεται ανάλογα με το μέγεθος του δείγματος και τείνει προς τη μονάδα.

· Η διακύμανση των καταλοίπων αντιπροσωπεύει μόνον το 14% περίπου της πραγματικής στοχαστικής διακύμανσης της σειράς. Το αποτέλεσμα αυτό ισχύει ανεξάρτητα απο το μέγεθος του δείγματος ή του ποσοστού της μετατόπισης.

· Η κατά μέσο όρο τιμές των δειγματικών αυτοσυσχετίσεων ενός υποδείγματος τυχαίου περιπάτου στο οποίο έχει γίνει απαλοιφή της τάσης είναι συνάρτηση του μεγέθους του δείγματος. Η δειγματική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης παρουσιάζει ταλαντώσεις με περίοδο περίπου 2/3 του μεγέθους του δείγματος και η σειρά στην οποία έχει γίνει απαλοιφή της τάσης παρουσιάζει ψευδο-κύκλους.

· Η t-στατιστική για τον έλεγχο των συντελεστών είναι φτωχή.

Οι Plosser και Schwert (1977, 1978) σημειώνουν, επίσης ότι, ο ελαχίστων τετραγώνων εκτιμητής του σταθερού όρου θα είναι αμερόληπτος και θα κατανέμεται κανονικά, αλλά η αποτελεσματικότητα του εκτιμητή μειώνεται. Οι Nelson και Plosser (1982) έδειξαν ότι η πλειοψηφία των μακροοικονομικών χρονολογικών σειρών ανήκουν στην τάξη των DSP υποδειγμάτων, με εξαίρεση το ποσοστό της ανεργίας. Ακόμα, έδειξαν ότι, η διαδικασία TS είναι κατάλληλη μόνον εάν τα σφάλματα στο υπόδειγμα 
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 έχουν υψηλή αυτοσυσχέτιση. 

Συνοψίζοντας, έχει μεγάλη σημασία εάν χρησιμοποιήσουμε παλινδρόμηση στο χρόνο (TSP) ενώ η σειρά μας είναι DSP, σύμφωνα με την οποία επιβάλλεται να χρησιμοποιήσουμε πρώτες διαφορές για την απαλοιφή της τάσης. 

Μία διαδικασία, ακόμα και, εάν είναι στάσιμη στο μέσο δεν είναι αναγκαίο να είναι στάσιμη και στη διακύμανση και συνδιακύμανση. Αντίθετα, εάν μία διαδικασία είναι μη-στάσιμη στο μέσο θα είναι μη-στάσιμη, επίσης και, στη διακύμανση και συνδιακύμανση. 

Οι Nelson and Plosser (1982) ανάπτυξαν ένα έλεγχο βασιζόμενοι στη στατιστική των Dickey and Fuller (1979) για τον έλεγχο της μηδενικής υπόθεσης Η0: η σειρά ανήκει στην τάξη των TS διαδικασιών έναντι της εναλλακτικής Ηα: η σειρά ανήκει στην τάξη των DS διαδικασιών. Η διαδικασία είναι η παρακάτω:

Εκτιμούμε το υπόδειγμα 
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. Εάν:

1. ρ = 1 και b = 0, τότε η διαδικασία είναι DS
2. (ρ( < 1, τότε η διαδικασία είναι TS.

Έτσι ο έλεγχος υπόθεσης συνίσταται σε Η0: ρ = 1 και b = 0 έναντι της εναλλακτικής Ηα: (ρ( < 1, γνωστός σαν «έλεγχος μοναδιαίας ρίζας».

1. Στο υπόδειγμα αυτό, εάν  a = 0, b = 0 και ρ = 1, τότε θα λέμε ότι πρόκειται για ένα καθαρό υπόδειγμα τυχαίου περιπάτου, δηλαδή yt = yt-1 + εt , το οποίο είναι μη-στάσιμο υπόδειγμα. Ωστόσο, εάν γράψουμε yt - yt-1 = εt τότε το υπόδειγμα καθίσταται στάσιμο. Άρα το υπόδειγμα του καθαρού τυχαίου περιπάτου (ή τυχαίος περίπατος χωρίς μετατόπιση) είναι ένα υπόδειγμα DS.

2. Στο ίδιο υπόδειγμα, εάν a ( 0, b = 0 και ρ = 1, τότε έχουμε το υπόδειγμα τυχαίου περιπάτου με μετατόπιση, δηλαδή 
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, το οποίο είναι μη-στάσιμο. Εάν το γράψουμε ως 
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, τότε σημαίνει ότι η y παρουσιάζει θετική (άν α > 0) ή αρνητική (άν α < 0) τάση. Τέτοια τάση καλείται στοχαστική τάση. Το υπόδειγμα αυτό είναι DS επειδή μπορεί να καταστεί στάσιμο παίρνοντας τις πρώτες διαφορές. Θα λέμε ότι το υπόδειγμα του τυχαίου περιπάτου με μετατόπιση είναι ολοκληρώσιμο πρώτου βαθμού, Ι(1).

3. Στο ίδιο υπόδειγμα, εάν a ( 0, b ( 0 και ρ = 0, παίρνουμε 
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, το οποίο είναι το υπόδειγμα TS, με μέσο μη-σταθερό και ίσο με a + bt και διακύμανση σταθερή και ίση με σ2. Εάν από τις τιμές της y αφαιρέσουμε το μέσο, τότε το αποτέλεσμα είναι στάσιμη σειρά (trend stationary).

4. Στο ίδιο υπόδειγμα, εάν a ( 0, b ( 0 και ρ = 1, τότε έχουμε το αρχικό υπόδειγμα 
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, το οποίο είναι γνωστό σαν υπόδειγμα τυχαίου περιπάτου με μετατόπιση και προσδιοριστική τάση. 

Εάν μια μη-στάσιμη χρονολογική σειρά πρέπει να διαφοροποιηθεί d-φορές για να καταστεί στάσιμη, θα λέμε ότι είναι ολοκληρώσιμη d-βαθμού, Ι(d). Για παράδειγμα, εάν η σειρά Υt είναι Ι(2), τότε d=2 και για να καταστεί στάσιμη πρέπει να πάρουμε τις δεύτερες διαφορές της, δηλαδή:
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Θα λέμε ότι, μια χρονοσειρά Υt είναι ολοκληρώσιμη πρώτου βαθμού, Ι(1), εάν ΔΥt είναι στάσιμη χρονοσειρά. Μια στάσιμη χρονοσειρά θα λέμε ότι είναι Ι(0). 

Ιδιότητες

Εάν Χ, Υ και Ζ είναι τρεις χρονολογικές σειρές, τότε ισχύουν:

1. Εάν 
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. Δηλαδή ο γραμμικός συνδυασμός (ή το άθροισμα) μιας στάσιμης και μιας μη-στάσιμης χρονοσειράς παάγει μια μη-στάσιμη χρονοσειρά.

2. Εάν 
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. Δηλαδή ο γραμμικός συνδυασμός μιας Ι(d) σειράς είναι Ι(d), d = 0, 1, 2, …

3. Εάν 
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4. Εάν 
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αλλά και d* < d.
5. Η ιδιότητα 4 οδηγεί σε ένα πολύ σημαντικό συμπέρασμα στην οικονομετρία. Εάν 
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 Θα λέμε, στην περίπτωση αυτή ότι, οι Χ και Υ είναι CI(1, 1), που σημαίνει ότι, η παλινδρόμηση 
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 έχει νόημα και οι μεταβλητές Χ και Υ δεν απέχουν μεταξύ τους στο χρόνο. Εάν οι μεταβλητές δεν συνολοκληρώνονται, τότε 
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 και δεν επιδεικνύουν κοινή τάση. Για παράδειγμα, εάν οι αποδόσεις δυο χρηματιστηριακών αγορών συνολοκληρώνονται, τότε δεν υπάρχουν ενδείξεις για οφέλη από διαφοροποίηση, εάν έχει ο διαχειριστής ένα χαρτοφυλάκιο αυτών των δυο αγορών.

Πολυσυγγραμμικότητα

Ο όρος πολυσυγγραμμικότητα οφείλεται στον Ragnar Frisch (Publication, No 5, Oslo University 1934) για να περιγράψει την περίπτωση εκείνη, που οι ανεξάρτητες μεταβλητές αλληλοσυσχετίζονται ισχυρά μεταξύ τους. Σαν αποτέλεσμα, δεν μπορούμε να ξεχωρίσουμε την επίδραση της κάθε μιας ανεξάρτητης μεταβλητής επί της εξαρτημένης μεταβλητής.

Στην πολυμεταβλητή παλινδρόμηση με ανεξάρτητες μεταβλητές 
[image: image325.wmf]k
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 (όπου Χ1 = 1 για όλες τις παρατηρήσεις, για να επιτρέψουμε την ύπαρξη σταθερού όρου), θα λέμε ότι υπάρχει ακριβής γραμμική σχέση εάν ικανοποιείται η παρακάτω συνθήκη: 
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, όπου λ είναι σταθερές έτσι, ώστε να μην είναι όλες μαζί ταυτόχρονα ίσες με το μηδέν.

Ένα από τα συμπτώματα της πολυσυγγραμμικότητας, που συχνά αναφέρεται είναι ότι τα τυπικά σφάλματα των εκτιμητών θα είναι πολύ υψηλά. Ωστόσο, υψηλές τιμές της συσχέτισης δυο ανεξάρτητων μεταβλητών δεν οδηγούν κατ’ ανάγκη σε υψηλά τυπικά σφάλματα. Στην πολυμεταβλητή παλινδρόμηση είδαμε ότι
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Συνεπώς, η διακύμανση του συντελεστή παλινδρόμησης β2, για παράδειγμα, θα είναι υψηλή εάν: (Α) σ2 έχει υψηλή τιμή,  (Β) 
[image: image328.wmf]å
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 έχει χαμηλή τιμή,  (Γ) 
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 έχει υψηλή τιμή. Ακόμα και εάν ισχύουν τα (Α) και (Γ), αλλά 
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 έχει υψηλή τιμή δεν θα έχουμε το πρόβλημα των υψηλών τιμών στα τυπικά σφάλματα. Με λίγα λόγια, υψηλές τιμές του 
[image: image331.wmf]2

23

r

 δεν συνεπάγονται τίποτα για την ύπαρξη της πολυσυγγραμμικότητας στο υπόδειγμα.

Έστω, επίσης, τα παρακάτω δεδομένα για τις μεταβλητές Χ1, Χ2, Χ3, όπου Χ3 = Χ1 + Χ2, δηλαδή τέλεια πολυσυγγραμμικότητα. Παρόλα αυτά, όμως, παρατηρούμε ότι οι συντελεστές συσχέτισης δεν έχουν υψηλές τιμές. 
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Στην περίπτωση της ύπαρξης πολύ υψηλού βαθμού πολυσυγγραμμικότητας, οι επιπτώσεις θα είναι:

(1). Οι εκτιμητές θα εξακολουθούν να είναι αμερόληπτοι, αλλά όχι ακριβείς.

(2). Οι εκτιμητές και τα τυπικά τους σφάλματα είναι ευαίσθητοι σε μικρές μεταβολές των δεδομένων, με συνέπειες στα διαστήματα εμπιστοσύνης των παραμέτρων.

(3). Αν και είναι πιθανό η στατιστική t να είναι στατιστικά ασήμαντη (όχι κατ’ ανάγκη), ο συντελεστής προσδιορισμού R2 έχει πολύ υψηλή τιμή. 

Στην ενότητα για την πολλαπλή παλινδρόμηση συζητήσαμε για το συντελεστή VIF=
[image: image333.wmf])
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. Όσο μεγαλύτερη είναι η τιμή VIF τόσο μεγαλύτερο το πρόβλημα της πολυσυγγραμμικότητας. Μπορούμε να γράψουμε τη διακύμανση των συντελεστών σαν:
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που δείχνει ότι, οι διακυμάνσεις των συντελεστών είναι ανάλογες της VIF. Κοιτώντας τις παραπάνω σχέσεις, μπορούμε να ερμηνεύσουμε το μέγεθος VIF
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σαν το λόγο της διακύμανσης του εκτιμητή β προς τη διακύμανση που θα είχε ο εκτιμητής εάν η μεταβλητή Χi ήταν ασυσχέτιστη με τις υπόλοιπες ανεξάρτητες μεταβλητές.   

Ο παρακάτω πίνακας μας δίνει μια ιδέα για το πόσο γρήγορα αυξάνονται οι διακυμάνσεις και οι συνδιακυμάνσεις σε αυξήσεις του συντελεστή συσχέτισης ρ23.
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 Πηγή: Gujarati, 2003, p. 351. (1). Για τον υπολογισμό της αύξησης στη 
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Το αντίστροφο της VIF είναι το επίπεδο αντοχής (TOL): 
[image: image343.wmf])
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, όπου 
[image: image344.wmf]2
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 είναι ο συντελεστής προσδιορισμού της παλινδρόμησης της μεταβλητής Χj επί των υπολοίπων (k – 2) ανεξάρτητων μεταβλητών. Στην περίπτωση που ο συντελεστής 
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=1 τότε έχουμε τέλεια πολυσυγγραμμικότητα. Θα είναι TOL = 1 εάν η μεταβλητή j δεν συσχετίζεται με τις υπόλοιπες και, TOL = 0, εάν υπάρχει τέλεια συσχέτιση μεταξύ της j και των υπολοίπων ανεξάρτητων μεταβλητών (τέλεια πολυσυγγραμμικότητα).


Αποκάλυψη της πολυσυγγραμικότητας

Μερικοί εμπειρικοί κανόνες μπορεί να είναι οι παρακάτω, άν και έχει ασκηθεί κριτική σχετικά με την ικανότητά τους να υποδείξουν την ύπαρξη πολυσυγγραμμικότητας.

1.
Υψηλός συντελεστής προσδιορισμού (και συνεπώς, στατιστικά σημαντικό F), αλλά μη-στατικά σημαντικά t-statistics.

2.
Εάν VIF > 10, τότε υπάρχει πρόβλημα πολυσυγγραμμικότητας.

3.
Όσο TOL ( 0 τόσο μεγαλύτερος είναι ο βαθμός πολυσυγγραμμικότητας.

4.
Υψηλός συντελεστής γραμμικής συσχέτισης μεταξύ των ανεξάρτητων μεταβλητών.

5.
Εάν ο λόγος [VIF / αριθμός ανεξάρτητων μεταβλητών] > 1.

6.
Παλινδρομούμε κάθε μια ανεξάρτητη μεταβλητή επί των υπολοίπων ανεξάρτητων μεταβλητών και υπολογίζουμε το συντελεστή προσδιορισμού 
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, όπου k είναι το πλήθος των ανεξάρτητων μεταβλητών (συμπεριλαμβανομένου και του σταθερού όρου). Αυτές οι παλινδρομήσεις ονομάζονται βοηθητικές παλινδρομήσεις (auxiliary regression). Σε κάθε παλινδρόμηση υπολογίζουμε τη στατιστική 
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. Εάν η υπολογισμένη τιμή της F είναι μεγαλύτερη από την κρίσιμη τιμή F, αυτό σημαίνει ότι η συγκεκριμένη ανεξάρτητη μεταβλητή Χi είναι γραμμικά εξαρτημένη με κάποια από τις άλλες ανεξάρτητες μεταβλητές. 

7.
Ο εμπειρικός κανόνας του Klein (1962) θέτει ότι, η πολυσυγγραμικότητα σε ένα υπόδειγμα αποτελεί πρόβλημα, όταν οι συντελεστές προσδιορισμού που παίρνουμε από τις βοηθητικές παλινδρομήσεις έχουν υψηλότερη τιμή από το συντελεστή προσδιορισμού της συνολικής παλινδρόμησης, δηλαδή της παλινδρόμησης της Υ επί όλων των ανεξάρτητων μεταβλητών.

8.
Υπολογίζουμε την τετραγωνική ρίζα του λόγου της μέγιστης ιδιοτιμής (χαρακτηριστική ρίζα) λmax προς την ελάχιστη λmin της μήτρας 
[image: image348.wmf]).
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 Εάν το αποτέλεσμα είναι μια τιμή κοντά στη μονάδα, τότε δεν υπάρχει πρόβλημα πολυσυσγγραμμικότητας. Αυτός ο λόγος ονομάζεται condition number (Raduchel 1971 και Belsley, Kuh and Welsch 1980): 
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9.
Τα μεγέθη VIF και CN θεωρούν τις συσχετίσεις μεταξύ των ανεξάρτητων μεταβλητών. Ένα μέγεθος, ωστόσο, που θεωρεί τη συσχέτιση μεταξύ της εξαρτημένης και της ανεξάρτητης μεταβλητής είναι το μέγεθος του Theil (1971), το οποίο ορίζεται από την παρακάτω σχέση: 
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 είναι ο συντελεστής προσδιορισμού της παλινδρόμησης της εξαρτημένης μεταβλητής Υ επί των ανεξάρτητων μεταβλητών, αφού πρώτα αφαιρεθεί η μεταβλητή Xi. Εάν οι ανεξάρτητες μεταβλητές είναι ασυσχέτιστες, τότε η τιμή του μεγέθους του Theil θα είναι ίση με μηδέν. Αντίθετα, μπορεί να είναι αρνητική ή υψηλά θετική. Ωστόσο, το μέγεθος αυτό δεν μπορεί να μας πει πόσο σοβαρό μπορεί να είναι το μέγεθος της πολυσυγγραμμικότητας.

Παράδειγμα (Gujarati, p. 356). Σύμφωνα με τον Keynes «ο θεμελιώδης ψυχολογικός νόμος υποθέτει ότι, τα οικονομούντα άτομα, κατά μέσο όρο, αυξάνουν την κατανάλωσή τους όσο αυξάνεται το εισόδημά τους, αλλά όχι τόσο όσο η αύξηση του εισοδήματος» (Keynesian consumption function). Αυτό σημαίνει ότι, η οριακή ροπή για κατανάλωση (ορκ) είναι μεγαλύτερη του μηδενός, αλλά μικρότερη της μονάδας. Ωστόσο, ο Keynes δεν προσδιόρισε την ακριβή συναρτησιακή σχέση της συνάρτησης κατανάλωσης. Ας υποθέσουμε ότι είναι η γνωστή μας, απλή γραμμική. Για να ελέγξουμε την υπόθεση της Κεϋνσιανής συνάρτησης κατανάλωσης, εκτιμήσαμε την παλινρόμηση μεταξύ Υ: της εβδομαδιαίας οικογενειακής κατανάλωσης και Χ: του εβδομαδιαίου οικογενειακού εισοδήματος:
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Η κλίση της παλινδρόμησης σημαίνει ότι, για δειγματικές τιμές της Χ (εισόδημα) μεταξύ $80 και $260 ανά εβδομάδα, εάν το εβδομαδιαίο εισόδημα αυξηθεί, έστω, κατά $1 τότε η εκτιμηθείσα μέση εβδομαδιαία αύξηση της κατανάλωσης θα αυξηθεί κατά 51 cents, περίπου (που είναι η ορκ). 

Στη συνέχεια, υποθέτουμε ότι, οι δαπάνες κατανάλωσης είναι γραμμική συνάρτηση του εισοδήματος (Χ2) και της συνολικής περιουσίας (Χ3) των οικονομούντων ατόμων (νοικοκυριών). Από τα αντίστοιχα στοιχεία, εκτιμήθηκε η παλινδρόμηση.
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Από τα αποτελέσματα παρατηρούμε ότι:

(ι).
Το εισόδημα και η περιουσία ερμηνεύουν πλέον του 96% των μεταβολών της δαπάνης κατανάλωσης των νοικοκυριών (συντελεστής προσδιορισμού).

(ιι).
Το πρόσημο του συντελεστή της ανεξάρτητης μεταβλητής Περιουσία δεν είναι σύμφωνο με την οικονομική θεωρία και την υπόθεση του Κέϋνς (είναι αρνητικό).

 (ιιι).
Κανένας από τους συντελεστές της παλινδρόμησης Εισόδημα ή Περιουσία είναι στατιστικά σημαντικός (t-statistic). Αλλά, στην περίπτωση της πολυσυγγραμμικότητας ο έλεγχος των συντελεστών παλινδρόμησης ξεχωριστά δεν είναι ικανοποιητικό κριτήριο. Ο έλεγχος F είναι αυτός που δείχνει εάν η εξαρτημένη μεταβλητή Υ συνδέεται με τις ανεξάρτητες μεταβλητές.

(ιν).
Ο έλεγχος της μηδενικής υπόθεσης ότι, οι συντελεστές της παλινδρόμησης β2 και β3 είναι ταυτόχρονα ίσοι με το μηδέν γίνεται με το κριτήριο της στατιστικής F = 92.40196 με 2 και 7 βαθμούς ελευθερίας. Η κρίσιμη τιμή σε επίπεδο σημαντικότητας 5% είναι ίση με 4.74. Συνεπώς, δεν μπορούμε να αποδεχτούμε τη μηδενική υπόθεση. Το 95% διάστημα εμπιστοσύνης των συντελεστών β2 και β3 είναι:
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. Από τα αποτελέσματά μας, προκύπτει ότι το 95% διάστημα εμπιστοσύνης των συντελεστών β2 και β3 είναι:

[33000(0.9415 - β2)2 + 2*1187700(0.9415 - β2) (-0.04243 - β3)  + 3434326(-0.04243 - β3)2] < 2(4.74)(46.3494/7). Για απλοποίηση, διαρούμε με 33000 και γράφουμε 
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 Θα έχουμε, λοιπόν:

[(β2 - 0.9415)2 + 71.1(β2 - 0.9415)(β3 + 0.04243) + 104(β3 + 0.04243)2] > 0.0019. 

Αυτή είναι μία έλλειψη με κέντρο (0.9415, -0.04243). Εάν η συνδιακύμανση των συντελεστών παλινδρόμησης είναι αρνητική, η έλλιψη κλίνει προς τα αριστερά και, προς τα θετικά εάν η συνδιακύμανσή τους είναι θετική. Στην περίπτωση του διμεταβλητού (2 ανεξάρτητες μεταβλητές) υποδείγματος, αυτό εξαρτάται από το πρόσημο του S23. Ακόμα, τα όρια για τους συντελεστές παλινδρόμησης θα διαφέρουν από τα 95% όρια εμπιστοσύνης που παίρνουμε για κάθε έναν χωριστά.   

(ν).
Το διάστημα εμπιστοσύνης των εκτιμητριών σε επίπεδο σημαντικότητα 5% είναι: 
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. Στο παράδειγμά μας, 
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 για τον συντελεστή του Εισοδήματος και
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 για τον συντελεστή της Περιουσίας. Αυτό σημαίνει ότι, ξεχωριστά μπρορούμε να δεχτούμε την υπόθεση ότι οι δυο μερικές κλίσεις είναι μηδέν (αφού στα παραπάνω διαστήματα περιλαμβάνεται η τιμή μηδέν).

(νι).
Το γεγονός ότι η F είναι στατιστικά σημαντική, αλλά η t-statistic καθενός συντελεστή χωριστά σημαίνει ότι, οι δυο ανεξάρτητες μεταβλητές είναι υψηλά συσχετιζόμενες, που είναι αδύνατο να απομονώσουμε την επίδραση της μιάς ή της άλλης (εισόδημα ή συνολική περιουσία) επί της εξαρτημένης μεταβλητής (κατανάλωση).

(νιι).
Εάν παλινδρομήσουμε την κατανάλωση Υ επί του Εισοδήματος Χ2 και επί της συνολικής Περιουσίας Χ3 χωριστά, τότε οι γωνιακοί συντελεστές των δυο αυτών παλινδρομήσεων είναι υψηλά στατιστικά σημαντικοί. Αυτό σημαίνει ότι, εάν αφαιρέσουμε τη μια μεταβλητή από τις δυο, στην περίπτωση της σχεδόν πλήρους πολυσυγγραμμικότητας, τότε αυτή που απομένει είναι στατιστικά σημαντική.

(νιιι).
Ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης μεταξύ Εισοδήματος και Περιουσίας είναι ίσος με 0.9989. Συνεπώς, η τιμή της VIF = 1/[1 – (0.9989)2] = 482.12 και η τιμή του TOL = 1/VIF = 0.002074. Παρατηρούμε ότι (ι) η τιμή VIF είναι πολύ υψηλή και η τιμή TOL προσεγγίζει το μηδέν, δυο ενδείξεις ύπαρξης πολυσυσγγραμμικότητας στο υπόδειγμά μας.

(ιx).
Η τιμή του μεγέθους m του Theil είναι m = 0.9553 με 
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 = 0.9567. Η τιμή του m δεν είναι ίση με μηδέν, οπότε δεν θα είχαμε κανένα πρόβλημα πολυσυγγραμμικότητας.

(x).
Ο συντελεστής προσδιοριμού της βοηθητικής παλινδρόμησης είναι 0.9979 που είναι υψηλότερος του συντελεστή της αρχικής παλινδρόμησης (Klein), ένδειξη πολυσυγγραμμικότητας.

(xi).
Οι χαρακτηριστικές ρίζες είναι 33 και 3400 και, συνεπώς, CN = 10.15. Για τιμές του δείκτη CN μεταξύ 10 και 30 υπάρχει ισχυρή, σχετικά, ένδειξη πολυσυγγραμμικότητας, ενώ για τιμή του CN μεγαλύτερη του 30 υπάρχει σοβαρότατο πρόβλημα.


Διόρθωση του προβλήματος

1. Αφαιρούμε από το υπόδειγμα τη μεταβλητή που πιστεύουμε ότι συνεισφέρει περισσότερο στο πρόβλημα της πολυσυγγραμμικότητας.

2. Προσθέτουμε τις μεταβλητές που έχουν υψηλό βαθμό συσχέτισης.

3. Χρησιμοποιούμε εκ των προτέρων πληροφορία, εάν την έχουμε.

4. Προσθέτουμε περισσότερα δεδομένα εάν διαθέτουμε.

5. Χρησιμοποιούμε άλλες τεχνικές, όπως την παλινδρόμηση Ridge (Hoerl and Kennard, Technometrics, 12, 1977) ή τη μέθοδο Κυριωτέρων Συνιστωσών (Principal Components Analysis).

6. Δεν κάνουμε τίποτα (Blanchard, Journal of Business and Economic Statistics, 5, 1967).
Ridge Regression
Η μέθοδος της Ridge Regression συνίσταται στο να προσθέσουμε ένα θετικό όρο k στα διαγώνια στοιχεία της μήτρας (Χ’Χ)-1, δηλαδή τις διακυμάνσεις των παλινδρομητών με αποτέλεσμα να μειώνεται η συσχέτιση μεταξύ των ανεξάρτητων μεταβλητών και, το διάνυσμα των εκτιμητών θα είναι: 
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. Ο εκτιμητής αυτός δεν είναι αμερόληπτος, ωστόσο, οι διακυμάνσεις είναι πολύ μικρές. Έτσι, δοκιμάζουμε διάφορες τιμές της παραμέτρου k και παίρνουμε τις αντίστοιχες εκτιμήσεις. Στη συνέχεια, επιλέγουμε την τιμή της k εκείνη στην οποία «το σύστημα σταθεροποιείται». Το πρόβλημα της επιλογής του k παραμένει και αρκετοί ερευνητές έχουν κατά καιρούς προτείνει διάφορες μαθηματικές προσεγγίσεις και γραφικές τεχνικές.  

Μέθοδος Κυριωτέρων Συνιστωσών

Έστω ότι, οι αρχικές ανεξάρτητες μεταβλητές είναι 
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 με μέσο μηδέν (αποκλίσεις από τους μέσους), μήτρα διακυμάνσεων Σ (kxk) και οι κύριες συνιστώσες, που θέλουμε να βρούμε, είναι 
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. Αυτές οι κύριες συνιστώσες είναι ανεξάρτητοι γραμμικοί συνδυασμοί των αρχικών δεδομένων και παράγονται με φθίνουσα τάξη σπουδαιότητας, έτσι ώστε η πρώτη κύρια συνιστώσα εξηγεί το μεγαλύτερο μέρος της μεταβλητότητας των αρχικών μεταβλητών κ.ο.κ. Η μέθοδος αυτή αναπτύχθηκε από τον H.Hotelling το 1933.

Θα είναι:
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όπου 
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 είναι οι συντελεστές που πρέπει να υπολογιστούν (factor loadings) και παριστάνουν το συντελεστή της j-ιοστής ανεξάρτητης μεταβλητής στην i-ιοστή κύρια συνιστώσα. 

Στο διάνυσμα (σταθερό, kx1) των αj επιβάλουμε τον κανόνα τυποποίησης 
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, για κάθε i = 1, 2, 3, …, k. Για να βρούμε την πρώτη κύρια συνιστώσα, επιλέγουμε το α1 που μεγιστοποιεί τη διακύμανση του p1κάτω από τον παραπάνω περιορισμό: 
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όπου λ είναι ο πολλαπλασιαστής Lagrange. Οι συνθήκες πρώτης τάξης γράφονται: 

(Σ-λΙ)α1=0 

όπου Ι είναι η μοναδιαία μήτρα (kxk), που είναι ομογενής εξίσωση και έχει μηδενικές λύσεις μόνον όταν η μήτρα (Σ-λΙ) είναι ορίζουσα: 
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Οι τιμές του λ που ικανοποιούν τη σχέση αυτή είναι οι ιδιοτιμές (eigenvalues), που είναι μη-αρνητικές και, υποθέτουμε ότι είναι διαφορετικές μεταξύ τους και 
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Για να βρούμε τη δεύτερη κύρια συνιστώσα επιβάλουμε τον κανόνα τυποποίησης, αλλά και τον περιορισμό ότι η δεύτερη κύρια συνιστώσα p2 είναι ανεξάρτητη της πρώτης, p1.

Το άθροισμα των διακυμάνσεων των αρχικών μεταβλητών (που ισούται με 3, αφού οι μεταβλητές είναι κανονικοποιημένες) είναι ίσο με το άθροισμα των διακυμάνσεων των κυριωτέρων συνιστωσών, έτσι ώστε να μπορούμε να πούμε ότι η i κύρια συνιστώσα εξηγεί ένα ποσοστό ξi = 
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 και ότι, οι πρώτες r κύριες συνιστώσες εξηγούν ένα ποσοστό 
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 της συνολικής διακύμανσης των αρχικών μεταβλητών.  

Ας υποθέσουμε ότι, μόνον οι πρώτες r κύριες συνιστώσες (0<r<k) είναι αρκετές να ερμηνεύσουν τη μεταβλητότητα της μήτρας (Χ΄Χ) των ανεξάρτητων μεταβλητών και οι υπόλοιπες (k-r) ανεξάρτητες μεταβλητές αφαιρούνται. 

Η παλινδρόμηση που εκτιμούμε είναι αυτή της Υ επί των r κυριωτέρων συνιστωσών:
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Οι εκτιμητές της παλινδρόμησης αυτής είναι μεροληπτικοί, αλλά καλύτεροι αυτών της μεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων, αφού είναι απαλλαγμένοι της πλεονάζουσας πληροφορίας. Είναι απλοί γραμμικοί συνδυασμοί των αρχικών εκτιμητών των ελαχίστων τετραγώνων, 
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, όπου Ρ είναι η μήτρα των πρώτων r κυριωτέρων συνιστωσών.

Υπολογισμός των ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτων 

Έστω Α μια συμμετρική (nxn) μήτρα. Θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε την τετραγωνική μορφή x’Ax υπό τον περιορισμό ότι x’x=1. Εισαγάγωντας τον πολλαπλασιαστή Lagrange λ θα είναι: x’Ax – λ(x’x-1). Παίρνοντας τις παραγώγους ως προς x και εξισώνοντας με το μηδέν θα έχουμε: 2Αx – 2λx = 0 ή (Α-λΙ)=0. Για να έχουμε μη-μηδενικές λύσεις (Α - λΙ(=0. Οι ρίζες αυτής της εξίσωσης καλούνται χαρακτηριστικές ρίζες. Αντίστοιχα, σε κάθε λύση λi υπάρχει ένα διάνυσμα x που είναι λύση της (Α – λi)x = 0. Αυτά τα διανύσματα καλούνται χαρακτηριστικά διανύσματα.  

Για παράδειγμα, η μήτρα 
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 έχει χαρακτηριστική εξίσωση 
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(4 - λ)(1 – λ) – 4 = 0 ( λ(λ – 5) = 0 , δηλαδή δυο ρίζες λ = 0 και λ = 5. Το άθροισμά τους ισούται με το άθροισμα των διαγώνιων στοιχείων της μήτρας. Αυτές είναι οι χαρακτηριστικές ρίζες. 

Για λ = 0, το χαρακτηριστικό διάνυσμα είναι 
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,  δηλαδή 
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   από όπου προκύπτει το χαρακτηριστικό διάνυσμα 
[image: image382.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

5

2

,

5

1

 

. Για λ = 5 προκύπτει το χαρακτηριστικό διάνυσμα 
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Παράδειγμα (Fase, European Economic Review 1973). Μια από τις ενδιαφέρουσες μελέτες είναι τα επιτόκια διαφόρων λήξεων. Κατ’ αρχάς, αφού τα επιτόκια έχουν την ίδια μονάδα μέτρησης, παρόλο που έχουν διαφορετικές λήξεις, δεν υπάρχει πρόβλημα επιλογής μονάδων μέτρησης. Η εφαρμογή της ανάλυσης των κυριωτέρων συνιστωσών μπορεί να είναι χρήσιμη, στη συγκεκριμένη περίπτωση, για παράδειγμα, στην κατανομή κεφαλαίου και τη διάρθρωση χαρτοφυλακίων ή στην ανάλυση των πηγών μεταβλητότητας κλπ.

 Ο Fase μελέτησε τα μηνιαία Ολλανδικά επιτόκια την περίοδο 1962-1970 (108 μήνες). Πρώτα, κανονικοποιούμε τις μεταβλητές, έστι ώστε να έχουμε μέσο μηδέν και διακύμασνη ίση με τη μονάδα (τυποποιημένη κανονική μεταβλητή). Από τις 10 ιδιοτιμές που υπολόγισε οι τρεις μεγαλύτερες είναι 9.57, 0.20 και 0.09. Από αυτό φαίνεται ότι, η πρώτη κύρια συνιστώσα είναι αρκετή για να περιγράψει την κοινή μεταβλητότητα των επιτοκίων υπό μελέτη. Αυτή ερμηνεύει, περίπου, πλέον του 95% (ο λόγος ξi ισούται με 95.7%). Ακόμα, εκτίμησε τους συντελεστές α των δυο πρώτων συνιστωσών (δηλαδή τα 
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) και βρήκε ότι, οι τιμές του 
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για όλες τις σειρές επιτοκίων, είναι πολύ κοντά στη μονάδα. Οι δυο αυτοί συντελεστές μπορούν να ερμηνευτούν σαν τις συσχετίσεις μεταξύ των επιτοκίων, j και, της πρώτης και της δεύτερης κύριας συνιστώσας, αντίστοιχα. 

Το ότι ο πρώτος συντελεστής δίνει τιμές κοντά στη μονάδα για όλες τις μελετούμενες σειρές επιτοκίων, σημαίνει πως μπορούμε να τεκμηριώσουμε ότι, η πρώτη κύρια συνιστώσα μπορεί να ερμηνευτεί σαν ένας ισο-σταθμισμένος συνδυασμός (χαρτοφυλάκιο) όλων των επιτοκίων της αγοράς. Η δεύτερη κύρια συνιστώσα (η οποία ερμηνεύει μόνο το 2% της μεταβλητόττας των επιτοκίων) έχει διαφοροποιημένες τιμές για τις σειρές επιτοκίων, αρνητικές, θετικές ή και μηδενικές και, πολύ μικρές. Οι θετικές μικρές τιμές αποδίδονται στο αίτιο της μικρής εμπορευσιμότητας των συγκεκριμένων σειρών επιτοκίων, χηλό πιστωτικό κίνδυνο, το χαμηλό turnover, το χαμηλό κόστος συναλλαγών και, συνεπώς είναι λιγότερο ευαίσθητες στις μεταβολές του γενικού επιπέδου των επιτοκίων. Συνεπώς, η δεύτερη συνιστώσα μπορεί να ερμηνευτεί ότι, σχετίζεται με τον πιστωτικό κίνδυνο και το κόστος συναλλαγών.     

Σφάλματα εξειδίκευσης

Μια από τις υποθέσεις του κλασικού γραμμικού υποδείγματος είναι ότι το υπόδειγμα που χρησιμοποιούμε είναι ορθά εξειδικευμένο. Εάν, όμως, δεν συμβαίνει αυτό, τότε έχουμε πρόβλημα ορθής εξειδίκευσης.

Ποιά είναι τα κριτήρια που μπορούμε να χησιμοποιήσουμε για την επιλογή ενός υποδείγματος;

Ένα υπόδειγμα, που χρησιμοποιείται στην εφαρμοσμένη έρευνα θα πρέπει να ικανοποιεί τα κριτήρια: θα πρέπει να είναι αποδεκτό και λογικά εφικτό, να συνάδει με την οικονομική θεωρία, οι ανεξάρτητες μεταβλητές να μην συσχετίζονται με το σφάλμα, οι τιμές των παραμέτρων να είναι σταθερές, τα εκτιμώμενα κατάλοιπα από την παλινδρόμηση να παρουσιάζουν καθαρά τυχαία συμπεριφορά.

Ποιοί είναι οι τύποι των σφαλμάτων εξειδίκευσης;

Παράλειψη σημαντικής ερμηνευτικής μεταβλητής, συμμετοχή μιας μη-αναγκαίας μεταβλητής, επιλογή λανθασμένης συναρτησιακής μορφής, σφάλματα στις μετρήσεις των μεταβλητών ή λανθασμένη εξειδίκευση του στοχαστικού όρου. 

Ποιές είναι οι συνέπειες από την εσφαλμένη εξειδίκευση του υποδείγματος;

1). Από την παράλειψη ερμηνευτικής μεταβλητής (underfitting).

Έστω το ορθό υπόδειγμα (1), αλλά ένας ερευνητής εκτιμά το υπόδειγμα (2), όπως παρακάτω:
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Εάν η παραλειπόμενη ανεξάρτητη μεταβλητή συσχετίζεται με την Χ2 τότε οι συντελεστές του υποδείγματος (2) θα είναι μεροληπτικοί και μη-συνεπείς. 
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, δηλαδή ο συντελεστής παλινδρόμησης της παραλειπόμενης μεταβλητής Χ3 επί της μεταβλητής που κρατήθηκε στο υπόδειγμα Χ2. Με άλλα λόγια, ο συντελεστής παλινδρόμησης στην εξίσωση (2) είναι μεροληπτικός, εκτός και εάν β3 ή b32 ή και οι δυο είναι μηδέν. Αλλά, δεν μπρούμε να δεχτούμε ότι β3 είναι μηδέν, διότι, τότε, η εξίσωση (1) δεν θα αντιπροσώπευε το ορθό υπόδειγμα (δεν θα είχαμε δηλαδή σφάλμα εξειδίκευσης). Ο άλλος συντελεστής θα είναι μηδέν  στην περίπτωση που οι δυο μεταβλητές δεν συσχετίζονται μεταξύ τους, περίπτωση σχετικά σπάνια στις οικονομικές εφαρμογές. 

Ακόμα, όμως και, εάν δεν συσχετίζονται ο σταθερός όρος στην παλινδρόμηση (2) θα εξακολουθεί να είναι μεροληπτικός. Επιπλέον, η διακύμανση του συντελεστή παλινδρόμησης α2 στην εξίσωση (2) θα είναι μεροληπτική ως προς τη διακύμανση του πραγματικού συντελεστή β2. Επίσης, η μέση τιμή του διαταρακτικού όρου ν δεν θα ισούται με το μηδέν, 
[image: image389.wmf].

0

)

(

)

(

)

(

3

3

3

3

¹

=

+

=

X

E

X

E

v

E

b

e

b

 

Γενικά, πάντως, το μέγεθος της μεροληψίας θα εξαρτάται από τον όρο μεροληψίας 
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Παράδειγμα (Gujarati 2003, pp. 183-185, pp. 214-216, p. 511).   
Το παρακάτω διάγραμμα παρουσιάζει την παιδική θνησιμότητα (CM) ως προς το κατά κεφαλή ΑΕΠ (PGNP) σε 64 χώρες. Η παιδική θνησιμότητα εκφράζεται σε αριθμό θανόντων παιδιών ηλικίας μικρότερης των 5 ετών ετήσια ανά 1,000 γεννήσεις. Οι τιμές του κατά κεφαλή ΑΕΠ είναι εκφρασμένες στο έτος βάσης 1980. Από τη γραφική παράσταση κατανοούμε ότι:

(1). Η σχέση μεταξύ CM και PGNP δεν είναι γραμμική. Μοιάζει να εκφράζεται από μια αντίστροφη συνάρτηση, γραμμική ως προς τις παραμέτρους β1 και β2, με β1, β2>0.

(2). Η σχέση μεταξύ CM και PGNP είναι αρνητική. Περιμένουμε, όσο το ΑΕΠ αυξάνεται να μειώνεται η παιδική θνησιμότητα. Ωστόσο αυτή η σχέση δεν είναι γραμμική. Όσο το ΑΕΠ αυξάνεται, στην αρχή έχουμε μια δραματική πτώση της παιδικής θνησιμότητας, αλλά η πτώση αυτή σταματάει όσο το ΑΕΠ συνεχίζει να αυξάνεται.

(3). Γενικά, εάν το ΑΕΠ αυξηθεί στο άπειρο (θεωρητικά), τότε η παιδική θνησιμότητα τείνει οριακά (ή ασυμπτωτικά) σε μια σταθερή τιμή (ο σταθερός όρος β1).

(4). Το υπόδειγμα που μπορεί να περιγράψει την παραπάνω σχέση είναι το:
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. Η κλίση της παλινδρόμησης είναι 
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, που σημαίνει ότι, εάν β2>0, τότε η κλίση είναι αρνητική και, αντίστροφα.
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Εκτιμήθηκε η παραπάνω σχέση και τα αποτελέσματα είναι:
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Δηλαδή, όσο το κατά κεφαλή ΑΕΠ αυξάνεται απεριόριστα, η παιδική θνησιμότητα προσεγγίζει την ασυμπτωτική της τιμή, που είναι, περίπου, 82 παιδικοί θάνατοι ανά 1,000 γεννήσεις. Η θετική τιμή του γωνιακού συντελεστή παλινδρόμησης, σημαίνει ότι, ο ρυθμός μεταβολής της παιδικής θνησιμότητας ως προς αυτόν του κατά κεφαλή ΑΕΠ είναι αρνητικός (όπως περιμέναμε) και είναι στατιστικά σημαντικός. 
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Το παραπάνω διάγραμμα είναι αυτό των καταλοίπων της παλινδρόμησης 
[image: image397.wmf])
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. Η τιμή της στατιστικής d των Durbin-Watson βρέθηκε ίση με 1.918, που σημαίνει ότι, δεν μπορούμε να απορρίψουμε τη μηδενική υπόθεση «δεν υπάρχει θετική ή αρνητική αυτοσυσχέτιση» στα σφάλματα.

Επίσης, εκτιμήθηκε και το υπόδειγμα της παιδικής θνησιμότητας επί του κατά κεφαλή ΑΕΠ (ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ 1) και τα αποτελέσματα δίνονται από τον παρακάτω πίνακα.
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Στη συνέχεια, εισάγουμε τη μεταβλητή FLR, που δίνει το ποσοστό της εκπαίδευσης στο γυναικείο πληθυσμό. Γενικά, αναμένουμε και εδώ αρνητική σχέση μεταξύ παιδικής θνησιμότητας και γυναικείας εκπαίδευσης. Τα αποτελέσματα δίνονται στον παρακάτω πίνακα (ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ 2).
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Δηλαδή 
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Όλοι οι συντελεστές της παλινδρόμησης είναι στατιστικά σημαντικοί και ο συντελεστής προσδιορισμού είναι σχετικά υψηλός. Ο μερικός συντελεστής παλινδρόμησης (-0.00543), σημαίνει ότι, διατηρώντας σταθερή την επίδραση της εκπαίδευσης των γυναικών, όσο το κατά κεφαλή ΑΕΠ αυξάνει η παιδική θνησιμότητα μειώνεται. Εάν, για παράδειγμα, το κατά κεφαλή ΑΕΠ αυξηθεί κατά US$ 1,000 τότε η παιδική θνησιμότητα σε παιδιά κάτω των 5 ετών, αναμένεται να μειωθεί κατά 5.43 παιδιά ανά 1,000 γεννήσεις. Ο μερικός συντελεστής της παλινδρόμησης (-2.27284) ερμηνεύει την επίδραση της εκπαίδευσης των γυναικών στην παιδική θνησιμότητα των παιδιών κάτω των 5 ετών, εάν διατηρήσουμε αμετάβλητο το κατά κεφαλή ΑΕΠ. Δηλαδή, όσο αυξάνεται η παιδεία των γυναικών αναμένεται πτώση της παιδικής θνησιμότητας. Στο παράδειγμά μας, εάν αυξηθεί η εκπαίδευση των γυναικών κατά 1%, τότε αναμένεται κατά μέσο όρο και, εάν όλοι οι άλλοι παράγοντες δεν μεταβληθούν, η παιδική θνησιμότητα να μειωθεί κατά 2.27, περίπου παιδιά ηλικάς κάτω των 5 ετών για κάθε 1,000 γεννήσεις. 
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Το παραπάνω διάγραμμα είναι αυτό των καταλοίπων της παλινδρόμησης 
[image: image403.wmf])
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. Η τιμή της στατιστικής d των Durbin-Watson βρέθηκε ίση με 0.9992, που είναι μικρότερη του κάτω ορίου της στατιστικής των Durbin-Watson 
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. Αυτό σημαίνει ότι, δεν μπορούμε να αποδεχθούμε τη μηδενική υπόθεση «δεν υπάρχει θετική αυτοσυσχέτιση» στα σφάλματα. [ΠΡΟΣΟΧΗ: Δεν θα διορθώσουμε το πρόβλημα εδώ. Δες την ενότητα «Αυτοσυσχέτιση», παραπάνω].

Ωστόσο, ποιό υπόδειγμα από τα δυο πρέπει να κρατήσουμε; Εάν το ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ 2 είναι το ορθά εξειδικευμένο υπόδειγμα, τότε το ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ 1 είναι λάθος εξειδικευμένο, αφού δεν περιλαμβάνει τη μεταβλητή του ποσοστού της γυναικείας εκπαίδευσης.

ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ 1 [«λάθος» υπόδειγμα]
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ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ 2 [σωστό υπόδειγμα]
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Στο ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ 2 (το σωστό υπόδειγμα) ο συντελεστής παλινδρόμησης της μεταβλητής PGNP είναι ίσος με -0.0543, ενώ στο ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ 1 (το «λάθος» εξειδικευμένο υπόδειγμα) βρέθηκε ίσος με  -0.01125. Με άλλα λόγια, σε απόλυτα μεγέθη, η συμμετοχή της μεταβλητής PGNP επί της παιδικής θνησιμότητας είναι υψηλότερη στο «λάθος» υπόδειγμα- σχεδόν διπλασιάζεται- από ότι στο σωστό υπόδειγμα. Ακόμα, τα τυπικά σφάλματα των εκτιμητών είναι διαφορετικά, όπως και η τιμή του σταθερού όρου και η αξία του συντελεστή προσδιορισμού.

Εάν, όμως, παλινδρομήσουμε το ποσοστό της γυναικείας εκπαίδευσης επί του κατά κεφαλή ΑΕΠ- δηλαδή την παραλειπόμενη μεταβλητή επί αυτής που συμπεριλαμβάνεται στο υπόδειγμα- θα πάρουμε τα αποτελέσματα του παρακάτω πίνακα. 
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Ο γωνιακός συντελεστής της παλινδρόμησης (ο b32 δηλαδή) δηλώνει ότι, εάν αυξηθεί το κατά κεφαλή ΑΕΠ κατά μια μονάδα, τότε κατά μέσο όρο αναμένουμε να αυξηθεί η παιδεία των γυναικών κατά 0.002562 μονάδες. Αλλά, εάν το ποσοστό της παιδείας των γυναικών αυξηθεί μία μονάδα, η επίδρασή του στην παιδική θνησιμότητα θα είναι ίση με 
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Έτσι, θα έχουμε τελικά  
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= [-0.00543 + (-2.27284)(0.002562)] = 

-0.00543 - 0.005823  ( -0.01125, που είναι σχεδόν η ίδια τιμή με το συντελεστή της PGNP στο «λάθος» υπόδειγμα (ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ 1). Εν κατακλείδι, η πραγματική επίδραση του κατά κεφαλή ΑΕΠ (PGNP) επί της παιδικής θνησιμότητας (CM) είναι πολύ μικρότερη [και ίση περίπου με (-0.00543)] από ότι προβλέπει το «λάθος» υπόδειγμα (-0.0125).  

2). Από το να συμπεριλάβουμε μεταβλητή που δεν χρειάζεται

Στην περίπτωση αυτή οι εκτιμητές του «λάθος» υποδείγματος είναι αμερόληπτοι και ελάχιστης διακύμανσης, ωστόσο, οι διακυμάνσεις τους θα είναι σχετικά μεγαλύτερες από αυτές των εκτιμητών του σωστού υποδείγματος.

Με ποιό τρόπο μπορούμε να διερευνήσουμε την πιθανότητα σφάλματος εξειδίκευσης;

(α). Εξετάζουμε το διάγραμμα των καταλοίπων έναντι της ανεξάρτητης μεταβλητής. Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι έχουμε 3 υποψήφια υποδείγματα: (ι) το αληθινό υπόδειγμα Υ επί των Χ, Χ2 και Χ3 και, τα «ψευδή υποδείγματα» (ιι) Υ επί των Χ και Χ2 και (ιιι) Υ επί της Χ. Εκτιμούμε και τα 3 υποδείγματα και εξέταζουμε τα γράφηματα των καταλοίπων τους. Εάν υπάρχει σφάλμα εξειδίκευσης, τότε θα παρατηρούνται συστηματικοί σχηματισμοί.

(β). RESET test (Ramsey 1969). Πρόκειται για ένα γενικό έλεγχο εσφαλμένης εξειδίκευσης της συναρτησιακής μορφής του υποδείγματος. Η διαδικασία είναι απλή:

(ι). Εκτίμηση του υποδείγματος και υπολογισμός των εκτιμημένων τιμών της εξαρτημένης μεταβλητής, 
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(ιι). Επανεκτιμούμε την παλινδρόμηση εισάγοντας ως ανεξάρτητες μεταβλητές τις μεταβλητές 
[image: image413.wmf]p

t

t

t

y

y

y

ˆ

,....,

ˆ

,

ˆ

3

2

- επιπλέον των άλλων ανεξάρτητων μεταβλητών- και υπολογίζουμε το συντελεστή προσδιορισμού 
[image: image414.wmf]2

new

R

.

(ιιι). Υπολογισμός της στατιστικής: 
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, για να βρούμε εάν η αύξηση του συντελεστή προσδιορισμού στη νέα παλινδρόμηση είναι στατιστικά σημαντική. Εάν, πράγματι, είναι (δηλαδή, εάν η τιμή της F>κρίσιμης τιμής F), τότε το αρχικό υπόδειγμα είναι εσφαλμένα εξειδικευμένο.

(γ). Έλεγχος του πολλαπλασιαστή Lagange (LM-test, R.Engle 1982). Έστω το ορθό υπόδειγμα [1] και το «λάθος» υπόδειγμα [2], επί του οποίου έχουν τεθεί περιορισμοί επί μερικών μεταβλητών. Για παράγειγμα, το υπόδειγμα [1] είναι η παλινδρόμηση της Υ επί των ανεξάρτητων μεταβλητών Χ, Ζ και V, ενώ το υπόδειγμα [2] παλινδρομεί την Υ επί των Χ και Ζ μόνον. Αυτό σημαίνει ότι, έχει τεθεί ο περιορισμός V=0 (resticted model).

(ι).
Εκτιμούμε τα κατάλοιπα από την παλινδρόμηση [2], που είναι η παλινδρόμηση υπό περιορισμούς.


(ιι).
Εάν το ορθό υπόδειγμα είναι το υπόδειγμα [1], τότε τα κατάλοιπα της παλινδρόμησης με περιορισμούς [2], θα συνδέονται με τις ανεξάρτητες μεταβλητές επί των οποίων έχουν τεθεί οι περιορισμοί. Στο παράδειγμά μας δηλαδή, αναμένεται ότι, τα εκτιμημένα κατάλοιπα της παλινδρόμησης [2] θα συνδέονται με την ανεξάρτητη μεταβλητή V.


(ιιι).
Παλινδρομούμε τα εκτιμημένα κατάλοιπα της παλινδρόμησης [2] επί όλων των ανεξάρτητων μεταβλητών, συμπεριλαμβανομένων και επί αυτών στις οποίες έχουν τεθεί περιορισμοί. Δηλαδή:
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όπου ηi είναι τα σφάλματα κάτω από τις γνωστές μας υποθέσεις.  


(ιν).
Ο Engle (1982) έδειξε ότι, για μεγάλα δείγματα, το γινόμενο του μεγέθους του δείγματος επί τον συντελεστή προσδιορισμού της παλινδρόμησης [3] ακολουθεί την κατανομή χι-τετράγωνο με βαθμούς ελευθερίας ίσους με το πλήθος των περιορισμών (στο παράδειγμά μας 1). Θα μπορούμε να απορρίπτουμε την παλινδρόμηση υπό περιορισμούς εάν η υπολογιζόμενη τιμή 
[image: image417.wmf]2
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 είναι μεγαλύτερη από την κρίσιμη τιμή της χι-τετράγωνο σε δεδομένο επίπεδο σημαντικότητας.

Μεταξύ δυο (Ι) συμπληρωματικών (nested models) ή (ΙΙ) δυο ανταγωνιστικών υποδειγμάτων (non-nested models), πώς μπορώ να επιλέξω;

 (Ι)
Έστω δυο υποδείγματα, το [1] με ανεξάρτητες μεταβλητές την Χ, Ζ και V και το [2] με ανεξάρτητες μεταβλητές την Χ και Ζ, έτσι ώστε το [2] εμπεριέχεται στο [1]. Μπορούμε να εκτιμήσουμε το υπόδειγμα [1] και να κάνουμε τον έλεγχο της στατιστικής σημαντικότητας της παραμέτρου της ανεξάρτητες μεταβλητής V. Στην περίπτωση που απορρίψουμε τη μηδενική υπόθεση, τότε το υπόδειγμα [1] καταλήγει στο υπόδειγμα [2].

(ΙΙ)
Πολλές φορές, στην εφαρμοσμένη οικονομική έρευνα, περισσότερες από μια ανταγωνιστικές θεωρίες μπορούν να ερμηνεύσουν το ίδιο φαινόμενο. Για παράδειγμα, οι μονεταριστική σχολή υπερθεματίζει το ρόλο του χρήματος για να ερμηνεύσει τις μεταβολές του ΑΕΠ σε μια οικονομία, ενώ η Κεϋνσιανή θεωρία ερμηνεύει τις μεταβολές του ΑΕΠ στην οικονομία μέσω των δημοσίων δαπανών. 

Έστω, για παράδειγμα τα ανταγωνιστικά υποδείγματα:
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Θα μπορούσε βάβαια, το υπόδειγμα [2] να περιλαμβάνει και μια μεταβλητή του υποδείγματος [1] και, πάλι θα ήταν non-nested models. 

Για την επιλογή μεταξύ υποδειγμάτων σε τέτοιες περιπτώσεις, μπορούμε να εφαρμόσουμε κάποια από τις παρακάτω διαδικασίες:

1).
Από τη στιγμή που η εξαρτημένη μεταβλητή είναι ίδια, μπορούμε να επιλέξουμε με βάση τον συντελεστή προσδιορισμού 
[image: image419.wmf]2

R

. Είτε με κάποιο κριτήριο AIC, SIC, Mollow’s Cp. Ακόμα, μπορούμε να επιλέξουμε το υπόδειγμα που παρουσιάζει την υψηλότερη τιμή του διορθωμένου συντελεστή προσδιορισμού, 
[image: image420.wmf]2

R

. 

2).
 Με το κριτήριο των Davidson-MacKinnon, τον έλεγχο J (R.Davidson and J.G.MacKinnon, Econometrica, 1981), όπως παρακάτω:
(ι). Εκτιμούμε την παλινδρόμηση [2] και υπολογίζουμε τις εκτιμηθείσες τιμές 
[image: image421.wmf]]
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(ιι). Εισάγουμε ως ανεξάρτητη μεταβλητή την 
[image: image422.wmf]]
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 στην εξίσωση [1], η οποία παριστάνει την επίδραση των ανεξάρτητων μεταβλητών που δεν περιέχονται στο υπόδειγμα [1] και, εκτιμούμε το υπόδειγμα:
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 και, με τη στατιστική t-student ελέγχουμε τη στατιστική σημαντικότητα του συντελεστή β4. Εάν αποδεχτούμε τη μηδενική υπόθεση (δηλαδή ότι, β4=0), τότε μπορούμε να αποδεχτούμε ως ορθό το υπόδειγμα [1].

(ιιι). Επαναλαμβάνουμε τα βήματα (ι) και (ιι) αρχίζοντας από τις εκτιμηθείσες τιμές του υποδείγματος [1] και με τον ίδιο τρόπο επιλέγουμε το κατάλληλο υπόδειγμα. 

 Τα προβλήματα από την εφαρμογή του J-test είναι προφανή. Ας δούμε τον παρακάτω πίνακα (Gujarati 2003, p. 533):

	
	Υπόθεση β4=0

	Υπόθεση α4=0
	Μη-απόρριψη
	Απόρριψη

	Μη-απόρριψη της

Υπόθεσης
	Αποδοχή των

 υποδειγμάτων [1] και [2]
	Αποδοχή υποδείγματος [2] και απόρριψη

 υποδείγματος [1]

	Απόρριψη της Υπόθεσης
	Αποδοχή υποδείγματος [1] και απόρριψη

 υποδείγματος [2]
	Απόρριψη των

 υποδειγμάτων [1] και [2]


Παρατηρούμε ότι, μπορεί η εφαρμογή του ελέγχου αυτού να καταλήγει σε αλληλοσυγκρουόμενα αποτελέσματα. Εάν και τα δυο υποδείγματα μπορούν να απορριφθούν, τότε κανένα δεν μπορεί να ερμηνεύσει την εξαρτημένη μεταβλητή, Υ. Εάν και τα δυο υποδείγματα μπορούν να γίνουν αποδεκτά, τότε τα δεδομένα που διαθέτουμε δεν είναι επαρκή («πλούσια») για να επιλέξουμε μεταξύ των δυο. Εκτός αυτού, για τον έλεγχο της στατιστικής σημαντικότητας των συντελεστών παλινδρόμησης, δεν πρέπει να ξεχνάμε ότι, χρειαζόμαστε μεγάλα δείγματα.
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