Υπόδειγμα Logit με OMLE και BMLE 
    Το υπόδειγμα της λογιστικής παλινδρόμησης (Logit) προκύπτει από ένα υπόδειγμα λανθάνουσας μεταβλητής με τύπο 
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                   (3.1) όπου 
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 η ανεξάρτητη δίτιμη μεταβλητή και
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 η λανθάνουσα ή μη παρατηρούμενη μεταβλητή. Εδώ πρέπει να αναφέρουμε ότι η μη παρατηρούμενη μεταβλητή δεν εκφράζει απαραίτητα χρησιμότητα που λαμβάνεται π.χ από την εξαγορά μιας επιχείρησης αλλά μπορεί να εκφράζει για παράδειγμα το κίνητρο εξαγοράς. Επίσης, 
[image: image5.wmf]X

διάνυσμα 1*Κ ο αριθμός των παρατηρούμενων μεταβλητών, 
[image: image6.wmf]B

 διάνυσμα Κ*1 ο αριθμός των προς εκτίμηση παραμέτρων και 
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 ο όρος σφάλματος, ο οποίος σύμφωνα με τον Palepu (1986) περιλαμβάνει μη παρατηρούμενα χαρακτηριστικά (όπως ποιοτικά χαρακτηριστικά) των εταιριών στόχων που επηρεάζουν την ελκυστικότητά τους και χαρακτηριστικά των εταιριών – αγοραστών. Ο όρος σφάλματος ακολουθεί μια συνεχή κατανομή συμμετρική γύρω από το μηδέν και έτσι έχουμε 
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 (3.2). Στην περίπτωση της λογιστικής παλινδρόμησης η κατανομή αυτή είναι η τυπική λογιστική επομένως 
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                                          (3.3). Επιπλέον, υποθέτουμε ότι δεν υφίσταται πρόβλημα ετεροσκεδαστικότητας στον όρο σφάλματος, διότι διαφορετικά αλλάζει εξολοκλήρου ο συναρτησιακός τύπος 
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 και η εκτίμηση των παραμέτρων γίνεται μη συνεπής (inconsistent). 

    Η επίδραση της κάθε μεταβλητής 
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x

 προσδιορίζεται πλήρως από το πρόσημο της αντίστοιχης παραμέτρου 
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. Εναλλακτικά, η εξίσωση (3.2) μπορεί να γραφεί ως εξής 
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(3.4) όπου ο λόγος 
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 ονομάζεται σχετική πιθανότητα (odds). Από την (3.4) προκύπτει ότι 
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 είναι ο παράγοντας κατά τον οποίο πολλαπλασιάζεται η σχετική πιθανότητα των δύο γεγονότων όταν η ανεξάρτητη μεταβλητή 
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 μεταβληθεί κατά μία μονάδα (και εφόσον οι γραμμικές επιδράσεις που ασκούν στη σχέση των 
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και 
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 οι υπόλοιπες μεταβλητές έχουν αφαιρεθεί). Επομένως αν το 
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 είναι θετικό ο παράγοντας αυτός (δηλαδή το 
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) είναι μεγαλύτερος από τη μονάδα που σημαίνει ότι η σχετική πιθανότητα να συμβεί το γεγονός 
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 (εξαγορά) σε σχέση με την πιθανότητα να συμβεί το γεγονός 
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 (μη εξαγορά) αυξάνει. Από την άλλη πλευρά, αν το 
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 είναι αρνητικό ο παράγοντας αυτός είναι μικρότερος της μονάδας που σημαίνει ότι η σχετική πιθανότητα μειώνεται. Ενώ όταν 
[image: image24.wmf]j
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 είναι μηδέν ο παράγοντας γίνεται ίσος με την μονάδα και η σχετική πιθανότητα των δύο γεγονότων παραμένει αμετάβλητη. 

    Η εκτίμηση των παραμέτρων πραγματοποιείται, με τη χρήση της συνήθης μεθόδου μέγιστης πιθανοφάνειας (OMLE) και του επαναληπτικού αλγορίθμου των Newton – Raphson (NR). Καταρχάς, υποθέτουμε ότι έχουμε 
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 ανεξάρτητες ισόνομα κατανεμημένες παρατηρήσεις (iid) που ακολουθούν το υπόδειγμα (3.2) και εν συνεχεία υπολογίζουμε τη λογαριθμική πιθανοφάνεια για κάθε παρατήρηση i. Η πυκνότητα του 
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 δοθέντος του 
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 γράφεται ως εξής : 
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                                                 (3.5) και 
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                                         (3.6) είναι η λογαριθμική πιθανοφάνεια της παρατήρησης i ως συνάρτηση του Κ*1 διανύσματος των παραμέτρων και των δεδομένων 
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. Η λογαριθμική πιθανοφάνεια για το δειγματικό μέγεθος 
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 είναι 
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                      (3.7) και ο OMLE του 
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 είναι αυτός που την μεγιστοποιεί και συμβολίζεται με 
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(ο εκτιμητής logit). Από το γενικό πλαίσιο της μέγιστης πιθανοφάνειας προκύπτει ότι ο 
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 είναι αμερόληπτος (unbiased), συνεπής (consistent), αποτελεσματικός (efficient) και κατανέμεται κανονικά με μέσο μηδέν και πίνακα διακύμανσης τον ακόλουθο 
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                                                        (3.8) όπου 
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                                                                            (3.9). Η μεγιστοποίηση της (3.7) πραγματοποιείται με τη βοήθεια του αλγορίθμου NR. Μια πιο αναλυτική περιγραφή, με μία ανεξάρτητη μεταβλητή δίδεται από τον Ryan (1997). 

    Μετά την εκτίμηση των παραμέτρων, όπως και στη γραμμική παλινδρόμηση πρέπει να γίνει έλεγχος για τη στατιστική σημαντικότητά τους. Ο έλεγχος αυτός, σε αντίθεση με τη γραμμική παλινδρόμηση που συντελείται μέσω των στατιστικών συναρτήσεων t, εδώ γίνεται μέσω των στατιστικών συναρτήσεων Wald με 
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 (Hosmer & Lemeshow 2000) όπου 
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 είναι το (ασυμπτοτικό) τυπικό σφάλμα του 
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 και υπολογίζεται από την τετραγωνική ρίζα του j διαγώνιου στοιχείου του πίνακα 
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. Εδώ πρέπει να σημειωθεί ότι το 
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 ασυμπτοτικά κατανέμεται κανονικά και δεν ακολουθεί t – κατανομή μολονότι έχει τον ίδιο τύπο με την t στατιστική συνάρτηση. Ως εκ τούτου οι υποθέσεις είναι : 
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Αν 
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 τότε απορρίπτουμε την μηδενική υπόθεση και έχουμε στατιστικά σημαντική εκτίμηση (α είναι το επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας). 

    Στη συνέχεια θα περιγράψουμε δύο δείκτες με τους οποίους αξιολογούμε την προσαρμογή του υποδείγματος στα πληθυσμιακά και δειγματικά δεδομένα. Ειδικότερα, ο επαγωγικός έλεγχος για την προσαρμογή του υποδείγματος logit στα πληθυσμιακά δεδομένα γίνεται με τη χρήση της συνάρτησης 
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 όπου 
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 είναι η τιμή της λογαριθμικής πιθανοφάνειας κατά την εκκίνηση του επαναληπτικού αλγορίθμου και 
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 η τιμή της κατά τον τερματισμό του. Με βάση την ανάλυση του διανύσματος των παραμέτρων που έχει γίνει στην (3.4) η 
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 και οι υποθέσεις είναι :  
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Η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται όταν 
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. Η απόρριψη της μηδενικής υπόθεσης μας οδηγεί στο συμπέρασμα ότι οι ανεξάρτητες μεταβλητές παρέχουν επαρκή πληροφόρηση ώστε να προβλέψουμε τις τιμές της εξαρτημένης μεταβλητής για τον πληθυσμό από τον οποίο προέρχεται το δείγμα. Άρα στην περίπτωσή μας θεωρούμε ότι η επεξήγηση της πιθανότητας εξαγοράς μιας εταιρίας είναι στατιστικά σημαντική. Η αξιολόγηση της προσαρμογής του υποδείγματος logit στα δειγματικά δεδομένα γίνεται με τη χρήση του συντελεστή που πρότεινε ο Nagelkerke (1991) και είναι ο ακόλουθος 
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 όπου 
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 και 
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. 
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 είναι η τιμή της συνάρτησης πιθανοφάνειας κατά την εκκίνηση του επαναληπτικού αλγορίθμου (περιλαμβάνοντας μόνο το σταθερό όρο), 
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 είναι η τιμή της συνάρτησης πιθανοφάνειας με όλες τις ανεξάρτητες μεταβλητές στο υπόδειγμα και 
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 το μέγεθος του δείγματος. Ο συντελεστής αυτός σε αντιστοιχία με το συντελεστή προσδιορισμού της γραμμικής παλινδρόμησης εκφράζει το ποσοστό της συνολικής διακύμανσης της εξαρτημένης μεταβλητής που ερμηνεύεται από το υπόδειγμα. Επομένως είναι δείκτης του μεγέθους της επεξήγησης της πιθανότητας εξαγοράς. 

    Επιπλέον, στο υπόδειγμα logit θα ελέγξουμε για την ύπαρξη σημείων επιρροής (influential observations) και ακραίων παρατηρήσεων (outliers) διότι μπορεί να επηρεάσουν σημαντικά τόσο τους προαναφερθέντες δείκτες όσο και τις εκτιμήσεις των παραμέτρων (Ryan 1997). Οι ακραίες παρατηρήσεις θα ελεγχθούν διαμέσου των καταλοίπων (residuals) του Pearson των οποίων ο τύπος είναι 
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 και τα σημεία επιρροής διαμέσου των leverage τιμών 
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 δηλαδή των διαγωνίων στοιχείων του πίνακα 
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. Ο πίνακας αυτός ορίζεται από τον Ryan (1997) ως εξής : 
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. Εδώ 
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 πίνακας 
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 (όλες οι παρατηρήσεις σε όλες τις μεταβλητές συν μια μοναδιαία στήλη για τη σταθερά) και 
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 διαγώνιος πίνακας 
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    Πριν αναπτύξουμε τον BMLE υπό το πλαίσιο του logit, θα αναφερθούμε αναλυτικότερα στις ιδιότητες που πρέπει να έχει ο OMLE 
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 οι οποίες ισχύουν μόνο ασυμπτοτικά (Wooldridge 2002, Bierens 2005). Καταρχάς, έστω 
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 η πραγματική δεσμευμένη πυκνότητα του 
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 δοθέντος 
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  χαρακτηρίζουν τις πραγματικές τιμές για 
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 είναι μια πυκνότητα ως προς το σ – πεπερασμένο μέτρο (σ – άλγεβρα) 
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                                                                                   (3.10) και επομένως για το παραμετρικό υπόδειγμα 
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                (3.11) όπου 
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 το διάνυσμα των παραμέτρων και 
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 ο παραμετρικός χώρος, θα ισχύει ότι 
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 την πραγματική τιμή του 
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                                                                                 (3.13). Η λύση στην (3.13) είναι ο OMLE 
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Ιδιότητα 1η : Συνέπεια (Consistency) 

Υποθέτουμε ότι α) 
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 η πραγματική λύση της (3.13). γ) 
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 είναι μια Borel μετρήσιμη συνάρτηση στον 
[image: image96.wmf]*

YX

. ε) 
[image: image97.wmf](

)

(

)

,*,,,.

"Î

yXyX

l

YX

 είναι μια συνεχής συνάρτηση στο 
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Ιδιότητα 2η : Αμεροληψία (Unbiasedness) 

Υπό το πλαίσιο των α), β), γ), δ), ε) ο OMLE 
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 της (3.13) είναι αμερόληπτος, δηλαδή 
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Ιδιότητα 3η : Κανονικότητα (Normality) 

Έστω ότι ισχύουν τα α), β), γ), δ), ε) και στ). Επιπρόσθετα υποθέτουμε ότι α1) 
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Ιδιότητα 4η : Αποτελεσματικότητα (efficiency) 

Έστω 
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 ασυμπτοτικά κανονικών εκτιμητών. Αν για κάποιο 
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 είναι ασυμπτοτικά σχετικά αποτελεσματικός στην κλάση 
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 είναι ο OMLE 
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. 
    Όπως είπαμε, οι παραπάνω ιδιότητες ισχύουν ασυμπτοτικά, επομένως ενδέχεται για κάποιους λόγους να παραβιάζονται. Ο πρώτος που έκανε λόγο για παραβίασή τους στο πλαίσιο των Σ & Ε είναι ο Palepu (1986). Ειδικότερα, ανέφερε ότι λόγω του τρόπου δειγματοληψίας του (state – based sampling) ο OMLE 
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 είναι μεροληπτικός και ασυνεπής. Τελικά αποδείχθηκε ότι επηρεάζεται μόνο η εκτίμηση του σταθερού όρου κάτι που έχει ιδιαίτερη σημασία στον τομέα της πρόβλεψης. Για το λόγο αυτό χρησιμοποίησε μια μικρή τροποποίηση του OMLE τον CMLE, αν και το πρόβλημα μπορούσε να επιλυθεί με κατάλληλη προσαρμογή του σημείου αποκοπής (cutoff value) στο οποίο αναφερόμαστε στο επόμενο κεφάλαιο. 

    Οι παραπάνω ιδιότητες ενδέχεται να παραβιάζονται και για άλλους λόγους με ισχυρότερες συνέπειες. Συγκεκριμένα, όταν το μέγεθος δείγματος είναι σχετικά μικρό προκαλούνται προβλήματα με όλες τις προαναφερθείσες ιδιότητες. Είναι γνωστό ότι ο OMLE 
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 στην παρουσία μικρών δειγμάτων γίνεται μεροληπτικός, αναποτελεσματικός και μη κανονικός. Επιπρόσθετα, η αξιοπιστία των δημοσιευμένων χρηματοοικονομικών δεδομένων των Ελληνικών επιχειρήσεων είναι αμφισβητήσιμη (Leuz et al. 2003), αυξάνοντας περαιτέρω την μεροληψία του OMLE. Ο Sapra (2002) πρότεινε ως εκτιμητή διόρθωσης μεροληψίας μέχρι 
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 και των υπόλοιπων ιδιοτήτων, τον JMLE ο οποίος πραγματικά αποτελεί μια πιο αξιόπιστη λύση σε σχέση με τον OMLE που διορθώνει τη μεροληψία μέχρι 
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 (Hanh et al. 2002). Εδώ προτείνουμε και αναπτύσσουμε τον BMLE (Tsagkanos 2008) ως τη βέλτιστη λύση στο πρόβλημά μας. Ο BMLE επίσης διορθώνει τη μεροληψία μέχρι 
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, περιορίζει σημαντικά το μέγεθος παραβίασης των άλλων ιδιοτήτων και υπερέχει του JMLE, λόγω των σημαντικών μειονεκτημάτων του τελευταίου (παρουσιάζονται παρακάτω). 

    Η διαδικασία κατασκευής του BMLE είναι η ακόλουθη :  

1. Εκτιμούμε το υπόδειγμα logit αφότου έχουμε αφαιρέσει τα σημεία επιρροής και τις ακραίες παρατηρήσεις. Η αναγκαιότητα για απόρριψη αυτών των παρατηρήσεων (λόγω των αιτιών που προαναφέραμε) γίνεται ακόμα πιο έντονη εξαιτίας του τρόπου κατασκευής του Bootstrap δείγματος. Δηλαδή, έστω οι παρατηρούμενες τιμές 
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 (στην περίπτωσή μας πολυμεταβλητές παρατηρήσεις μεγέθους 
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) με εμπειρική συνάρτηση κατανομής 
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. Υποθέτοντας ότι η 
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 είναι μια καλή προσέγγιση της πραγματικής συνάρτησης κατανομής του πληθυσμού από την οποία προέρχονται οι παρατηρούμενες τιμές, το Bootstrap δείγμα ορίζεται να είναι ένα τυχαίο δείγμα μεγέθους n ληφθέν από την 
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 με επανάθεση (Efron & Tibshirani 1993). Συμβολικά είναι 
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. Η διαδικασία επανάθεσης μπορεί να μεγεθύνει το πρόβλημα που προκαλούν τα σημεία επιρροής και οι ακραίες παρατηρήσεις (αν συνεχίζουν να υπάρχουν στο δείγμα), διότι ενδέχεται να εμφανίζονται πολλές φορές σε ορισμένα Bootstrap δείγματα. 

2. Εν συνεχεία, αφού λάβουμε 
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 Bootstrap δείγματα (συνήθως 
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 = 1000) υπολογίζουμε το λόγο 
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 και 
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 το εκτιμώμενο τυπικό σφάλμα και μεροληψία του OMLE 
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διαμέσου της μεθόδου Bootstrap. Ο παραπάνω λόγος είναι δείκτης του μεγέθους της μεροληψίας του OMLE 
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. Αν ξεπερνά την τιμή 0,25 τότε η στατιστική συνάρτηση 
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 δεν είναι κατάλληλη εκτιμήτρια της παραμέτρου 
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. Αυτό μπορεί να συμβαίνει με την παρουσία μικρών δειγμάτων. Στο σημείο αυτό πρέπει να τονίσουμε ότι η Bootstrap δειγματοληψία στο υπόδειγμα logit πραγματοποιείται στο δείγμα κάθε επιλογής ανεξάρτητα και όχι σε όλο το δείγμα, ώστε να διατηρηθεί η δομή του αρχικού δείγματος (Andrews 1997). 
3. Θεωρούμε ως βέλτιστο εκτιμητή της παραμέτρου 
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 τη στατιστική συνάρτηση 
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, όπου 
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 ο OMLE από το b Bootstrap δείγμα, και τον καλούμε BMLE. Επιπλέον, ο 
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 είναι ένας σχεδόν αμερόληπτος εκτιμητής της παραμέτρου 
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 κάτι που οφείλεται στον τρόπο κατασκευής του. Η ιδιότητα της αμεροληψίας προϋποθέτει ότι από τον ίδιο πληθυσμό (εμπειρική κατανομή) έχουμε πολλά δείγματα (στην περίπτωσή μας 
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 δείγματα) υπολογίζοντας διαφορετικές εκτιμήσεις για την ίδια παράμετρο. Ο μέσος αυτών των εκτιμήσεων (δηλαδή ο 
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) θα προσεγγίζει την πραγματική τιμή του 
[image: image157.wmf]q

 εφόσον το 
[image: image158.wmf]B

 είναι ένας μεγάλος αριθμός (
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=1000 δείγματα είναι μια καλή προσέγγιση). Όπως κάθε εκτιμητής ο BMLE έχει κάποια ουσιώδη μεταβλητότητα που προέρχεται από δύο διαφορετικές πηγές. Πρόκειται για την δειγματική μεταβλητότητα και την Bootstrap μεταβλητότητα επαναδειγματοληψίας. Η Jackknife – after – Bootstrap είναι μια απλή τεχνική για τη λήψη εκτιμήσεως της μεταβλητότητας του 
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 από ένα σύνολο Bootstrap εκτιμήσεων χωρίς να χρειάζεται να καταφύγουμε σε ένα δεύτερο επίπεδο Bootstrapping. Συγκεκριμένα, 
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 όπου 
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 είναι ο εκτιμητής 
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 από τα υπάρχοντα Bootstrap δείγματα που η 
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 παρατήρηση δεν εμφανίζεται και 
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 (Efron & Tibshirani 1993). Γενικά, τα τυπικά σφάλματα μέσω Jackknife – after – Bootstrap τείνουν να είναι αρκετά μεγάλα, ωστόσο μπορούμε να είμαστε κάπως πιο σίγουροι για τα αποτελέσματά μας δοθέντος ότι το 
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 είναι ένας μεγάλος αριθμός (Horowitz 2003). 
4. Η ανωτερότητα του BMLE σε σχέση με τον JMLE γίνεται αντιληπτή από τα μειονεκτήματα του τελευταίου. Αρχικά, ο OMLE 
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 του δυαδικού υποδείγματος logit δεν είναι στατιστική συνάρτηση του τύπου 
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 (σύμφωνα με τον Ryan (1997) είναι 
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) επομένως ο JMLE καταλήγει να είναι ένας εκτιμητής με ελλιπή πληροφορία και δεν μπορεί κατάλληλα να αντιπροσωπεύσει την πραγματική τιμή του 
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. Επιπρόσθετα, η χρήση μόνο 
[image: image171.wmf]n

 δειγμάτων (ειδικότερα αν το 
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 είναι ένας μικρός αριθμός) έχει ως αποτέλεσμα τη λήψη περιορισμένης πληροφορίας για τη στατιστική συνάρτηση 
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 μετατρέποντας τον JMLE σε λιγότερο αποτελεσματικό από τον BMLE. Ένα άλλο πρόβλημα με τον JMLE είναι η ομοιότητα των δειγμάτων με την αφαίρεση μόνο μίας παρατήρησης. Το τυπικό σφάλμα αυξάνεται σημαντικά με την παρουσία του πολλαπλασιαστή 
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 κάτι που είναι προφανές με τα δεδομένα του Sapra (2002) αφού καμία μεταβλητή δεν είναι στατιστικά σημαντική ούτε και σε επίπεδο σημαντικότητας 10%. 

Ολοκληρώνοντας με τον BMLE πρέπει να αναφέρουμε ότι υπό το πλαίσιο των γενικευμένων γραμμικών υποδειγμάτων logit – probit δεν είναι η πρώτη φορά που χρησιμοποιείται η μεθοδολογία Bootstrap για την εκτίμηση της παραμέτρου 
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. Αντίθετα, έχει γίνει ήδη μια προσπάθεια χρήσης της από του Davidson & MacKinnon (1999) οι οποίοι όμως εκτίμησαν το 
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 όχι μέσω της 
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 αλλά μέσω της εκτιμήτριας 
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. Το πρόβλημα με αυτή την εκτιμήτρια είναι ότι τα τυπικά της σφάλματα είναι πολύ μεγάλα με συνέπεια (όπως φάνηκε και από τις εμπειρικές εφαρμογές) σχεδόν πάντα οι μεταβλητές να είναι στατιστικά μη σημαντικές. Πράγματι, εύκολα υπολογίζουμε ότι 
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 αφού 
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, λόγω ανεξαρτησίας των Bootstrap δειγμάτων (Efron & Tibshirani 1993).    
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