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2Σίτλοσ Ενότθτασ

΢κοποί  ενότητασ

Επίλυςθ και γραφιματα για:

1. Σο Πρόβλθμα του Ελάχιςτου Ηευγνφοντοσ Δζντρου

2. Σο Πρόβλθμα τθσ Μζγιςτθσ Ροισ

3. Σο Πρόβλθμα Ροισ Ελαχίςτου Κόςτουσ



Άλλα προβλήματα ςε γραφήματα
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Σο Πρόβλημα του Ελάχιςτου 
Ηευγνφοντοσ Δζντρου

• Ζςτω ο Εκνικόσ Δρυμόσ τθσ Πάρνθκασ

• Αν πρζπει να ςυνδεκοφν όλα τα περίπτερα με 
τθλεφωνικζσ γραμμζσ ποιο είναι το ελάχιςτο μικοσ 
γραμμϊν που απαιτείται; 
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Ιδιότητεσ Λφςησ

• Θ λφςθ του προβλιματοσ είναι ζνα δζντρο, δθλαδι

– Ζχει n-1 ακμζσ

– Δεν ζχει κυκλϊματα

• Σο μικοσ του δζντρου αυτοφ είναι ελάχιςτο 

(minimum spanning tree)

• Θ λφςθ δεν επθρεάηεται από τθν επιλογι του 

αρχικοφ κόμβου
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Αλγόριθμοσ Επίλυςησ

1. Επίλεξε ζνα κόμβο αυκαίρετα και ςφνδεςζ 

τον με τον πλθςιζςτερο κόμβο

2. Επανάλαβε μζχρι το τζλοσ

2.1  Βρεσ το μθ ςυνδεδεμζνο κόμβο που είναι 

πλθςιζςτερα ςε ζνα ςυνδεδεμζνο

2.2  ΢φνδεςε τουσ δφο αυτοφσ κόμβουσ
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Σο Πρόβλημα τησ Μζγιςτησ Ροήσ

• Ζςτω ο Εκνικόσ Δρυμόσ τθσ Πάρνθκασ

• ΢ε κάκε δρόμο μπορεί κάκε μζρα να περάςει 

περιοριςμζνοσ αρικμόσ αυτοκινιτων (βλζπε ςχιμα)

Ο

Α

Β

Γ

Γ

Δ

Τ

8

7

4

3

4

1

2

4

5

9

6

1



8Σίτλοσ Ενότθτασ

Σο Πρόβλημα τησ Μζγιςτησ Ροήσ 
(ςυνζχεια)

• Ποιοσ είναι ο μζγιςτοσ αρικμόσ αυτοκινιτων που 

μποροφν να πάνε από τθν είςοδο (Ο=so) ςτθν ζξοδο (Σ=si);

• Βαςικι Ζννοια: Αυξανόμενθ διαδρομι (augmenting path)

– (Μθ προςανατολιςμζνθ) διαδρομι so=v1,v2,…,vr=si ζτςι ϊςτε 

για κάκε k να είναι

• Αν υπάρχει τζτοια διαδρομι, ζςτω δ θ αφξθςθ τθσ ροισ 

που μπορεί να επιτευχκεί

0  xή  0xc k1,k1kk,1kk,  
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Αλγόριθμοσ Επίλυςησ (Ford-
Fulkerson)

1. Βρεσ μία εφικτι ροι (xij) με τιμι z (i,jV)
2. Βρεσ μια αυξανόμενθ διαδρομι (augmenting path) P.

Αν δεν υπάρχει τζτοια διαδρομι, θ λφςθ είναι βζλτιςτθ.
Διαφορετικά, πιγαινε ςτο βιμα 3.

3. Ζςτω δ θ μζγιςτθ εφικτι αφξθςθ ροισ

Αφξθςε τθ ροι κατά μικοσ τθσ διαδρομισ ωσ εξισ:

Σότε (x′ij) είναι μία εφικτι ροι με τιμι z′=z+δ (i,jV)

4. Πιγαινε ςτο βιμα 2










Pi)(j, αν ,x

Pj)(i, αν  ,x
x

ij

ij

ij



10Σίτλοσ Ενότθτασ

Αλγόριθμοσ Ford-
Fulkerson/παρατήρηςη

• Όταν κινοφμαςτε αντίκετα με τθ φορά τθσ ακμισ, ουςιαςτικά 
μειϊνουμε τθ ροι

• Θ μείωςθ αυτι μασ δίνει τθ δυνατότθτα να αναιρζςουμε 
προθγοφμενεσ ροζσ

• Παράδειγμα:

• ΢υνολικι ροι=1 ΢υνολικι ροι=2
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Αυξανόμενη Διαδρομή

• Μία διαδρομι so=v1,v2,…,vr=si ζτςι ϊςτε:

― Να μποροφμε να αυξιςουμε τθ ροι κινοφμενοι ςφμφωνα 
με τον προςανατολιςμό τθσ ακμισ

― Να μποροφμε να μειϊςουμε τθ ροι που ζχουμε ιδθ 
ςτείλει όταν κινοφμαςτε αντίκετα με τον προςανατολιςμό 
τθσ ακμισ
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Αυξανόμενη Διαδρομή/2

• Ζςτω ότι ςε κάποια επανάλθψθ ζχουμε τθν εξισ κατάςταςθ

• (΢ε κάκε ακμι ο πρϊτοσ αρικμόσ παριςτάνει τθν 
εναπομζνουςα δυναμικότθτα και ο δεφτεροσ τθ ροι)

• Αυξανόμενθ διαδρομι Ο-Γ-Ε-Β-Δ-Σ με δυναμικότθτα 2
• (΢τθν ακμι ΒΕ μπορϊ να κινθκϊ αντίκετα με τον 

προςανατολιςμό  γιατί υπάρχει ιδθ ροι)
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Αυξανόμενη Διαδρομή/3

• Θ νζα κατάςταςθ είναι:

• (΢υνολικι ροι μζχρι ςτιγμισ 12 μονάδεσ)

Ο

Α

Β

Γ

Γ

Δ

Τ

5/3

0/7

2/2

0/3

0/4

1/0

2/0
2/3

2/7

1/5

1/0

2/2



14Σίτλοσ Ενότθτασ

Βζλτιςτη Λφςη

Παρατιρθςθ:  Θ μζγιςτθ ροι ιςοφται με 14 μονάδεσ.
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Θεώρημα Μζγιςτησ Ροήσ – Ελάχιςτησ 
Ακμήσ

• Σομι

– Ζςτω ζνα οποιοδιποτε ςφνολο κόμβων Α, το οποίο 
περιζχει τον τελικό κόμβο αλλά δεν περιζχει τον αρχικό.

– Σο ςφνολο ακμϊν (v,w) για τισ οποίεσ vA και wA
λζγεται τομή (cut)

– Εναλλακτικόσ οριςμόσ: Σομι είναι κάκε ςφνολο ακμϊν 
που περιζχουν τουλάχιςτον μία ακμι από κάκε διαδρομι 
που ξεκινά από τον αρχικό κόμβο και καταλιγει ςτον 
τελικό

• Πρακτικά

– Σομι είναι κάκε ςφνολο ακμϊν, οι οποίεσ αν αφαιρεκοφν 
από το γράφθμα αποςυνδζεται ο αρχικόσ από τον τελικό 
κόμβο
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Θεώρημα Μζγιςτησ Ροήσ – Ελάχιςτησ 
Ακμήσ / 2

• Δυναμικότθτα τομισ

– Σο άκροιςμα τθσ δυναμικότθτασ των ακμϊν που τθν 
αποτελοφν

• Θεϊρθμα (Max Flow – Min Cut)

– ΢ε ζνα δίκτυο με ζνα αρχικό και ζνα τελικό κόμβο, θ 
μζγιςτθ ροι ιςοφται με τθν ελάχιςτθ δυναμικότθτα τομισ

• Παρατιρθςθ

– Σα δφο προβλιματα είναι δυϊκά μεταξφ τουσ
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Σο Πρόβλημα Ροήσ Ελαχίςτου 
Κόςτουσ

• Δεδομζνα

– cij το κόςτοσ ανά μονάδα ροισ κατά μικοσ τθσ ακμισ (i, j)

– uij θ δυναμικότθτα (μζγιςτθ ροι) κατά μικοσ τθσ ακμισ (i, j)

– bi θ κακαρι ροι που δθμιουργείται ςτον κόμβο i

• Παρατιρθςθ: Είναι

– bi>0 αν ο κόμβοσ i είναι κόμβοσ προςφοράσ

– bi<0 αν ο κόμβοσ i είναι κόμβοσ ηιτθςθσ

– bi=0 αν ο κόμβοσ i είναι ενδιάμεςοσ κόμβοσ

• Ηθτοφμενο: Να διοχετευτεί όλθ θ προςφερόμενθ 
ποςότθτα διαμζςου του δικτφου με το ελάχιςτο δυνατό 
κόςτοσ
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Μορφοποίηςη ωσ ΓΠ
• Μεταβλθτζσ

– xij θ ροι κατά μικοσ τθσ ακμισ (i, j)

• Αντικειμενικι ςυνάρτθςθ (ελαχιςτοποίθςθ κόςτουσ)

• Περιοριςμοί

για κάθε κόμβο i

(ροι από τον κόμβο - ροι προσ τον κόμβο = κακαρι ροι)

για κάθε ακμή (i, j)
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Παράδειγμα
• Δφο εργοςτάςια Ε1 και Ε2 τροφοδοτοφν δφο αποκικεσ Α1 

και Α2. Οι παραγόμενεσ ποςότθτεσ ςτα εργοςτάςια, οι 

ηθτοφμενεσ ποςότθτεσ ςτισ αποκικεσ και το δίκτυο 

διανομισ φαίνονται παρακάτω:

Δ1

Δ2

ΚΓ

Α1

Α2

€200/τεμ 10 τεμ

€100/τεμ

80 τεμ
€300/τεμ

€400/τεμ

€900/τεμ

€200/τεμ
€300/τεμ

Παραγωγή 
50 τεμ

Παραγωγή 
40 τεμ

Ηήτηςη 
30 τεμ

Ηήτηςη 
60 τεμ
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Παρατηρήςεισ

• Για να ζχει το πρόβλθμα εφικτι λφςθ πρζπει 

• Αν οι προςφερόμενεσ και ηθτοφμενεσ ποςότθτεσ (bi) κακϊσ και οι 
δυναμικότθτεσ (uij) είναι ακζραιοι αρικμοί, τότε ςε κάκε βαςικι 
εφικτι λφςθ (άρα και ςτθ βζλτιςτθ) όλεσ οι μεταβλθτζσ είναι 
ακζραιεσ

• Σα παρακάτω προβλιματα μορφοποιοφνται ωσ προβλιματα ροισ 
ελαχίςτου κόςτουσ

– Σο πρόβλθμα μεταφοράσ

– Σο πρόβλθμα ςυντομότερθσ διαδρομισ

– Σο πρόβλθμα μζγιςτθσ ροισ
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i 
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΢υντομότερη Διαδρομή ωσ MCFP

• Μεταςχθματιςμόσ:

– cij=dij θ απόςταςθ τθσ ακμισ (i, j)

– uij =1 για κάκε ακμι (i, j)

– bO=1 για τον αρχικό κόμβο

– bD=‒1 για τον τελικό κόμβο

– bi=0 για όλουσ τουσ υπόλοιπουσ κόμβουσ
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Μζγιςτη Ροή ωσ MCFP

• Μεταςχθματιςμόσ:

– Προςκζτουμε (εικονικι) ακμι (D,O) από το τζλοσ προσ τθν 
αρχι

– cij=0 για κάκε ακμι (i, j) εκτόσ τθσ εικονικισ

– cDO=‒1 για  τθν εικονικι ακμι (D, O)

– uij : δυναμικότθτα τθσ ακμισ (i, j)

– uij =+ για τθν εικονικι ακμι (D, O)

– bi=0 για όλουσ τουσ κόμβουσ



Σζλοσ Ενότθτασ
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Χρηματοδότηςη
• Σο παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτo πλαίςιo του 

εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα.

• Σο ζργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα ςτο Πανεπιςτήμιο Πατρών» 
ζχει χρθματοδοτιςει μόνο τθν αναδιαμόρφωςθ του εκπαιδευτικοφ 
υλικοφ. 

• Σο ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ Προγράμματοσ 
«Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και ςυγχρθματοδοτείται από τθν 
Ευρωπαϊκι Ζνωςθ (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Σαμείο) και από εκνικοφσ 
πόρουσ.



΢ημειώματα
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΢ημείωμα Ιςτορικοφ Εκδόςεων Ζργου

Σο παρόν ζργο αποτελεί τθν ζκδοςθ 1.0.  
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΢ημείωμα Αναφοράσ

Copyright Πανεπιςτιμιο Πατρϊν, Γιάννθσ Γιαννίκοσ 2015. «Σεχνικζσ 
Ανάλυςθσ Διοικθτικϊν Αποφάςεων. Άλλα προβλιματα ςε γραφιματα». 
Ζκδοςθ: 1.0. Πάτρα 2015. Διακζςιμο από τθ δικτυακι 
διεφκυνςθ:https://eclass.upatras.gr/courses/BMA417/.
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΢ημείωμα Αδειοδότηςησ
Σο παρόν υλικό διατίκεται με τουσ όρουσ τθσ άδειασ χριςθσ Creative Commons 
Αναφορά, Μθ Εμπορικι Χριςθ Παρόμοια Διανομι 4.0 *1+ ι μεταγενζςτερθ, Διεκνισ 
Ζκδοςθ.   Εξαιροφνται τα αυτοτελι ζργα τρίτων π.χ. φωτογραφίεσ, διαγράμματα 
κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριζχονται ςε αυτό και τα οποία αναφζρονται μαηί με τουσ 
όρουσ χριςθσ τουσ ςτο «΢θμείωμα Χριςθσ Ζργων Σρίτων».                     

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/ 

Ωσ Μη Εμπορική ορίηεται θ χριςθ:
• που δεν περιλαμβάνει άμεςο ι ζμμεςο οικονομικό όφελοσ από τθν χριςθ του ζργου, για 

το διανομζα του ζργου και αδειοδόχο
• που δεν περιλαμβάνει οικονομικι ςυναλλαγι ωσ προχπόκεςθ για τθ χριςθ ι πρόςβαςθ 

ςτο ζργο
• που δεν προςπορίηει ςτο διανομζα του ζργου και αδειοδόχο ζμμεςο οικονομικό όφελοσ 

(π.χ. διαφθμίςεισ) από τθν προβολι του ζργου ςε διαδικτυακό τόπο

Ο δικαιοφχοσ μπορεί να παρζχει ςτον αδειοδόχο ξεχωριςτι άδεια να χρθςιμοποιεί το ζργο για 
εμπορικι χριςθ, εφόςον αυτό του ηθτθκεί.

[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

