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2 Τίτλος Ενότητας 

Σκοποί  ενότητας 

• Σκοπός της ενότητας είναι να ολοκληρώσει 
την επίλυση της ακτινικής εξίσωσης για το 
άτομο του υδρογόνου και να δώσει την 
ολοκληρωμένη μορφή της κυματοσυνάρτησης. 



3 Τίτλος Ενότητας 

Περιεχόμενα ενότητας 

• Επίλυση ακτινικής εξίσωσης 

• Η κυματοσυνάρτηση του ατόμου του 
υδρογόνου 



4 Τίτλος Ενότητας 

Εξίσωση δυναμοσειράς 

• Για να βρούμε τις ιδιοσυναρτήσεις 𝑢𝑛𝑙(𝑟) μπορούμε 
να «προσποιηθούμε» ότι η δυναμοσειρά 𝑓(𝑟) δεν 
γνωρίζουμε ότι είναι πεπερασμένη, όπως 
αποδείχθηκε στην προηγούμενη ενότητα και να 
γράψουμε ότι 𝑢 𝑟 = 𝑒−𝛾𝑟𝑟𝑙+1𝑓 𝑟 , όπου 𝑓(𝑟) 
είναι γενικά μια απειροσειρά. 

• Αντικαθιστώντας στην εξίσωση 

𝑢′′ + 2𝐸 +
2

𝑟
−

𝑙 𝑙+1

𝑟2
𝑢 = 0 την γενική έκφραση 

𝑢 𝑟 = 𝑒−𝛾𝑟𝑟𝑙+1𝑓 𝑟 , καταλήγουμε στην εξίσωση 

𝑟𝑓′′ + 2 𝑙 + 1 − 𝛾𝑟 𝑓′ + 2 1 − 𝛾 𝑙 + 1 𝑓 = 0. 



5 Τίτλος Ενότητας 

Συναφή εξίσωση Laguerre 

• Πολλαπλασιάζουμε την τελευταία σχέση με 
1

2𝛾
 κι έτσι παίρνουμε 

2𝛾𝑟
𝑑2𝑓

𝑑(2𝛾𝑟)2
+ 2 𝑙 + 1 − 𝛾𝑟

𝑑𝑓

𝑑(2𝛾𝑟)
+

2

2𝛾
1 − 𝛾 𝑙 + 1 𝑓 = 0. 

• Αντικαθιστούμε με 𝛾 =
1

𝑛
 και 𝑤 = 2𝛾𝑟. Καταλήγουμε στην 

εξίσωση 

𝑤
𝑑2𝑓

𝑑𝑤2 + 2𝑙 + 2 − 𝑤
𝑑𝑓

𝑑𝑤
+

1

𝛾
− 𝑙 + 1 𝑓 = 0 ⇒ 

𝑤𝑓′′ + 2𝑙 + 1 + 1 − 𝑤 𝑓′ + 𝑛 + 𝑙 − 2𝑙 + 1 𝑓 = 0. 

• Η εξίσωση αυτή είναι ουσιαστικά η συναφή εξίσωση Laguerre, 
δηλ. η εξίσωση της μορφής: 

𝑤𝑓′′ + 𝑁 + 1 − 𝑤 𝑓′ + 𝑘 − 𝑁 𝑓 = 0. 

 
 

 

 

  



6 Τίτλος Ενότητας 

Λύση εξίσωσης Laguerre 

• Οι λύσεις είναι τα συναφή πολυώνυμα Laguerre  

𝐿𝐾
𝑁 𝑤 =

𝑑𝑁

𝑑𝑤𝑁 𝐿𝐾(𝑤) με 𝐿𝐾 𝑤 = 𝑒𝑤
𝑑𝐾

𝑑𝑤𝐾 𝑟𝐾𝑒−𝑤 . 𝐿𝐾 είναι τα πολυώνυμα 
Laguerre. 

• Για την δική μας περίπτωση  

𝑓 𝑤 = 𝐿𝑛+𝑙
2𝑙+1 𝑤 . 

• Τελικά 𝑢 𝑟 = 𝑒−𝛾𝑟𝑟𝑙+1𝐿𝑛+𝑙
2𝑙+1 2𝛾𝑟 . Άρα  

𝑅 𝑟 =
𝑢(𝑟)

𝑟
⟹ 𝑅𝑛𝑙 𝑟 = 𝑁𝑛𝑙𝑟

𝑙𝑒−
𝑟
𝑛𝐿𝑛+𝑙

2𝑙+1 2𝑟

𝑛
. 

𝑁𝑛𝑙 είναι η σταθερά κανονικοποίησης. 

 

 

 

  



7 Τίτλος Ενότητας 

Η κυματοσυνάρτηση του ατόμου του 
υδρογόνου 

• Άρα η κυματοσυνάρτηση του ατόμου του 
υδρογόνου είναι  

𝜓𝑛𝑙𝑚 𝑟, 𝜃, 𝜑 = 𝑁𝑙𝑚𝑟
𝑙𝑒−

𝑟
𝑛𝐿𝑛+𝑙

2𝑙+1 2𝑟

𝑛
𝑌𝑙𝑚 𝜃, 𝜑 . 

• Εδώ το 𝑟 είναι αριθμός. Αν επιθυμούμε να έχει 
μονάδες, διαιρούμε με 𝑟0. 



8 Τίτλος Ενότητας 

Η θεμελιώδης και η πρώτη διεγερμένη 
κατάσταση  

• Η θεμελιώδης κατάσταση είναι για 𝑛 = 1. Άρα 𝑙 = 0 και 𝑚 = 0. 

• Επομένως 𝜓100 = 𝑅10𝑌00 = 2𝑟0
−
3

2𝑒
−

𝑟

𝑟0
1

4𝜋
. 

• Η πρώτη διεγερμένη είναι για 𝑛 = 2. Άρα 𝑙 = 0,1 και 𝑚 = 0,±1. 

• Επομένως στην πρώτη διεγερμένη αντιστοιχούν τέσσερις καταστάσεις.  

𝜓200 = 𝑅20𝑌00 =
1

2𝑟0
3
(1 −

𝑟

2𝑟0
)𝑒

−
𝑟
2𝑟0

1

4𝜋
 

𝜓210 = R20𝑌10 =
1

6𝑟0
3

𝑟

2𝑟0
𝑒
−

𝑟
2𝑟0

3

4𝜋
𝑐𝑜𝑠𝜃 

𝜓21±1 = 𝑅21𝑌1±1 =
1

2𝜋
𝑒±𝑖𝜑

3

2
𝑠𝑖𝑛𝜃

1

2 6𝑟0
3
2

𝑟

𝑟0
𝑒
−
𝑟
𝑟0𝑒

−
𝑟
2𝑟0 



9 Τίτλος Ενότητας 

Φαινόμενο Zeeman 

• Όταν εφαρμόζεται εξωτερικό πεδίο, φασματικές 
γραμμές (όπως της μετάβασης 𝑛 = 3 → 2 του 
ατόμου του υδρογόνου) διαχωρίζονται σε 
πολλαπλές φασματικές γραμμές. 

• Ο διαχωρισμός αποδίδεται στην αλληλεπίδραση του 
μαγνητικού πεδίου και την μαγνητική διπολική ροπή 
που σχετίζεται με την στροφορμή. Απουσία 
μαγνητικού πεδίου, όπως ξέρουμε, η ενέργεια 
εξαρτάται μόνο από τον κβαντικό αριθμό 𝑛 και 
έχουμε εκπομπή ακτινοβολίας σ’ ένα μοναδικό 
μήκος κύματος κάθε φορά. 



Τέλος Ενότητας 



11 Τίτλος Ενότητας 

Χρηματοδότηση 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Αθηνών» 
έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού 
υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους. 



12 Τίτλος Ενότητας 

Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright Πανεπιστήμιο Πατρών,Ανδρέας Τερζής ,2014. Ανδρέας Τερζής . 
«Κβαντική Φυσική Ι. Επίλυση της ακτινικής εξίσωσης του ατόμου του 
υδρογόνου». Έκδοση: 1.0. Πάτρα 2014. Διαθέσιμο από τη δικτυακή 
διεύθυνση: https://eclass.upatras.gr/courses/PHY1957/ 

 

 

https://eclass.upatras.gr/courses/PHY1957/


13 Τίτλος Ενότητας 

Σημείωμα Αδειοδότησης 
Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 
Αναφορά, Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής 
Έκδοση.   Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα 
κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους 
όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων».                      

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  
 
Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 
• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για 

το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 
• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση 

στο έργο 
• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος 

(π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 
 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για 
εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 

[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

