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2 Τίτλος Ενότητας 

Σκοποί  ενότητας 

• Σκοπός της ενότητας είναι να παραθέσει την 
αλγεβρική θεωρία της στροφορμής. 
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Περιεχόμενα ενότητας 

• Η εξίσωση ιδιοτιμών για τον τελεστή 𝑙2. 

• Οι τελεστές αναβίβασης και καταβίβασης 
𝑙+, 𝑙−. 
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Ο τελεστής 𝑙2 

• Ισχύει ότι 𝑙2 = 𝑙𝑥
2 + 𝑙𝑦
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Εξίσωση ιδιοτιμών για τον 𝑙2 

• Στην προηγούμενη ενότητα, λύσαμε το πρόβλημα ιδιοτιμών για τον 𝑙𝑧 . 
Είπαμε ότι 𝑙𝑧Φ φ = mℏΦ φ , με Φ φ = 𝑒𝑖𝑚𝜑. 

• Τότε η (1) παίρνει την μορφή  

−ℏ2
1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
−

𝑚2

𝑠𝑖𝑛2𝜃
= Λ 

• Ο Λ είναι ένας νέος τελεστής. Το πρόβλημα ιδιοτιμών του είναι 
ουσιαστικά λυμένο, καθώς αποτελεί το μέρος της χαμιλτονιανής του 
ατόμου του υδρογόνου, που εξαρτάται από το 𝜃. Δηλ. 

ΛΘ θ = ℏ2𝑙 𝑙 + 1 Θ(θ) 

• Συμπεραίνουμε από τα παραπάνω ότι οι κοινές ιδιοσυναρτήσεις των 𝑙2 
και 𝑙𝑧 είναι οι σφαιρικές αρμονικές, δηλ. 

𝑙2𝑌𝑙𝑚 𝜃, 𝜑 = ℏ2𝑙(𝑙 + 1)𝑌𝑙𝑚 𝜃, 𝜑  
𝑙𝑧𝑌𝑙𝑚 𝜃, 𝜑 = 𝑚ℏ𝑌𝑙𝑚 𝜃, 𝜑  

• Θυμίζουμε ότι οι τελεστές 𝑙2, 𝑙𝑧 μπορούν να μετρηθούν ταυτόχρονα. 



6 Τίτλος Ενότητας 

Οι τελεστές 𝑙+, 𝑙− 

• Θυμίζουμε τις μεταθετικές σχέσεις 

𝑙𝑥, 𝑙𝑦 = 𝑖𝑙𝑧, 𝑙𝑦 , 𝑙𝑧 = 𝑖𝑙𝑥, 𝑙𝑧, 𝑙𝑥 = 𝑖𝑙𝑦 

• Έχουμε θεωρήσει ℏ = 1. 

• Η αλγεβρική θεωρία της στροφορμής έχει παρόμοια λογική με αυτήν του 
αρμονικού ταλαντωτή. 

• Ξεκινάμε από την παρατήρηση ότι  

𝑙2 = 𝑙𝑥
2 + 𝑙𝑦

2 + 𝑙𝑧
2 = 𝑙𝑥 + 𝑖𝑙𝑦 𝑙𝑥 − 𝑖𝑙𝑦 + 𝑙𝑧

2. 

• Αυτή η ισότητα ισχύει αν τα 𝑙𝑥, 𝑙𝑦 , 𝑙𝑧 ήταν πραγματικοί αριθμοί. Αν τα 
θεωρήσουμε τελεστές, πρέπει να είμαστε πιο προσεχτικοί. 

• Ορίζουμε δύο νέους τελεστές τους 𝑙+ = 𝑙𝑥 + 𝑖𝑙𝑦 , 𝑙− = 𝑙𝑥 − 𝑖𝑙𝑦. 

• Βρίσκουμε ότι  

𝑙𝑧, 𝑙+ = 𝑙𝑧, 𝑙𝑥 + 𝑖𝑙𝑦 = 𝑙𝑧, 𝑙𝑥 + 𝑖 𝑙𝑧, 𝑙𝑦 = 𝑖𝑙𝑦 + 𝑙𝑥 = 𝑙+ και 𝑙𝑧, 𝑙− = −𝑙−, 

𝑙+𝑙− = 𝑙𝑥 + 𝑖𝑙𝑦 𝑙𝑥 − 𝑖𝑙𝑦 = 𝑙𝑥
2 + 𝑙𝑦

2 − 𝑖 𝑙𝑥𝑙𝑦 − 𝑙𝑦𝑙𝑥 = 𝑙2 − 𝑙𝑧
2 + 𝑙𝑧. 
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Η δράση των τελεστών 𝑙+, 𝑙− 

• Γράφουμε τις εξισώσεις ιδιοτιμών των 𝑙2, 𝑙𝑧 στον συμβολισμό 
Dirac: 𝑙2 𝑙, 𝑚 = 𝑙 𝑙 + 1 𝑙,𝑚 , 𝑙𝑧 𝑙, 𝑚 = 𝑚 𝑙,𝑚 ,  

 όπου |𝑙,𝑚 = 𝑌𝑙𝑚. 

• 𝑙+ 𝑙, 𝑚 = 𝑙𝑧, 𝑙+ 𝑙, 𝑚 = 𝑙𝑧𝑙+|𝑙, 𝑚 − 𝑙+𝑙𝑧|𝑙, 𝑚 ⇒ 
𝑙𝑧 𝑙+|𝑙, 𝑚 = (𝑚 + 1)(𝑙+|𝑙, 𝑚 ) 

• Άρα 𝑙+|𝑙,𝑚 = C|𝑙,𝑚 + 1 . Είναι ο τελεστής αναβιβασμού, 
διότι αυξάνει το 𝑚 κατά ένα. 

• Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε ότι 𝑙−|𝑙, 𝑚 = D|𝑙,𝑚 − 1 . 

Να θυμίσουμε τον περιορισμό 𝑚 ≤ 𝑙. 

 O 𝑙− είναι λοιπόν ο τελεστής υποβιβασμού. Οι 𝐶, 𝐷 είναι 
σταθερές που θα προσδιοριστούν στην συνέχεια. 
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Προσδιορισμός σταθερών 𝐶, 𝐷. 

• Έχουμε 𝑙+|𝑙, 𝑚 = C|𝑙,𝑚 + 1  και  

 𝑙,𝑚|(𝑙+)+ = 𝐶+ 𝑙, 𝑚 + 1|. Άρα  

• 𝑙,𝑚 𝑙−𝑙+ 𝑙, 𝑚 = 𝐶2. 

• Επίσης, 𝑙−𝑙+ = 𝑙2 − 𝑙𝑧
2 − 𝑙𝑧 

• Επομένως 𝑙−𝑙+ 𝑙, 𝑚 = 𝑙2 − 𝑙𝑧
2 − 𝑙𝑧 𝑙, 𝑚 = 

𝑙 𝑙 + 1 − 𝑚2 − 𝑚 |𝑙,𝑚  

• Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι 𝐶 = 𝑙 𝑙 + 1 − 𝑚(𝑚 + 1). 

• Με την ίδια λογική βρίσκουμε ότι 
𝐷 = 𝑙 𝑙 + 1 − 𝑚(𝑚 − 1). 
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Τελικές εκφράσεις 

• Άρα εν τέλει θα έχουμε 

𝑙+|𝑙,𝑚 = 𝑙 𝑙 + 1 − 𝑚 𝑚 + 1 |𝑙,𝑚 + 1  

𝑙−|𝑙,𝑚 = 𝑙 𝑙 + 1 − 𝑚 𝑚 − 1 |𝑙,𝑚 − 1  



Τέλος Ενότητας 
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Χρηματοδότηση 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Αθηνών» 
έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού 
υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους. 
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Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright Πανεπιστήμιο Πατρών,Ανδρέας Τερζής ,2014. Ανδρέας Τερζής . 
«Κβαντική Φυσική Ι. Θεωρία στροφορμής». Έκδοση: 1.0. Πάτρα 2014. 
Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 
https://eclass.upatras.gr/courses/PHY1957/ 

 

 

https://eclass.upatras.gr/courses/PHY1957/
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Σημείωμα Αδειοδότησης 
Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 
Αναφορά, Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής 
Έκδοση.   Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα 
κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους 
όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων».                      

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  
 
Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 
• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για 

το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 
• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση 

στο έργο 
• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος 

(π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 
 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για 
εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 

[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

