
ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ 

Ολοκληρώματα Gauss, Ι2n = ∫ x2n∞

−∞
e−λ∙x2

dx =
1∙3∙…(2n−1)

(2λ)n  Ι0, όπου Ι0 = ∫ dx
∞

−∞
e−λ∙x2

= √
π

λ
. 

Εσωτερικό γινόμενο, (Ψ(x), Φ(x)) ≡ ∫ Ψ∗(x)
∞

−∞
Φ(x) dx.  

Ιδιότητα, (c1Ψ1 + c2Ψ2, d1Φ1 + d2Φ2) = c1
∗d1(Ψ1, Φ1) + c1

∗d2(Ψ1, Φ2) + c2
∗d1(Ψ2, Φ1) + c2

∗d2(Ψ2, Φ2) 

Συζυγής τελεστή, (Α̂+Ψ, Φ) ≡ (Ψ, Α̂Φ). Ιδιότητες, (Α̂ + Β̂)
+

=  Α̂+ + Β̂+   και  (Α̂Β̂)
+

=  Β̂+Α̂+. 

Ερμητιανός τελεστής, (Α̂Ψ, Φ) ≡ (Ψ, Α̂Φ). Μέση τιμή 〈Ŵ〉(t) = (Ψ(x, t), ŴΨ(x, t)). 

Μεταθέτης, [Α̂, Β̂] ≡ Α̂Β̂ − Β̂Α̂. Ιδιότητες, [Α̂, Β̂ + Ĉ] = [Α̂, Β̂] + [Α̂, Ĉ] και  [Α̂, Β̂Ĉ] = Β̂[Α̂, Ĉ] + [Α̂, B̂]Ĉ. 

Ισχύουν [x̂, p̂x] = [ŷ, p̂y] = [ẑ, p̂z] = iħ και iħ d〈Ŵ〉(t)

dt
= 〈[W,̂ Ĥ]〉 (απλή εφαρμογή d

〈x̂〉(t)

dt
= 〈p̂x〉). 

Σχέσεις αβεβαιότητας, (ΔΑ̂)(ΔΒ̂) ≥
1

2
|〈[Α̂, Β̂]〉|. 

Χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrödinger ĤΨ(x, t) = iħ
∂Ψ(x,t)

∂t
. Τελεστής  Ĥ = −

ħ2

2m

d2

dx2 + V(x)  

Χρονοανεξάρτητη εξίσωση Schrödinger ή πρόβλημα (διακριτών) ιδιοτιμών ενέργειας, Ĥψn(x) = Εnψn(x). 

Σχέσεις ορθοκανονικότητας, (ψn(x), ψm(x)) = δnm 

[0, L]απειρόβαθο πηγάδι δυναμικού (Α.Π.Δ.), Εn =
ħ2π2

2mL2 n2, ψn(x)√
2

L
sin (

nπx

L
) Θ(x)Θ(L − x) , n = 1,2,3.. 

Καταστάσεις υπέρθεσης τελεστή Χαμιλτονιανής, Ψ(x, t) = ∑ cnn ψn(x)e−iEnt/ħ, με cn = (ψn(x), Ψ(x, t = 0)).  

Για οποιονδήποτε τελεστή (W)̂, με Ŵun = wnun, Ψ(x, t) = ∑ dn(t)n un, dn = (un, Ψ(x, t)) και . 〈Ŵ〉(t) = ∑ |dn(t)|2
n wn. 

Σύστημα δύο ενεργειακών καταστάσεων, Ψ(x, t) = |ca|eiφαβe−iEat/ħψα(x) + |cβ|e−iEβt/ħψβ(x). 

Μέση τιμή 〈Ŵ〉 = |ca|2Wαα + |cβ|
2

Wββ + 2|ca||cβ||Wβα|cos (ωt + φαβ + δβα
W ),  με Wβα ≡ (ψβ, Ŵψa) = |Wβα|eiδβα

W

. 

Με τα στοιχεία Wβα κάνουμε αναπαράσταση οποιουδήποτε τελεστή σε μορφή πίνακα. 

Φορμαλισμός Dirac. 

Ĥ|n⟩ = Εn |n⟩ , |Ψ(x, t)⟩ = ∑ cnn e−iEnt/ħ |n⟩, cn =< n|Ψ(x, t) >. 

Αν  Ĥ = ε(|1 >< 1| + |2 >< 2|) + iδ(|1 >< 2| − |2 >< 1|) ⇒ 

Η̂|1 >= ε|1 > −iδ|2 > και  Η̂|2 >= ε|2 > +iδ|1 > 

Ενώ υπό μορφή πίνακα με βάση τις ιδιοκαταστάσεις |1⟩, |2⟩ η Χαμιλτονιανή είναι [ ε iδ
−iδ ε

] 

Ιδιοσυναρτήσεις ορμής p̂ψ(x; p) = pψ(x; p)), ψ(x; p) =
1

√2πħ
eipx/ħ, με p ∈  (−∞, ∞). 

Σχέσεις ορθοκανονικότητας, (ψ(x; p), ψ(x; p′)) = δ(p − p′). 

Πρόβλημα (συνεχών) ιδιοτιμών ενέργειας, Ĥψ(x; k) = E(k)ψ(x; k). Στο ελεύθερο σωμάτιο, ενέργεια και ορμή έχουν ίδιες 
ιδιοσυναρτήσεις.  

Η υπέρθεση τους είναι τα κυματοπακέτα, Ψ(x, t) = ∫ dp c(p) ψ(x; p) e−iE(p)t//ħ 
∞

−∞
, με c(p) = (ψ(x; p), Ψ(x, t = 0)). 

Τριγωνομετρικές ταυτότητες, sin(2θ) = 2sin(θ)cos (θ) και cos(2θ) = cos2(θ) − sin2(θ). 



Tετραγωνικό πηγάδι δυναμικού, εύρους 2𝐿 και βάθους 𝑉0, 𝑐𝑜𝑠(𝜃) =
𝜃

𝜆
+

𝑛𝜋

2𝜆
, με  λ = 𝐿√

2𝑚𝑉0

ħ2 . 

Ασυνέχεια παραγώγου κυματοσυνάρτησης σε δυναμικό 𝑉(𝑥) = ±𝑔𝛿(𝑥 − 𝑥0), dΨ(x=𝑥0
+)

𝑑𝑥
−  

dΨ(x=𝑥0
−)

𝑑𝑥
= ±

2𝑚𝑔

ħ2 Ψ(𝑥 = 𝑥0). 

Ορθογώνιο φράγμα, εύρους 𝐿 και ύψους 𝑉0, με 𝛦 > 𝑉0 𝑅 =
(𝑈0𝑠𝑖𝑛𝑘′𝐿)2

(𝑈0𝑠𝑖𝑛𝑘′𝐿)2+(2𝑘𝑘′)2, με 𝑈0 =
2𝑚𝑉0

ħ2 , 𝑘2 =
2𝑚𝐸

ħ2  και 𝑘′2 =
2𝑚(𝐸−𝑉0)

ħ2  

Στον Κ.Α.Τ.,Φ.Σ.Μ. με Ε0 = ħ𝜔 και 𝑥0 = √
ħ

𝑚𝜔
 . 𝜓0 = (

1

𝜋
)

(1/4)

 𝑒− 
𝑥2

2 , 𝜓1 = (
4

𝜋
)

(1/4)

 𝑥 𝑒− 
𝑥2

2  και 𝜓2 = (
1

4𝜋
)

(1/4)

 (2 𝑥2 − 1) 𝑒− 
𝑥2

2 . 

Τελεστές α̂ =
𝑥̂+𝑖𝑝

√2
, 𝑎̂† =

𝑥̂−𝑖𝑝

√2
. α̂|𝑛 >= √𝑛|𝑛 − 1 >, 𝑎̂†|𝑛 >= √𝑛 + 1|𝑛 + 1 >.  

Αλγεβρική θεωρία στροφορμής (Φ.Σ.Μ, ħ = 1), 𝑙± ≡ 𝑙𝑥 ± 𝑖𝑙𝑦, 𝑙𝑧|𝑙, 𝑚 ≥ 𝑚|𝑙, 𝑚 > , 𝑙2|𝑙, 𝑚 ≥ 𝑙(𝑙 + 1)|𝑙, 𝑚 > και 

 𝑙±|𝑙, 𝑚 ≥ √𝑙(𝑙 + 1) − 𝑚(𝑚 ± 1)|𝑙, 𝑚 ± 1 >. 

Άτομο υδρογόνου,Φ.Σ.Μ., κυματοσυνάρτηση, 𝛹𝑛𝑙𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝛮𝑛𝑙𝑚  𝑟𝑙 𝑒−𝑟/𝑛  𝐿𝑛+𝑙
2𝑙+1 (

2𝑟

𝑛
) 𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑), με 𝐿𝐾

𝑁 (𝑤) =
𝑑𝑁

𝑑𝑤𝑁 𝐿𝐾 (𝑤),  

𝐿𝐾 (𝑤) = 𝑒𝑤 𝑑𝐾

𝑑𝑤𝐾
(𝑤𝐾𝑒−𝑤), 𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑) = √

2𝑙+1

4𝜋

(𝑙−𝑚)!

(𝑙+𝑚)!
𝑃𝑙𝑚(𝜃)𝑒𝑖𝑚𝜑 , 𝑃𝑙𝑚(𝑥) = (−1)𝑚(1 − 𝑥2)

𝑚

2
𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚 𝑃𝑙(𝑥), 𝑃𝑙(𝑥) =
1

𝑙! 2𝑙

𝑑𝑙

𝑑𝑥𝑙
(𝑥2 − 1)𝑙. 

Ισχύει ∫ 𝑟𝑛  𝑒−𝜆𝑟𝑑𝑟
∞

0
=  

𝑛!

𝜆𝑛+1.    

Χρήσιμες φυσικές σταθερές, ħ~10−34𝐽𝑠, 𝑚~10−30𝑘𝑔 και 𝑒 = 1.6 × 10−19𝐶. 

 


