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Άσκηση 14 
Θεωρούµε κβαντικό σύστηµα δύο επιπέδων, δηλαδή έχουµε δύο ιδιοκαταστάσεις της 
ενέργειας, ĤΨ1=Ε1Ψ1 και ĤΨ2=Ε2Ψ2, τις οποίες δεν γνωρίζουµε. 
Ενώ για τον τελεστή Α, γνωρίζουµε τις ιδιοκαταστάσεις του, δηλαδή 
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(α) Να βρεθούν οι ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας. 
(β) Να βρεθεί πως εξελίσσεται χρονικά το σύστηµα και η µέση τιµή του τελεστή Α, 
αν το σύστηµα προέρχεται αρχικά από µια µέτρηση στην οποία το φυσικό µέγεθος 
που περιγράφει ο τελεστής Α, έχει τιµή b. 
(γ) Να βρεθεί πως εξελίσσεται χρονικά το σύστηµα και η µέση τιµή του τελεστή Α, 

αν η αρχική κατάσταση είναι 0 1 2( )
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Ψ =  

 
Λύση 
(α) Χρησιµοποιούµε τις ιδιοσυναρτήσεις Φ1,Φ2 του τελεστή Α, για να κάνουµε την 
αναπαράσταση του τελεστή της Χαµιλτονιανής.  
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Αν βρούµε τις ιδοσυναρτήσεις του τελεστή της Χαµιλτονιανής θα βρεθούν µε 
διαγωνοποίηση. Ο διαγώνιος πίνακας βρίσκεται από την συνθήκη det(Η-λΙ)=0. 

Αφού, 
ε
δ
⎡
⎢
⎣

δ
ε
⎤
⎥
⎦

– λ =⎢
⎣

⎡
0
1

⎥
⎦

⎤
1
0 ε λ

δ
−⎡

⎢
⎣

 
δ
ε λ

⎤
⎥− ⎦

 

 
Η σχέση det( -λΙ)=0 A

(ε-λ)2-δ2=0 
(ε-λ-δ)(ε-λ+δ)=0 

1λ ε δ= +  ή 2λ ε δ= −  
 

ιδιοτιµές 



άρα ο καινούριος διαγώνιος πίνακας είναι: 1
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και ΗΨ1=λ1Ψ1=(ε+δ)Ψ1
ΗΨ2=λ2Ψ2=(ε-δ)Ψ2

 
Τώρα θα βρω τις ιδιοσυναρτήσεις Ψ1 και Ψ2. Οι ιδιοσυναρτήσεις αυτές θα είναι 
γραµµικός συνδυασµός των ιδιοσυναρτήσεων της ενέργειας, δηλαδή 
Ψ1=d11Φ1+d12Φ2
Ψ2=d21Φ1+d222.  
Έτσι υπό µορφή στήλης τα ζητούµε ιδιοδιανύσµατα (εδώ έχουµε αναπαράσταση των 

ιδιοδιανυσµάτων µε στήλη) είναι 11
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Άρα για το πρώτο ιδιοδιάνυσµα, Ψ1 χρειάζεται να λύσω το αλγεβρικό σύστηµα: 
1ε λ

δ
−⎡

⎢
⎣

 
1

δ
ε λ

⎤
⎥− ⎦

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

12

11

d
d

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
0

1λ ε δ= +⎯⎯⎯→
δ

δ
−⎡
⎢
⎣

δ
δ
⎤
⎥− ⎦

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

12

11

d
d

= (3) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
0

Ενώ για το δεύτερο ιδιοδιάνυσµα, Ψ2 χρειάζεται να λύσω το αλγεβρικό σύστηµα: 
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Αν θέλουµε να είναι και ορθοκανονικές οι ιδιοσυναρτήσεις, θα πρέπει να ισχύει ότι: 
(Ψ1, Ψ1)= (d11Φ1+d12Φ2,d11Φ1+d12Φ2)=1 ⇒ 2 2
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o (4): δd21+δd22=0 → d21+d22=0 →  
Αλλά αφού (Ψ2,Ψ2)=1 

έχουµε 
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(β) Αφού το σύστηµα προέρχεται αρχικά από µια µέτρηση στην οποία το φυσικό 
µέγεθος που περιγράφει ο τελεστής Α, έχει τιµή b, έχουµε 0
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Έτσι η κυµατοσυνάρτηση που περιγράφει το σύστηµα ανα πάσα χρονική στιγµή είναι  
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Ενώ από τις σχέσεις  βρίσκω τα στοιχεία του πίνακα 1
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nmΑ , τώρα όµως µε 

αναπαράσταση ως προς τις ιδιοσυναρτήσεις της ενέργειας. Για παράδειγµα 
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Οι παραπάνω τιµές είναι ανεµενόµενες καθώς έχουµε  
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και από την προσθαφαίρεση των παραπάνω σχέσεων βρίσκουµε 
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Τώρα έχουµε  1 1c = , ενώ όλοι οι άλλοι συντελεστές µηδενίζονται. Έτσι έχουµε 
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Συµβολισµός Dirac 
Πολλές φορές για την αναπαράσταση των ιδιοδιανυσµάτων χρησιµοποιείται ο 

φορµαλισµός του Dirac.  

Στα πλαίσια αυτού του φορµαλισµού έχουµε τις εξής αντιστοιχίες: ixi →)(φ  και 

ixi →)(*φ , όπου )(xiφ  ιδιοδιανύσµατα κάποιου τελεστή που περιγράφει φυσικό 

µέγεθος.  

Το i  ονοµάζεται ket-ιδιοδιάνυσµα και το i  ονοµάζεται bra-ιδιοδιάνυσµα.  

Το εσωτερικό γινόµενο ορίζεται ως: *
i j(x) (x)dx i jφ φ →∫  (το ji  ονοµάζεται 

braket).  

Η συνθήκη ορθοκανονικότητας δύο ιδιοσυνάρτησεων µε τη χρήση του συµβολισµού 

Dirac παίρνει τη µορφή | δ〈 〉 = iji j . 

Ενώ η πληρότητα των ιδιοκαταστάσεων* δίνεται από την έκφραση 

i
1̂ i=∑ i , όπου  είναι ο µοναδιαίος τελεστής. 1̂

Η ανάπτυξη της αυθαίρετης κατάστασης |Ψ〉  (καθώς και η κυµατοσυνάρτηση (x)Ψ  

έχει ανάλογη αντιστοιχία (x) (x)Ψ Ψ→ ) σε ιδιοκαταστάσεις n εκφράζεται ως  

| |n
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n= 〈 Ψ〉 n〉∑  , όπου |nc n= 〈 Ψ〉 . 

Οπότε, γενικεύοντας τα στοιχεία αναπαράστασης µε πίνακα του τελεστή Α, 

υπολογίζονται από την σχέση: ( )*
ij i jA (x) A (x) dx i A jφ φ≡ →∫ . 

Τέλος, µε την βοήθεια των ιδιοδιανυσµάτων αυτών ορίζουµε και τελεστές, όπως ο 

προβολικός τελεστής i i , ο οποίος «προβάλει» την κυµατοσυνάρτηση  πάνω 

στην ιδιοκατάσταση 
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Άσκηση 15

Έστω ότι έχω 12212211ˆ δδεε +++=H   , 

όπου τα διανύσµατα 1 , 2 είναι τα ιδιοδιανύσµατα του τελεστή Α, 

11ˆ
1α=Α    22ˆ

2α=Α  

Να βρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του τελεστή της ενέργειας. 

Λύση

Ο τελεστής της ενέργειας σε µορφή πίνακα είναι  
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Οπότε 
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                              Λόγω ορθοκανονικότητας 

Οµοίως για   βρίσκουµε 212212 ,, HHH
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Ιδιοδιανύσµατα του Η, 211
ˆ φΕ=ΦH   και  222

ˆ φΕ=ΦH  

∆ιαγωνοποιώ τον   →→→  
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