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ΕΥΡΕΣΗ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ ΚΒΑΝΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗΣ, ΑΠΟ ΜΕΣΕΣ ΤΙΜΕΣ 
 

Έστω ένα κβαντικό σύστηµα  το οποίο περιγράφεται από µια ενεργειακή κατάσταση 

(ιδιοτιµές ενέργειας του προβλήµατος ιδιοτιµών ), Εˆ ( ) ( )n n nH x E xψ ψ= 1. 

Να βρεθούν οι εκφράσεις για τη µέση τιµή της θέσης και της ορµής. 

Η κυµατοσυνάρτηση δίνεται προφανώς από την έκφραση 
1

1 1( , ) ( )
Ei t

x t c x eψ ψ
−

=  

Για την εύρεση της µέσης τιµής της θέσης χρησιµοποιούµε την σχέση που βρήκαµε 

στο 12ο µάθηµα 
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Εδώ ο τελεστής Α είναι ο τελεστής της θέσης, ενώ στο διπλό άθροισµα οι δείκτες 

παίρνουν τιµές n=1και m=1. 

∆ηλαδή η µέση τιµή της θέσης δίνεται από την έκφραση 
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Η µέση ορµή εκτιµάται από την έκφραση
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Προφανώς η µέση ενέργεια είναι 1
2E c E E= = , καθώς 1 11 2P c= = . 

ΕΧΟΥΜΕ ΣΤΑΣΙΜΗ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ, ∆ΗΛΑ∆Η ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ ΠΟΥ ΕΙΝΑΙ 
ΣΤΑΘΕΡΗ ΜΕ ΤΟΝ ΧΡΟΝΟ (ΧΡΟΝΟ-ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΗ). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Άσκηση 11  

Έστω ένα κβαντικό σύστηµα  το οποίο περιγράφεται από δυο ενεργειακές 

καταστάσεις (ιδιοτιµές ενέργειας του προβλήµατος ιδιοτιµών ), Εˆ ( ) ( )n n nH x E xψ ψ= 1 

και Ε2 (σύστηµα δύο επιπέδων). 

Να βρεθούν οι εκφράσεις για τη µέση τιµή της θέσης και της ορµής. 

Λύση 

Η κυµατοσυνάρτηση δίνεται προφανώς από την έκφραση 
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Για την εύρεση της µέσης τιµής της θέσης χρησιµοποιούµε την σχέση που βρήκαµε 

στο 12ο µάθηµα 
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Εδώ ο τελεστής Α είναι ο τελεστής της θέσης, ενώ στο διπλό άθροισµα οι δείκτες 

παίρνουν τιµές n=1,2 και m=1,2. 

∆ηλαδή η µέση τιµή της θέσης δίνεται από την έκφραση 
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πραγµατικοί), ότι 
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που είναι χρόνο-εξαρτώµενη πραγµατική συνάρτηση. 
Στην παραπάνω σχέση για την µέση θέση, παρατηρούµε ότι αν οι ιδιοσυναρτήσεις 
της ενέργειας είναι πραγµατικές, όπως για παράδειγµα στο απειρόβαθο, στο 
πεπερασµένο πηγάδι δυναµικού και στον αρµονικό ταλαντωτή, η φάση ϕ  
µηδενίζεται και προφανώς 12 21 12x x x= = .  
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που είναι πραγµατικός αριθµός.  

 
∆ηλαδή η µέση τιµή της θέσης γίνεται 
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Συνεχίζουµε µε την µέση τιµή της ορµής, η οποία εκτιµάται από ανάλογη έκφραση 
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που είναι χρόνο-εξαρτώµενη πραγµατική συνάρτηση. 
Στην περίπτωση που οι ιδιοσυναρτήσεις είναι πραγµατικές, έχουµε ότι 
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και / 2,ϕ π= ± γιατί 
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που ισοδύναµα µπορεί να γραφεί 

όπου προφανώς το πρόσηµο στην έκφραση της 

µέσης ορµής, εξαρτάται από το πρόσηµο του ολοκληρώµατος 
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Παρατηρούµε ότι η µέση τιµή της θέσης και της ορµής εξαρτώνται από τα µέτρα των 
συντελεστών 1 2 1 2, ( , )c c c c  και από την διαφορά φάσης τους 12 1 2ϕ ϕ ϕ= − .  
Προφανώς, µία ακόµα σχέση αποτελεί η συνθήκη κανονικοποίησης, δηλαδή 

(δυστυχώς!, µια µη γραµµική σχέση).  2 2
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Ακόµα µία σχέση θα µπορούσαµε να έχουµε από την µέση ενέργεια, δηλαδή έχουµε 
. 2 2
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Γενικά έχουµε τέσσερις αγνώστους 1 2 1, , ,c c 2ϕ ϕ , άρα χρειαζόµαστε τέσσερις 
σχέσεις µε αυτούς τους αγνώστους. 
Είναι όµως έτσι τα πράγµατα; 
Αν η κυµατοσυνάρτηση διαφέρει κατά µια φάση, είναι διαφορετική; 
Έστω από την ( x )ψ  δηµιουργώ την i( x ) e ( x )φψ ψ= , όπου φ ένας αριθµός. 
Παρατηρούµε ότι η πιθανότητα που είναι η ποσότητα µε την φυσική σηµασία δεν 

αλλάζει, καθώς *p( x )dx ( x ) ( x )dxψ ψ=  και 
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ΑΡΑ ΜΠΟΡΩ ΠΑΝΤΑ ΝΑ ΘΕΩΡΩ ΤΗΝ ΜΙΑ ΦΑΣΗ ΜΗ∆ΕΝ, ∆ΗΛΑ∆Η  
ΚΑΙ ΟΥΣΙΑΣΤΙΚΑ  
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∆ΗΛΑ∆Η Η ΚΥΜΑΤΟΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΓΙΑ ΣΥΣΤΗΜΑ ∆ΥΟ ΕΝΕΡΓΕΙΑΚΩΝ 

ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΩΝ ΕΙΝΑΙ 
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ΓΙΑ ΝΑ ΒΡΩ ΤΟΥΣ ΤΡΕΙΣ ΑΥΤΟΥΣ ΑΓΝΩΣΤΟΥΣ ΧΡΕΙΑΖΟΜΑΙ, ∆ΥΟ 

ΜΕΣΕΣ ΤΙΜΕΣ (π.χ. θέση και ορµή, θέση και ενέργεια και ορµή και ενέργεια). 

 

 

ΓΕΝΙΚΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

  
Για οποιοδήποτε τελεστή Α, η µέση του τιµή θα δίνεται από την έκφραση 
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ορίζεται από την σχέση 12 12 ,iA A e ϕ= ενώ πάντα ισχύει ότι τα µη 

διαγώνια στοιχεία έχουν την ιδιότητα *
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η τελευταία σχέση ισχύει και για τα διαγώνια στοιχεία, δηλαδή  
καταλαβαίνουµε ότι τα διαγώνια στοιχεία είναι πραγµατικά. 
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