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ΣΩΜΑΤΙΟ ΣΕ ΑΠΕΙΡΟΒΑΘΟ ΠΗΓΑ∆Ι ∆ΥΝΑΜΙΚΟΥ 
Ουσιαστικά, ένας µονοδιάστατος σωλήνας όπου υπάρχει ένα σωµάτιο εγκλωβισµένο. 
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π.χ. Μονοδιάστατη αλυσίδα ανθράκων, όπου ‘κυκλοφορεί’ ένα e-. 
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Ένα ηλεκτρόνιο εγκλωβισµένο µέσα σε ένα µόριο περιγράφεται στην 
κβαντοµηχανική, ως απειρόβαθο πηγάδι. 
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εξίσωση Schrödinger 
 
Χωρίζω το απειρόβαθο πηγάδι σε 3 περιοχές (Ι, ΙΙ και ΙΙΙ). 
• I ( x ) 0Ψ = , καθώς  είναι η πιθανότητα να βρεθεί το σωµάτιο στην 

περιοχή Ι. Αλλά ξέρω πως δεν µπορεί να βρεθεί εκεί, άρα η πιθανότητα και έτσι 
και η κυµατοσυνάρτηση είναι µηδέν. 
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• Οµοίως στην τρίτη περιοχή III ( x ) 0Ψ =  

 

• Περιοχή ΙΙ. ( ) 002'' =Ψ−+Ψ IIII Em  
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Λύσεις:

 ή II ( x ) Asin kx B cos kxΨ = +  ikx ikx
II ( x ) Ae BeΨ −= +

Θα εφαρµόσουµε τις συνοριακές συνθήκες στα όρια των περιοχών (x=0 και x=L): 
 

i) x=0: I II( x 0 ) ( x 0 )Ψ Ψ= = = (1)  
ii) x=L: II III( L ) ( L )Ψ Ψ=  (2) 

 
Έστω ότι χρησιµοποιούµε τη γενική λύση της µορφής kxBkxAII cos~sin~

+=Ψ  
(1) ⇒+=⇒ 0cos~0sin~0 kBA 0~ =B  
(2) 0sin~

=⇒ kLA       0~
=A  άτοπο (γιατί τότε το ηλεκτρόνιο δεν θα 

βρίσκεται πουθενά!, παντού µηδενική 
πιθανότητα ) 
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πnkL = , n=0,±1, ±2, ±3,… 
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 Επιτρεπτές τιµές (Ι∆ΙΟΤΙΜΕΣ) ενέργειες! 

Άρα n
n x( x ) Asin

L
πΨ =  → Ι∆ΙΟΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ. Ισχύει για  Lx ≤≤0

 
• Η 0=n  ∆ΕΝ είναι επιτρεπτή τιµή για την ενέργεια, γιατί το 

0
0 x( x ) Asin 0

L
πΨ = = . 

• Το ίδιο ισχύει και για τα αρνητικά n (n=-1,-2,-3,…), για τι φυσική σηµασία έχει 
το Ψ*Ψ που είναι η πιθανότητα (δεν αλλάζει αν βάλουµε (-) στην 
κυµατοσυνάρτηση Ψ). 

Άρα, χρησιµοποιούµε µόνο τα θετικά  (n 0, 1, 2, 3,...≠ − − − ). 
 
Παρατηρούµε ότι σε αυτό το κβαντικό σύστηµα οι ενεργειακές καταστάσεις 
δεν παίρνουν συνεχείς τιµές, αλλά είναι κβαντισµένες (διακριτές τιµές). 



Στην κλασική αυτό συµβαίνει στα στάσιµα κύµατα (π.χ. χορδή). Εδώ από την 
ιδέα του DeBroglie, το αναµένουµε καθώς το ηλεκτρόνιο έχει και κυµατική 
φύση; 
 
Τώρα θα υπολογίσουµε τον άγνωστο συντελεστή , από την κανονικοποίηση 
της κυµατοσυνάρτησης, δηλαδή πρέπει 

A
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Ποια είναι η λύση του απειρόβαθου πηγαδιού;  
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Μπορεί να γραφεί πιο ‘συµµαζεµένα’ µε την βοήθεια της συνάρτησης 
βήµατος, Θ(x) (ή συνάρτηση Heaviside). Η οποία ορίζεται ως 
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∆ηλαδή 2( ) sin ( ) ( )n
n xx x L x

L L
π

Ψ = Θ Θ − . 

 
Αυτή η λύση είναι έτσι όπως γίνεται φανερό και από την γραφική της 
παράσταση (σχήµα για την ιδοκατάσταση της θεµελιώδους ιδιοκατάστασης) 
δεν είναι ούτε άρτια ούτε περιττή. 
f 

Πρέπει να την µεταφέρω κατά  για 

να υπάρχει συµµετρία στο δυναµικό , 
οπότε τότε θα υπάρχει συµµετρία στην 
κυµατοσυνάρτηση.  
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ΑΣΚΗΣΗ ΓΙΑ ΤΟ ΣΠΙΤΙ 
Να λυθεί το πρόβληµα του απειρόβαθου πηγαδιού, χρησιµοποιώντας την λύση της 
µορφής ikx ikx

II ( x ) Ae BeΨ −= + . 
ΝΑ ΤΗΝ ΚΑΝΕΤΕ ΜΟΝΟΙ ΣΑΣ ΚΑΙ ΜΕΤΑ ΝΑ ∆ΙΑΒΑΣΕΤΕ ΤΗΝ ΛΥΣΗ. 
ΠΡΩΤΑ ΠΡΟΣΠΑΘΗΣΤΕ ΜΟΝΟΙ. ΘΑ ΑΠΟΖΗΜΙΩΘΕΙΤΕ ΓΙΑΥΤΟ!! 
Έστω ότι χρησιµοποιούµε τη γενική λύση 

ikx ikx
II ( x ) Ae BeΨ −= +  

(1) ⇒ ⇒+=+= − BABeAe ikik 000 BA −=  
(2) ( ) 00 =−⇒=+⇒  −− ikLikLikLikL eeABeAe

0sin2 =kLiA  
0sin =kL  



L
nk π

= , n=1,2,3,4,… 

,...3,2,1,
22

2
2

222

=== nn
mLm

kEn
π

 

 

Άρα και n
n x( x ) Asin

L
πΨ =  για Lx ≤≤0  

 
 

ΑΣΚΗΣΗ ΓΙΑ ΤΟ ΣΠΙΤΙ 
Να λυθεί το πρόβληµα του απειρόβαθου κβαντικού πηγαδιού, όταν το πηγάδι 
εκτείνεται από –L/2 έως L/2. Προφανώς αναµένω ίδιες ιδιοτιµές ενέργειας και 
συµµετρικές ιδοσυναρτήσεις. 
 
============================================================= 
 
 
Πλήρης κυµατοσυνάρτηση, , η οποία είναι λύση της χρονοεξαρτώµενης 
εξίσωσης Schrödinger. 

niE t /
n( x )eΨ −

ΑΛΛΑ Η ΕΞΙΣΩΣΗ SCHRÖDINGER ΕΙΝΑΙ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ, ΑΡΑ 
ΟΠΟΙΟ∆ΗΠΟΤΕ ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΣ ΛΥΣΕΩΝ ΕΙΝΑΙ ΚΑΙ 
ΑΥΤΟΣ ΛΥΣΗ.   
Έτσι η πιο γενική λύση είναι της µορφής (για διακριτές τιµές ενέργειας) 

niE t /
n n

n
( x,t ) c ( x )eΨ Ψ −= ∑ . 

 
ΓΙΑ Ι∆ΙΟΤΙΜΕΣ ΕΝΕΡΓΕΙΕΣ ΣΕ ΕΝΑ ΣΥΝΕΧΕΣ ΦΑΣΜΑ ΘΑ ΕΙΝΑΙ 
Π.χ. για το ελεύθερο σωµάτιο: 

iE( p )t /
P P

P
( x,t ) A ( x )eΨ Ψ −= ∑ . 

Επειδή P=συνεχής µεταβλητή που παίρνει τιµές από το -∞ ως το +∞ βάζω ∫  
(ολοκλήρωµα). ∆ηλαδή  

2iE( p )t / ipx / ip t / 2m( x,t ) A( p ) ( p; x )e dp A( p )e e dpΨ Ψ
+∞ +∞− −

−∞ −∞
= =∫ ∫ −  

ΥΠΕΡΘΕΣΗ ιδιοσυναρτήσεων ελευθέρων σωµάτων δίνει ένα → ΚΥΜΑΤΟΠΑΚΕΤΟ ή 
ΚΥΜΑΤΟ∆ΕΜΑ! 
 
 
ΑΣΚΗΣΗ ΓΙΑ ΤΟ ΣΠΙΤΙ (ΝΑ ΠΑΡΑ∆ΟΘΕΙ ΣΕ ΕΝΑ ΜΕ ΕΝΑΜΙΣΗ ΜΗΝΑ). 
Να γίνει µια σύντοµη αλλά και σαφής παρουσίαση των κυµατοπακέτων και της 
χρήσης τους στην κβαντοµηχανική.  
Να γραφεί σε αρχείο word (έκδοση 1997-2003). 
Όχι κάτω από 10 σελίδες όχι πάνω από 15-20. 
 
 
 
 
 



ΦΥΣΙΚΗ ΣΗΜΑΣΙΑ ΤΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ ΣΤΟ ΑΝΑΠΤΥΓΜΑ ΤΗΣ 
ΚΥΜΑΤΟΣΥΝΑΡΤΗΣ. 
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Παράδειγµα. Άσκηση 8 
Έστω ένα κβαντικό σύστηµα που χαρακτηρίζεται από δύο ιδιοκαταστάσεις ενέργειας 

Ε1 και Ε2. Να βρεθεί η µέση ενέργεια του συστήµατος. 

Έχουµε 
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. Οπότε η µέση 

ενέργεια υπολογίζεται από την σχέση 

1 2 1

1 2 1 2

*iE t iE t iE t iE^
*

1 1 2 2 1 1 2 2

iE t iE t iE t iE t
* * * *

1 1 2 2 1 1 2 2

ˆ ˆE ( x,t )H ( x,t )dx C e C e H C e C e

ˆ ˆC e C e C e H C e H

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

+∞ +∞
− − − −

−∞ −∞

+∞
+ + − −

−∞

2t⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = + + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫

∫
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∆ηλαδή 
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Ξέρω πως  *
n m nm

_

dxψ ψ δ
+∞

∞

=∫ →σχέση ορθογωνιότητας ιδιοσυναρτήσεων 

Και έτσι καταλήγω πως 
^ 2 2

1 1 2 2E E C E C= +  

Ποια η Φυσική σηµασία των συντελεστών; 
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